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4 INHALTSVERZEICHNIS



Kapitel 1Einf�uhrung: Typfreie oder getypteProgrammiersprachen ?An Beispielen werden wir kurz einige Vor- und Nachteile von typfreien und getypten Program-miersprachen erl�autern. Anschlie�end werden der Zweck und die erw�unschten Eigenschaften vonTypsystemen skizziert. Dies soll eine grobe Vorstellung davon vermitteln, weshalb die Entwick-lung von "starken\ Typsystemen eine wesentliche Rolle bei der Entwicklung neuer Program-miersprachen spielt.1.1 Beispiele f�ur getypte und ungetypte ProgrammeBeispiel 1.1.1 Die Quadrierung ganzer Zahlen programmiert man in verschiedenen Sprachen(siehe Kernighan/Ritchie[3], Banahan[1] und [5]) unterschiedlich:C{Programm: int squareC(int n){ return(n * n) }SCHEME-Programm: (define (squareS n) (* n n))Man beachte folgende Unterschiede:(i) Die De�nition von squareC enth�alt eine explizite (Typ{)Deklaration, die den Typ desArguments und des Ergebnisses festlegt.(ii) Der Ausdruck squareC("abc") ist syntaktisch inkorrekt. Der Typfehler, int 6= string(bzw. const char-array 6= " const-char), wird zur �Ubersetzungszeit erkannt.(iii) Der Ausdruck (squareS "abc") ist dagegen syntaktisch korrekt. Es tritt aber ein Typ-fehler zur Laufzeit des Programms auf, da (� "abc" "abc") nicht ausgewertet werdenkann. Den Werten der Teilausdr�ucke werden Typmerkmale zugeordnet, die zur Laufzeiteine Typkorrektheitspr�ufung erm�oglichen.Nach (iii) ist SCHEME, wie die meisten LISP{Dialekte, keine v�ollig ungetypte Sprache, sondern"schwach\ getypt. Ungetypte Sprachen sind aber Sprachen, bei denen die Inhalte von Speicher-bereichen direkt manipuliert werden, also Assemblersprachen oder Teile von C.5



6 KAPITEL 1. EINF�UHRUNGBeispiel 1.1.1 deutet folgende Vorteile explizit getypter Sprachen an:(i) Die Typinformation kann vom �Ubersetzer ausgenutzt werden; etwa f�ur Optimierungen undSpeicherplatzanforderungen.(ii) Es ist keine Verwaltung von Typmerkmale zur Laufzeit n�otig, was die E�zienz bei derAusf�uhrung erh�oht.(iii) Typfehler werden zur �Ubersetzungszeit entdeckt; das erleichtert die Fehlersuche.(iv) Die Typinformation ist als Dokumentation der beabsichtigten Verwendung bzw. als (sehrrudiment�are) Spezi�kation der Bedeutung des Programms n�utzlich.Beispiel 1.1.2 Die Spiegelung von Listen kann man in SCHEME und Pascal wie folgt pro-grammieren:� SCHEME{Programm:(define (reverseS L)(cond ((equal L nil) L)(true (append (reverseS (cdr L)) (list (car L)))) ))� Pascal{Programm:type prt-list.elem = | list-elem;list-elem = recordcontent: integer;next: ptr-list-elemend;procedure reverse-list(var first:ptr-list-elem)begin <Programmdetails> end;Der hier wesentliche Unterschied besteht darin, da� man im Pascal{Programm den Typ der Li-stenelemente festlegen mu� (z.B. integer), w�ahrend das SCHEME{Programm auch auf Listenangewendet werden kann, deren Elemente von verschiedenem Typ sind.Das Beispiel 1.1.2 deutet folgende Vorteile ungetypter Sprachen an:(i) Typfreie Programme sind i.a. vielseitiger verwendbar als getypte.(ii) Typfreie Sprachen ersparen dem Programmierer das Aufschreiben der Typinformation.Es liegt nahe, da� man die Vorteile getypter und typfreier Sprachen verbinden m�ochte. DasProblem ist, wie weit das �uberhaupt m�oglich ist. Eine L�osung wird in der funktionalen SpracheSML (siehe [4]) verwirklicht:



1.2. WOZU SOLLEN TYPEN DIENEN ? 7Beispiel 1.1.3 Die Spiegelung von Listen kann man in SML wie folgt programmieren, wobeidie Fallunterscheidung durch Mustervergleiche lesbar gestaltet wird:fun reverseM [] = []| reverseM (head :: tail) = append (reverseM tail) [head];Obwohl das Programm keine Typinformation enth�alt, ist der �Ubersetzer in der Lage, einen Typ(bzw. ein Schema f�ur alle korrekten Typisierungen) aus dem Programmtext abzuleiten. DasSchema ist reverseM : �-list ! �-list,wobei � eine Typvariable ist, die bei verschiedenen Verwendungen von reverseM durch unter-schiedliche Typen belegt werden kann.Man beachte:i) reverseM 17 und reverseM [0,"ab",2,"cd"] sind syntaktisch inkorrekt, was zur �Uber-setzungszeit erkannt wird.ii) reverseM [0,1,2,3] und reverseM ["ab","cd"] sind syntaktisch korrekt und erzeugenauch keine Typfehler zur Laufzeit.iii) Im Unterschied zu reverseS kann reverseM nur homogene Listen spiegeln, d.h. solche,deren Elemente vom gleichen Typ sind.In SML hat man also eine Kombination von Vorteilen getypter und ungetypter Sprachen:(i) Typen braucht der Programmierer nicht anzugeben, sie werden automatisch ermittelt.(ii) Typfehler werden zur �Ubersetzungszeit entdeckt.(iii) Durch ein Programm wird eine Schar von Funktionen de�niert, die uniform in den Typenihrer Argumente operieren.1.2 Wozu sollen Typen dienen ?Die herk�ommliche Motivation f�ur explizite Typisierung von Programmen besagt, da� Typinfor-mation ben�otigt wird, damit ein �Ubersetzer e�zienten Code erzeugen kann (z.B. durch optimaleSpeicherallokation und den Wegfall von Typpr�ufungen zur Laufzeit). Eine andere, zunehmendwichtigere Begr�undung, kommt aus der Softwaremethodologie:These 1.2.1 Typen sind wesentlich f�ur die geordnete Evolution von gro�en Softwaresystemen.Evolvierende Softwaresysteme |im Unterschied zu kleinen Programmen | sind in der Regel



8 KAPITEL 1. EINF�UHRUNG� fehlerhaft: Die Beseitigung vorhandener Fehler erzeugt oft neue Fehler,� verbesserungsbed�urftig: Die Beseitigung von ine�zienten Teilen erfordert oft gr�o�ere Pro-gramm�anderungen,� mangelhaft strukturiert: Die Wartung des Systems stellt eigene Anforderungen an dieProgrammstruktur,� funktional unvollst�andig: Ein von vielen Benutzern verwendetes Softwaresystemmu� wach-senden Anforderungen (z.B. Bedienungskomfort, Kommunikation mit anderer Software,zus�atzliche Aufgaben) angepa�t werden.Softwaresysteme m�ussen daher laufend ge�andert werden. Evolvierende Systeme m�ussen abertrotz diesen �Anderungen verl�asslich sein. Typsysteme k�onnen dabei helfen, gewisse Programm-eigenschaften zu garantieren oder mechanisch zu �uberpr�ufen. Dazu sind Typen von Bedeutung,die eine logische Interpretation zulassen (`types as propositions').These 1.2.2 Subtypen sind wesentlich f�ur die geordnete Erweiterung von Softwaresystemen.Die Erweiterung eines Softwaresystems sollte� die bestehende Funktionalit�at, Programmstruktur und weitere Eigenschaften erhalten,� die Funktionalit�at unter weitgehender Ausnutzung der vorhandenen erweitern,� die hinzukommende Funktionalit�at in wenigen Programmteilen lokalisieren.Subtypen bilden eine M�oglichkeit, die Erweiterung eines Systems unter diesen Gesichtspunktenzu gestalten (Sie werden ben�otigt, um objektorientierte Programmierung typtheoretisch zu in-terpretieren.) Unter einer polymorph getypten Sprache verstehen wir eine Programmiersprache,in der ein Ausdruck verschiedene Typen haben kann, je nach dem Kontext, in dem der Ausdruckvorkommt.These 1.2.3 Typpolymorphismus ist wesentlich f�ur die vielseitige Verwendbarkeit von Pro-grammen, bei gleichzeitiger Vermeidung von Laufzeitfehlern.Polymorph getypte Sprachen (vgl. 1.1.3) unterst�utzen die Entwicklung gro�er Softwaresysteme� durch automatische Entdeckung von Typfehlern (als Folgefehler von logischen und Schreib-fehlern!) zur �Ubersetzungszeit,� durch den Ausschlu� gewisser Laufzeitfehler (d.h. Laufzeit-Typunvertr�aglichkeiten), wo-durch der Grad der Korrektheit erh�oht wird,� durch die M�oglichkeit, Programme auf h�oherer Abstraktionsebene zu schreiben, z,B, typ-uniforme Programme, oder solche, die Typen als Argumente verwenden.



1.3. EIGENSCHAFTEN VON TYPSYSTEMEN 91.3 Eigenschaften von TypsystemenDamit die in 1.2 angedeuteten Zwecke erreicht werden k�onnen, m�ussen beim Sprachentwurfverschiedene M�oglichkeiten erwogen werden, z.B.(i) Welche Basistypen hat das Typsystem, und welche Typkonstruktionen ?(ii) Sind h�oherstu�ge, rekursive, freie, algebraische, abstrakte Datentypen de�nierbar ?(iii) Sind Typen "�rst-class-citizens\, d.h. k�onnen sie wie andere Objekte an Variable gebunden,an Funktionen als Argument �ubergeben, und durch Funktionen analysiert und berechnetwerden ?(iv) Kann man �uber Typen abstrahieren (mit �, 8, 9), auch �uber Typkonstruktoren ?(v) Sind Subtypen, auch auf h�oheren Stufen, de�nierbar ?(vi) Ist die Gesamtheit der Typen selbst wieder ein Typ ?Verschiedene Entwurfsentscheidungen f�ur (i){(vi) beein
ussen die Eigenschaften des Typsy-stems. An folgenden Eigenschaften besteht dabei besonderes Interesse:1. Typisierungen sollten die Ausdruckskraft der Sprache nicht zu sehr einschr�anken.Am Beispiel 1.1.2 haben wir gesehen, da� das "starre\ Typsystem von Pascal es erforder-lich macht, die Spiegelung von (homogenen) Listen f�ur jeden Element-Typ gesondert zu pro-grammieren. Gr�o�ere Flexibilit�at erreicht man durch verschiedene Formen von Typpolymor-phismus, d.h. durch Verwendung von Typschemata, Typquantoren oder Typabstraktion und{Applikation.2. Typisierungen sollten die Strukturierungen von Programmen erleichtern.Dazu ben�otigt man abstrakte Datentypen, h�oherstu�ge Typen, sowie Modul{ und Interface-konzepte. Diese sollten es erlauben, eine strenge Blockstrukturierung in geordneter Weise zuumgehen, und es erm�oglichen, ein gro�es Programm in abgeschlossenen Einheiten unabh�angigvoneinander zu compilieren.3. Typisierungen sollten weitgehend statische Programmeigenschaften erfassen.Das bedeutet, da� Typpr�ufungen zur Laufzeit des Programms nur dort, wo es unbedingt n�otig ist,vorgenommen werden: etwa in der Systemprogrammierung, bei der Speicherbereinigung, beim`Bootstrapping' des �Ubersetzers und bei Typisierungen, die die �Ubersetzungsphase �uberdauernm�ussen ("dynamic types\). Insbesondere ist erw�unscht:



10 LITERATUR3a: Entscheidbarkeit der Typkorrektheit oder Typisierbarkeit von Programmen3b: Transparenz von Typisierungsalgorithmen.Hierbei ist unter Transparenz gemeint, da� in den F�allen, wo automatisch Typisierungen f�urungetypte oder nur partiell getypte Programme ermittelt werden, diese Typen vom Program-mierer nachvollziehbar sind. Das beschr�ankt die Komplexit�at der verwendeten Typisierungsal-gorithmen.4. Typen sollten als logische Aussagen interpretierbar sein.Diese Eigenschaft erlaubt es, Gemeinsamkeiten von Programmen und Beweisen als Aspekte der-selben Sache anzusehen und methodisch auszunutzen: Programmausf�uhrung als Beweisnormali-sierung, Klassen von Aussagen als Typsysteme. Nat�urlich ist diese Analogie nicht durchg�angig;z.B. entsprechen den rekursiv de�nierten Typen normalerweise keine logisch sinnvollen Aussagenmehr (bzw. keine beweisbaren, so da� die Programme von diesem Typ nicht mehr als Beweiseverstanden werden k�onnen). Auf diese Eigenschaft wird im folgenden kaum n�aher eingegangen.Literatur[1] Mike Banahan. The C Book. Featuring the Draft ANSI{C Standard. Addison Wesley, 1988.[2] Luca Cardelli. Typeful programming. Technical report, Digital Equipment Corporation,Palo Alto, 1989.[3] Brian W. Kernighan and Dennis M. Ritchie. The C Programming Language. Prentice Hall,2nd edition, 1988.[4] Robin Milner, Robert Harper, and Mads Tofte. The De�nition of Standard ML. MIT Press,1990.[5] Jonathan Rees and William Clinger. The revised3 report on the algorithmic language scheme.Technical report, MIT,Arti�cial Intelligence Laboratory, 1986.



Kapitel 2Der typfreie �{Kalk�ulIn diesem Abschnitt betrachten wir die �{Reduktion typfreier �{Terme als idealisierte opera-tionale Semantik einer funktionalen Programmiersprache.2.1 Syntax des �{Kalk�ulsDe�nition 2.1.1 (�{Terme) (i) Variable x0; x1; : : : und Konstante c0; c1; : : : sind �-Terme.(ii) Sind t1 und t2 �{Terme, so auch (t1 � t2).(iii) Ist x eine Variable und t ein �{Term, so ist auch �xt ein �{Term.In Zukunft schreiben wir solche De�nitionen in der Kurzformt := x j c j (t � t) j �xt:Dies ist als eine simultane induktive De�nitionx = v j x0c = a j c0t = x j c j (t � t) j �xt:der Menge x aller Variablen, der Menge c aller Konstanten, und der Menge t aller Terme zuverstehen. Es werden x, c, und t aber auch weiterhin als Bezeichnungen f�ur individuelle Variable,Konstante und Terme benutzt.Beispiel 2.1.2 Wir schreiben(ts) statt (t � s);t1t2t3 statt ((t1t2)t3);(�x1 : : : xn:t) statt �x1�x2 : : :�xnt;und lassen Au�enklammern normalerweise weg.11



12 KAPITEL 2. DER TYPFREIE �{KALK�ULBeispiel 2.1.3 H�au�g vorkommende Terme mit ihren �ublichen Bezeichnungen sind:I = �x:x; K = �xy:x;S = �xyz:xz(yz); B = �xyz:x(yz);true = �xy:x; false = �xy:y;� = �x:xx; 
 = ��;Y = �f:((�x:f(xx))(�x:f(xx)):De�nition 2.1.4 (Freie Variable)frei(x) = fxg;frei(c) = ;;frei(ts) = frei(t) [ frei(s);frei(�xt) = frei(t)� fxg:De�nition 2.1.5 (Substituition) F�ur �{Terme s; t und Variable x de�niere die Einsetzung[s=x]t von s in t f�ur freie Vorkommen von x durch:[s=x]x � s;[s=x]y � y; f�ur y 6� x[s=x]c � c;[s=x](t1t2) � ([s=x]t1 [s=x]t2);[s=x]�xt � �xt;[s=x]�yt � �y:[s=x]t; f�ur y 6� x; y 62 frei(s) oder x 62 frei(t)[s=x]�yt � �z:[s=x][z=y]t; f�ur y 6� x; y 2 frei(s) und x 2 frei(t):Im letzten Fall ist z die n�achste Variable in x0; x1; : : :, die nicht frei in st vorkommt.2.2 Die Gleichungstheorien �� und ���Die �{Terme sollen als Funktionen und Daten interpretiert werden. Syntaktisch verschiedeneTerme k�onnen dabei dieselbe Interpretation haben. Es wird axiomatisch festgelegt, welche Glei-chungen bei jeder Interpretation mindestens gelten sollen.De�nition 2.2.1 (�� und ���{Kalk�ul) F�ur alle Variablen x; y und �-Terme t; ti; s enth�alt der��{Kalk�ul folgende Axiome und Regeln:Axiome: (�) �xt = �y:[y=x]t f�ur y 62 frei(t)(�) (�xt)s = [s=x]t(�) t = tRegeln: (�) t = ss = t (�) t = s; s = rt = r(�) t1 = t2st1 = st2 (�) t1 = t2t1s = t2s (�) t1 = t2�xt1 = �xt2



2.3. DIE REDUKTIONSTHEORIEN � UND �� 13Der ���{Kalk�ul enth�alt zus�atzlich das Axiom(�) �x:tx = t; falls x 62 frei(t):F�ur die Beweisbarkeit einer Gleichung t1 = t1 in diesen Kalk�ulen schreiben wir�� ` t1 = t2 bzw. ��� ` t1 = t2:�{Terme, die sich durch "gebundene Umbenennung\, d.h. �{Konversion, ineinander �uberf�uhrenlassen, betrachten wir als gleich. Was eine Interpretation dieser Theorien ist, mu� noch gesagtwerden.2.3 Die Reduktionstheorien � und ��Gleichungstheorien besagen, welche �{Terme dieselbe denotationale Bedeutung haben, z.B. die-selbe Funktion de�nieren. Wir sind aber auch an der operationalen Bedeutung der Terme inter-essiert, durch die die Auswertung von Programmen erfa�t wird.Der Proze� der Auswertung wird im �{Kalk�ul als ein Termvereinfachungsproze� dargestellt.Dabei werden die Gleichungen nur "in einer Richtung\ verwendet.De�nition 2.3.1 (�{ und ��{Reduktionskalk�ul) Die Kalk�ule enthalten dieselben Axiome undRegeln wie die entsprechenden Gleichungstheorien, au�er:(i) Statt t1 = t2 wird t1 ! t2 geschrieben.(ii) Die Symmetrieregel (�) entf�allt.Insbesondere haben wir die Reduktionsregeln(!�) (�x:t)s! [s=x]t(!�) (�x:tx)! t; falls x 62 frei(t):Hierbei hei�t (�xt)s ein �{Redex, (�x:tx) ein �{Redex. Ein Term ist �{Normalform, wenn erkeine �{Redexe enth�alt.Ein �Ubergang zu t1 ! t2 gem�a� einer der Reduktionsregeln entspricht einem Auswertungsschritteines Programms.Falls t1 zu t2 in endlich vielen Schritten gem�a� den Reduktionskalk�ulen reduziert werden kann(d.h. wenn t1 ! t2 abgeleitet werden kann), so schreiben wir�� ` t1 ! t2 bzw. ��� ` t1 ! t2:Beispiel 2.3.2 (i) Nicht jeder Term kann zu einer �{Normalform reduziert werden: f�ur (��)ergibt sich (��) = ((�x:xx)�)!� (��)! : : :



14 KAPITEL 2. DER TYPFREIE �{KALK�UL(ii) Es gibt Terme, bei denen manche Reduktionsfolgen zu einer �{Normalform f�uhren, w�ah-rend andere unendlich viele �{Reduktionen enthalten.Kx
 � (�xy:x)x
 !� (�y:x)
 !� xKx
 � Kx(��) !�;(i) Kx(��) !� : : :(iii) Fallunterscheidung kann wie folgt simuliert werden: Mit true := �xy:x und false := �xy:yerh�alt man f�ur (if b then s else t) := bst:�� ` b = true ) �� ` (if b then s else t) = s�� ` b = false ) �� ` (if b then s else t) = t:(iv) Rekursive De�nitionen erh�alt man �uber den FixpunktoperatorY = �f:(�x:f(xx))(�x:f(xx)):F�ur ~f := �x:f(xx) ist �� ` Y f !� ~f ~f = (�x:f(xx)) ~f!� f( ~f ~f) = f(Y f):Also gilt �� ` Y f = f(Y f), d.h. Y f ist ein Fixpunkt von f . Daher kann f�ur jeden �{Terme(x) die Rekursionsgleichung (�) x = e(x)durch (rec x.e) := Y (�x:e) gel�ost werden:rec x:e = Y (�x:e) = (�x:e)(Y (�x:e))= [Y (�x:e)=x]e = e(rec x.e):Beachte, da� rec x:e auch rekursiv de�nierte Daten erlaubt; die meisten Programmier-sprachen lassen nur rekursive De�nitionen von Funktionen zu, wo e die Form �y:t habenmu�.Bemerkung 2.3.3 Die �{Reduktion entspricht einer call-by-name Auswertung; beachte, da�nach (ii) ja Kxy = (�xy:x)xy = x auch f�ur divergierendes Argument 
 statt y). Die Auswertungin Programmiersprachen, die sich am �{Kalk�ul orientieren {LISP, SML{, verwendet aber einecall-by-value-Auswertung: die Argumente m�ussen zuerst reduziert werden.2.4 Interpretation von �{Termen durch UmgebungsmodelleWir haben keinen Unterschied gemacht zwischen Termen, die Objekte (Daten) und solchen, dieFunktionen (Programme) bezeichnen. Die Extensionalit�atsforderung8y (y = �x(y � x))



2.4. INTERPRETATION VON �{TERMEN DURCH UMGEBUNGSMODELLE 15besagt sogar, da� jedes Objekt eine Funktion sei. Dies kann aber nicht im w�ortlichen Sinngemeint sein, wenn wir den mengentheoretischen Funktionsbegri� beibehalten wollen: Um (t � t)zu interpretieren, br�auchten wir Funktionen f mit f(f) als Wert f�ur (t�t). Solche Funktionen, dieihr eigenes Argument sein k�onnen, gibt es aber nicht. (Es sei denn, man �andert die Mengenlehre!)Wir schw�achen daher unsere Au�assung etwas ab: �{Terme werden nicht durch Funktioneninterpretiert, sondern durch Objekte, die Funktionen repr�asentieren.De�nition 2.4.1 Sei (D; �) mit einer Operation � : D � D ! D gegeben. Eine Funktion f :Dn ! D wird durch a 2 D repr�asentiert , wenn f(b1; : : : ; bn) = ((: : :((a � b1) � b2) : : :) � bn).(Dn ! D) := ff : Dn ! D j f ist repr�asentierbar.gMit (D! D) sei die Menge der einstelligen repr�asentierbaren Funktionen von (D; �) gemeint.De�nition 2.4.2 (D; �;	) ist ein Funktionalbereich, wenn 	 : (D ! D) ! D, und 	(f) dieFunktion f 2 (D! D) repr�asentiert. 	(f) hei�e der kanonische Repr�asentant von f .Statt durch (D; �;	) kann man einen Funktionalbereich auch als Tripel (D;�;	) angeben, wobei� �	 = Id(D!D) mit (D! D) := f�(a) j a 2 D g � f f j f : D ! D g:Dann mu� man � durch a � d := �(a)(d) de�nieren, womit �(a) = �d 2 D: a � d wird.De�nition 2.4.3 Sei D = (D; �D;	) ein Funktionalbereich, � : V ar ! D eine Belegung derVariablen. De�niere den Wert [[t]]D� des �{Terms t in D bei � durch(i) [[x]]D� = �(x);(ii) [[(t1 � t2)]]D� = [[t1]]D� �D [[t2]]D�(iii) [[�xt]]D� = 	(�d 2 D:[[t]]D�[d=x]):Dies ist nur dann eine korrekte De�nition, wenn f�ur jeden �{Term t tats�achlich(iv) �d 2 D:[[t]]D�[d=x] 2 (D! D)ist. Dann hei�t D0 = (D; �; [[ ]]) das durch D bestimmte Umgebungsmodell des �-Kalk�uls.Proposition 2.4.4 [[t]]D�1 = [[t]]D�2 , falls �1(x) = �2(x) f�ur alle x 2 frei(t).Durch Nachrechnen zeigt man, da� Umgebungsmodelle die beweisbaren Gleichungen erf�ullen.Die (�)-Regel ist korrekt, d.h. man hat(�) D j= 8�y(8x(t1 = t2)! �xt1 = �xt2);da [[�xti]]D� = 	(�d 2 D:[[ti]]D�[d=x]) nur von der Funktion abh�angt, nicht von den Termen ti.



16 KAPITEL 2. DER TYPFREIE �{KALK�ULLemma 2.4.5 In dem durch D bestimmten Umgebungsmodell (D; �; [[ ]]) gelten:(Substitution) [[[s=x]t]]D� = [[t]]D�[[[s]]D� =x](�{Konversion) [[�xt]]D� = [[(�y:[y=x]t)]]D� f�ur y 62 frei(t);(�{Konversion) [[(�xt)s]]D� = [[[s=x]t]]D� :Bemerkung 2.4.6 Sei (IN ; �;	) mit e � n := 'e(n) und 	(') := kleinstes e mit ' = 'e,bez�uglich einer Aufz�ahlung f'e j e 2 INg aller einstelligen partiell rekursiven Funktionen. Dannist (IN ; �;	) kein Funktionalbereich mit (i)� (iv). Denn sonst m�u�te jedes 'e einen Fixpunkthaben.Kombinatorische Vollst�andigkeitWir k�onnen die �{Konversionsaxiome auch in der folgenden Form schreiben:(�) 8y1 : : :yn8x1 : : : xm((�x1 : : : xm:t)x1 : : : xm = t)f�ur jeden �{Term t(x1; : : : ; xm; y1; : : : ; yn). Dies dr�uckt zweierlei aus:(i) F�ur feste (b1; : : : ; bn) ist die durch (a1; : : : ; am) 7! [[t]]D[a1=x1; : : : ; am=xm; b1=y1; : : : ; bn=yn]de�nierte Funktion repr�asentierbar, und zwar durch [[�x1 : : : xm:t]]D[b1=y1; : : : ; bn=yn].(ii) Die Auswahl dieses Repr�asentanten, (b1; : : : ; bn) 7! [[�x1 : : : xm:t]]D[b1=y1; : : : ; bn=yn], istselbst repr�asentierbar, und zwar durch [[�y1 : : : yn:�x1 : : :xm:t]]D .Beachte, da� beides aus 9z8y1 : : : yn8x1 : : : xm((zy1 : : :yn)x1 : : : xn = t)folgt. Das motiviert folgende De�nition:De�nition 2.4.7 (D; �) hei�t kombinatorisch vollst�andig , wenn f�ur jeden Term t(x1; : : : ; xn)�uber f�g gilt: (D; �) j= 9z8x1 : : : xn(zx1 : : : xn = t)Terme �uber L = f�g nennen wir auch Kombinatorenterme, im Unterschied zu �{Termen.Wir stellen gleich einen Zusammenhang zwischen den Axiomen und Regeln des �{Kalk�uls undmehr algebraischen Forderungen wie der kombinatorischen Vollst�andigkeit her.Satz 2.4.8 (Sch�on�nkel) F�ur D = (D; �) sind folgende Aussagen �aquivalent:(i) D j= 9k8xy(kxy = x) ^ 9s8xyz(sxyz = xz(yz)).(ii) D j= 9z8x1 : : : xn(zx1 : : : xn = t) f�ur jeden Kombinatorenterm t(x1; : : : ; xn).



2.4. INTERPRETATION VON �{TERMEN DURCH UMGEBUNGSMODELLE 17(iii) D j= 8y1 : : : ym9z8x1 : : : xn(zx1 : : : xn = t) f�ur jeden Kombinatorenterm t(x1; : : : ; ym).(iv) D j= 8y1 : : : ym9z8x1 : : : xn(zx1 : : : xn = t) f�ur jeden Kombinatorenterm t(x1; : : : ; ym; z).Beweis: O�enbar gelten (iv) ) (iii) ) (ii) ) (i). Wir zeigen (i) ) (iii) ) (iv).(iii) ) (iv): Nach (iii) gibt es zu t0 = y(xxy) ein w 2 D mit D j= 8xy(wxy = t0), alsoD j= 8y(wwy = y(wwy));d.h. wwy ist Fixpunkt von y. Ebenso gibt es mit (iii) zu y1; : : : ; ym ein e 2 D, so da�D j= 8z8x1 : : : xn(e � zx1 : : : xn = t)Da z := wwe ein Fixpunkt von e ist nach obiger Bemerkung, folgt zx1 : : : xn = (ez)x1 : : :xn = tf�ur dieses z, also D j= 8y1 : : :ym9z8x1 : : :xn(zx1 : : :xn = t)(i) ) (iii): W�ahle k,s wie in (i). Zu t(x1; : : : ; xn; �y) de�niere einen Term (��x1 : : :xn:t) �uberL = f�; k; sg, so da� (�) D j= 8�y8�x((���x:t)�x = t)Hieraus folgt direkt (iii). Wir de�nieren induktiv �uber t:(��x:t); mit frei(��x:t) = frei(t)� fxgdurch ��x:x := skk;��x:(t1 � t2) := s(��x:t1)(��x:t2)��x:y := kyDann gilt D j= 8�yx((��x:t) � x = t), f�ur jedes t 2 Termf�;k;sg, wegen [[(��x:t) � x]]D� = [[t]]D� , wasman leicht nachrechnet:[[(��x:x) � x]]D� = skk � [[x]]D�= k[[x]]D� (k[[x]]D� )= [[x]]D�[[(��x:y) � x]]D� = k � [[y]]D� � [[x]]D�= [[y]]D�[[(��x:(t1 � t2)) � x]]D� = s � [[(��x:t1)]]D� � [[(��x:t2)]]D� � [[x]]D�= [[(��x:t1) � x]]D� � [[(��x:t2) � x]]D�= [[t1]]D� � [[t2]]D�= [[(t1t2)]]D� :Die Behauptung folgt nun durch Iteration, wenn man(��x1 : : : xn:t) := (��x1:(: : :(��xn:t) : : :))setzt. 2



18 KAPITEL 2. DER TYPFREIE �{KALK�ULNach (i) des Satzes folgt die kombinatorsiche Vollst�andigkeit schon daraus, da� zwei bestimmtede�nierbare Funktionen repr�asentierbar sind: k repr�asentiert die Bildung konstanter Funktio-nen, kx = �y:x, und s repr�asentiert die Einsetzung (Substitution) x(z; y(z)) einer einstelligenFunktion y in eine zweistellige Funktion x, also sxy = �z:(xz(yz)) in der Darstellung von Curry.Nach (iv) sind auch rekursive De�nitionen zx1 : : :xm = t(x1 : : : xm; z) m�oglich, bei denen z in tfrei vorkommt.(Evtl: Grob gesagt:)KombinatorenmodelleWir haben noch kein Verfahren, Umgebungsmodelle des �{Kalk�uls zu konstruieren, da die Be-dingung (iv) �d 2 D:[[t]]D�[d=x] 2 (D! D)eine Abschlu�bedingung an (D ! D) ist, die nicht in o�ensichtlicher Weise realisiert werdenkann. Eine einfache algebraische Beschreibung erhalten wir aber wie folgt. Erf�ullt D = (D; �;	)die Bedingungen (i){(iv), so mu� f�ur jedes a 2 D die Funktion�d 2 D: a � d 2 (D! D) sein, da [[�x(y � x)]]D[a=y] = 	(�d 2 D: a � d)sein soll. Aber auch der �Ubergang zum kanonischen Repr�asentanten, d.h. die Funktion a 7![[�x:ax]]D , mu� repr�asentierbar sein, da [[�y�x:yx]]D = 	(�a 2 D:[[(�x(ax))]]D). Wir w�ahleneinen Repr�asentanten � hierf�ur aus.De�nition 2.4.9 D = (D; �; �) ist ein Kombinatorenmodell , wenn D mindestens zwei Elementehat, (D; �) kombinatorisch vollst�andig ist, und wenn f�ur die durch a � b : () 8c (a � c = b � c)de�nierte �Aquivalenzrelation gilt:(i) (D; �) j= 8x(�x � x); und (ii) (D; �) j= 8xy(x � y ! �x = �y):D hei�t stabiles Kombinatorenmodell , wenn zus�atzlich � � � = � gilt.Aufgabe 2.4.1 Ist (D; �; e) ein Kombinatorenmodell, so ist (D; �; ee) ein stabiles Kombinato-renmodell. Sind (D; �; e1) und (D; �; e2) stabile Kombinatorenmodelle mit e1 � e2, so ist e1 = e2.(Evtl: Beweis)Da � nach (i) aus jeder �{Klasse ein Element ausw�ahlt, ordnet es jeder repr�asentierbaren Funk-tion einen Repr�asentanten zu. Es liegt nahe, diesen als "kanonischen\ Repr�asentanten zu nehmen:Satz 2.4.10 (A.Meyer 1982) (i) Sei (D; �; �) ein stabiles Kombinatorenmodell. De�niere 	 :(D! D)! D durch 	(�d 2 D: a � d) := � � aDann erf�ullt (D; �;	) die Bedingungen (i){(iv), so da� das mit 	 gebildetete (D; �; [[ ]]) einUmgebungsmodell des �{Kalk�uls ist.



2.4. INTERPRETATION VON �{TERMEN DURCH UMGEBUNGSMODELLE 19(ii) Erf�ullt (D; �;	) die Bedingungen (i){(iv), so ist (D; �; �) mit � := [[�xy:xy]]D ein stabilesKombinatorenmodell.Beweis: (i): Sei t ein �-Term mit frei(t) � fx1; : : : ; xng. Wir zeigen durch Induktion �uber t,da� f�ur jede Belegung � die Abbildung�(d1; : : : ; dn) 2 Dn [[t]]�[d1=x1; : : : ; dn=xn]repr�asentierbar ist. Der Beweis zeigt, da� dann auch �d 2 D[[t]]D� [d=xi] repr�asentierbar ist, alsodie kritische Bedingung (iii) aus De�nition 2.4.3 gilt.t � xi: F�ur den �-freien Term xi gibt es wegen der kombinatorischen Vollst�andigkeit ein Elementcn;i 2 D, so da� cn;id1 � � �dn = di = [[xi]]D� [d1=x1; : : : ; dn=xn] f�ur alle (d1; : : : ; dn) 2 Dn.t � (t1 � t2): Nach Induktion gibt es (von n abh�angende) c1; c2 2 D mitcid1 � � �dn = [[ti]]D� [d1=x1; : : : ; dn=xn] f�ur alle (d1; : : : ; dn) 2 Dn:Nach der kombinatorischen Vollst�andigkeit gibt es ein c 2 D, so da�cd1 � � �dn = (c1d1 � � �dn)(c2d1 � � �dn) = [[t1]]D� [d1=x1; : : : ; dn=xn] � [[t2]]D� [d1=x1; : : : ; dn=xn]:Also ist c ein Repr�asentant von �(d1; : : : ; dn) 2 Dn [[(t1 � t2)]]D� [d1=x1; : : : ; dn=xn].t � �xn+1 s: Nach Induktion gibt es ein c 2 D mitcd1 � � �dndn+1 = [[s]]D� [d1=x1; : : : ; dn+1=xn+1]:Hieran sieht man, da� cd1 � � �dn ein Repr�asentant vonf := �dn+1 2 D [[s]]D� [d1=x1; : : : ; dn=xn][dn+1=xn+1]ist, also f 2 (D! D) liegt. Daher ist (iv) erf�ullt und dann durch (iii)[[�xn+1s]]D� [d1=x1; : : : ; dn=xn] = 	(f) = e � (cd1 � � �dn)Da (D; �) kombinatorisch vollst�andig ist, gibt es ein Element ~c mit~cd1 � � �dn = e(cd1 � � �dn) = [[�xn+1s]]D� [d1=x1; : : : ; dn=xn]f�ur alle d1; : : : ; dn 2 D, und daher ist, wie behauptet, auch�(d1; : : : ; dn) 2 Dn[[�xn+1s]]D� [d1=x1; : : : ; dn=xn]eine repr�asentierbare Funktion.(ii) Da ein Umgebungsmodell die beweisbaren Gleichungen erf�ullt, erh�alt man f�ur a 2 D� � a = [[�xy:xy]]D� [a=x] � [[x]]D� [a=x] = [[(�xy:xy) � x]]D� [a=x]= [[�y:xy]]D� [a=x] = 	(�d 2 D [[xy]]D� [d=x]) = 	(�d 2 D a � d):Also repr�asentiert � � a dieselbe einstellige Funktion wie a, d.h. �a � a. Ist a � b, so ist �a = �b,da ja (�d 2 D a �d) = (�d 2 D b �d). Die Bedingung �� = � folgt aus der De�nition von � wiederdamit, da� in (D; �; [[ ]]) die beweisbaren Gleichungen gelten. 2



20 KAPITEL 2. DER TYPFREIE �{KALK�UL2.5 Ein Modell des typfreien �-Kalk�ulsUm ein Modell des �-Kalk�uls zu konstruieren, mu� man eine geeignete Teilmenge von Funktio-nen f�ur die durch Elemente repr�asentierbaren Funktionen �nden. Dies ist D.Scott[4] als erstemgelungen, indem er die bez�uglich einer speziellen Topologie stetigen Funktionen genommen hat.(Die Stetigkeit ist eine Verallgemeinerung der einseitigen Limesstetigkeit von Funktionen auf IR:ist lim an = a mit an � a, so ist f(a) = lim f(an) mit f(an) � f(a).)Wir geben nur die einfachste bekannte Konstruktion eines Modells an. Die Elemente sind hierMengen a, die durch endliche Teilmengen an � a approximiert werden:De�nition 2.5.1 (Engeler 1980, Plotkin 1972) Sei A eine nicht-leere Menge und (� ! m) einaus � und m gebildetes geordnetes Paar, das nicht in A liegt, etwa := ((�;m); A). Sei G(A) diekleinste Menge mit(i) A � G(A),(ii) Ist � � G(A) endlich und m 2 G(A), so ist (�! m) 2 G(A).Sei DA = 2G(A) die Menge aller Teilmengen von G(A). F�ur a; b 2 DA setzea � b := fm 2 G(A) j F�ur ein endliches � � b ist (� ! m) 2 a ge := f (�! (� ! m)) j �; � � G(A) endlich; m 2 � � � gBeachte, da� a � b =[f� � � j � � a endlich; � � b endlich g:Satz 2.5.2 Das Graphenmodell (DA; �; e) �uber A ist ein Kombinatorenmodell.Beweis: De�niere die Elementek := f (�! (� ! m)) j �; � � G(A) endlich; m 2 � g;s := f (�! (� ! (
 ! m))) j �; �; 
 � G(A) endlich; m 2 � � 
 � (� � 
) gEs ist k 6= s wegen (fag ! (fag ! a)) 2 k � s f�ur a 2 A. Man rechnet nach, da� (DA; �) j=8x; y; z (kxy = x ^ sxyz = xz(yz)). Nach 2.4.8 ist (DA; �) daher kombinatorisch vollst�andig.Au�erdem ist f�ur alle a; b 2 DA und jedes m 2 G(A)m 2 a � b () 9�endlich � a 9�endlich � b m 2 � � �() 9�endlich � a 9�endlich � b (�! (� ! m)) 2 e() 9�endlich � b (� ! m) 2 e � a() m 2 e � a � b:



2.6. INTERPRETATIONEN VON TYPEN IN �{MODELLEN 21Daher ist ea � a. Ebenso rechnet man nach, da�ea = f (� ! m) j � � G(A) endlich; m 2 a � � g = ebf�ur a � b. Also ist (DA; �; e) ein Kombinatorenmodell. 2(DA; �; e) hei�t Graphenmodell, da jedes a 2 DA mit seinen Elementen (� ! m) 2 a � Aden Graphen der durch a repr�asentierten Funktion �b 2 DA a � b bzw. seiner Einschr�ankung��endlich � G(A) a � � kodiert.Nach Satz 2.4.10 erhalten wir aus (D; �; ee) Modelle des typfreien �-Kalk�uls. (Ist ee = e?)2.6 Interpretationen von Typen in �{ModellenEin Modell D = (D; �; �) des typfreien �{Kalk�uls unterscheidet nicht zwischen Elementen ver-schiedenen Typs, z.B. Daten und Funktionen. Wir k�onnen aber die Elemente von D als Repr�a-sentanten von Funktionen verschiedenen Typs au�assen und entsprechend eine Klassi�zierungin Typen einf�uhren:De�nition 2.6.1 Sei D = (D; �; �) ein �{Modell, und A;B � D. Dann sei(A!simple B) := fd 2 D j d �A � Bg; (A!F B) := � � (A!simple B):Von jeder vern�unftigen Interpretation (A! B) des Funktionenraumes erwarten wir(A!F B) � (A! B) � (A!simple B):Die "F{Semantik\ akzeptiert nur die Funktionselemente F = f� � d j d 2 Dg als Funktion;beachte (A!F B) = F \ (A!simple B); und � � d = [[�x:yx]]D[d=y];unabh�angig von d.Literatur[1] Henk Barendregt. The Lambda Calculus. Its Syntax and Semantics. North Holland, revisededition, 1984.[2] Roger Hindley and Jonathan P. Seldin. Introduction to Combinators and �-Calculus. LondonMathematical Sciences Student Texts 1. Cambridge University Press, Cambridge, 1986.[3] Albert Meyer. What is a model of the �-calculus? Information and Control, 52:87{122, 1982.[4] Dana S. Scott. Data types as lattices. SIAM Journal of Computing, 5:522{587, 1976.
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Kapitel 3Reduktion und TypisierbarkeitIn einem Modell (D; �; �) des ungetypten �-Kalk�uls repr�asentiert ein Element d 2 D stets einetotale Funktion, da die Applikation � als total vorausgesetzt wird. Normalerweise interessiert mansich aber f�ur Funktionen f : A! B mit bestimmtem Argumentbereich A und Wertebereich B.Der �-Kalk�ul als eine allgemeine Theorie des Funktionsbegri�s sollte diesen Fall umfassen. Dazum�ochte man A und B als Teilmengen eines Modells (D; �; �) au�assen und dann die Elemented 2 D, die Funktionen von A nach B repr�asentieren,(A! B) := f d 2 D j 8a 2 A d � a 2 B g;aussondern (vgl. Abschnitt 2.6. Wie sich die repr�asentiere Funktion auf Elementen au�erhalbvon A verh�alt, interessiert nicht weiter.) Geht man von gewissen Grundmengen A � D, soerh�alt man mit den Bereichen (A ! B) eine Klassi�zierung der Elemente von D nach ihremfunktionalen Verhalten: eine Einteilung in semantische Typen.Nun liegt es nahe, Eigenschaften des funktionalen Verhaltens an den Termen ablesen zu wol-len, die die Elemente bezeichnen. Dazu f�uhrt man Typausdr�ucke oder syntaktische Typen ein.Solange man mit den Typen nicht wie mit Elementen rechnen m�ochte, ist die Bedeutung einesTypausdrucks ein semantischer Typ.1Es gibt nun zwei unterschiedliche Wege, syntaktische Typen zu verwenden:(i) Man versieht die Individuenterme, insbesondere die Individuenvariablen, explizit mit Typ-ausdr�ucken (A. Church, `getypter �-Kalk�ul').(ii) Man benutzt ungetypte �-Terme wie bisher und beweist {aus Typannahmen f�ur die freienVariablen{, da� ein Term einen Typ hat. (H.B. Curry)Wir werden nur die zweite Au�assung weiter verfolgen. Dabei stellen sich verschiedene Probleme:(i) Das Erkennungsproblem: Ist zu gegebenem Term t, gegebenen Typannahmen � f�ur seinefreien Variablen und gegebenem Typausdruck � feststellbar, ob t unter � den Typ � hat?1Wenn man mit Typausdr�ucken rechnet, interpretiert man sie durch Elemente, die semantische Typen, alsoMengen von Elementen, nur repr�asentieren. 23



24 KAPITEL 3. REDUKTION UND TYPISIERBARKEIT(ii) Das Typsyntheseproblem: Kann man zu einem gegebenen Term t und einer gegebenenMenge � von Typannahmen f�ur seine freien Variablen einen Typausdruck � angeben, soda� t unter � den Typ � hat ?(iii) Das Typisierbarkeitsproblem: Ist ein gegebener Term t typisierbar, d.h. gibt es Typannah-men � f�ur seine freien Variablen und einen Typ � , so da� t unter � den Typ � hat?(iv) Das Leerheitsproblem: Ist zu gegebenem Typausdruck � feststellbar, ob es einen (geschlos-senen) Term t gibt, der den Typ � hat?Diese Probleme stellen sich f�ur verschiedene Typbegri�e, d.h. verschiedene Anforderungen daran,wie die Typausdr�ucke der Teilterme eines Terms unter einander und mit der Form des Termszusammenh�angen.Das Typisierbarkeitsproblem ist die Frage, ob ein Term des typfreien Kalk�uls aus einem Termdes getypten �-Kalk�uls durch Weglassen der Typinformation entsteht. Die Typsynthese wirdin der Literatur auch oft Typinferenz oder Typrekonstruktion genannt; wir werden die Versionbehandeln, bei der man die Annahmen � spezialisieren darf. Das Leerheitsproblem werden wirim Folgenden nicht betrachten.N�utzliche Typbegri�e schlie�en aus dem Bereich der ungetypten �{Terme unerw�unschte Terme{ etwa 
{ als untypisierbar aus. In diesem Kapitel charakterisieren wir zwei wichtige Mengenvon �-Termen durch Typisierbarkeit: sowohl die Menge der Terme, von denen nur endlicheReduktionsfolgen ausgehen, als auch die Menge der Terme, von denen mindestens eine endlichemaximale Reduktionsfolge ausgeht, ist genau die Menge aller typisierbaren Terme f�ur einengeeigneten Typbegri�.3.1 Typisierungen mit Funktions{ und DurchschnittstypenWir betrachten hier zwei Typbegri�e, die sich in den erlaubten Typausdr�ucken und den Mittelnunterscheiden, mit denen man Typaussagen beweisen kann.Ist t ein �{Term und � ein Typausdruck, so ist t : � eine Typaussage. Ein Typkontext � ist eineendliche Liste x1 : �1; : : : ; xn : �n von Typaussagen, in denen die beteiligten Terme paarweiseverschiedene Variablen sind. Eine Typisierung � . t : � (oder eine bedingte Typaussage) ist eineTypaussage t : � mit einem Typkontext �, der f�ur jede freie Variable von t eine Annahme enth�alt.De�nition 3.1.1 (H.B. Curry[2]) Die C-Typisierung hat die durch(Typkonstante) � := �1 j �2 j : : :(Typausdr�ucke) � := � j (�1 ! �2)de�nierten Typausdr�ucke (oft kurz: Typen) und den Typisierungskalk�ul mit folgenden Axiomen



3.1. TYPISIERUNGEN MIT FUNKTIONS{ UND DURCHSCHNITTSTYPEN 25und Regeln, wobei t; s �{Terme, x; y Variable, �; � Typausdr�ucke sind und � ein Typkontext ist:(V 1) �; x : � . x : � ; falls x nicht in � vorkommt(V 2) � . x : ��; y : � . x : � ; falls y nicht in � vorkommt(! I) �; x : � . t : �� . �x:t : � ! � ; falls x nicht in � vorkommt(! E) � . t : � ! � ; � . s : �� . (t � s) : �Die Typen der C-Typisierung hei�en auch einfache Typen. (In Kaptitel 4 werden wir dabei auchTypvariable zulassen.) Man erweitert sie zu sogenannten Durchschnittstypen wie folgt.De�nition 3.1.2 (M. Coppo und M. Dezani-Ciancalini[1]) Die D-Typisierung hat die durch(Typkonstante) � := �1 j �2 j : : :(Typausdr�ucke) � := � j (�1 ! �2) j (�1 ^ �2)de�nierten Typausdr�ucke und den Typisierungskalk�ul mit folgenden Axiomen und Regeln:(V 1) �; x : � . x : � ; falls x nicht in � vorkommt(V 2) � . x : ��; y : � . x : � ; falls y nicht in � vorkommt(! I) �; x : � . t : �� . �x:t : � ! � ; falls x nicht in � vorkommt(! E) � . t : � ! � � . s : �� . (t � s) : �(^ I) � . t : � � . t : �� . t : (� ^ �)(^El) � . t : (� ^ �)� . t : � (^Er) � . t : (� ^ �)� . t : �Eine Folge von Anwendungen der Regeln (V 1) und (V 2) fassen wir oft zusammen in der Form:(Var) �; x : �;� . x : � ; falls keine Typannahme f�ur x in �;� vorkommt



26 KAPITEL 3. REDUKTION UND TYPISIERBARKEITKonvention: Wir betrachten nur Terme, deren gebundene Variablen paarweise verschieden sindund nicht unter ihren freien Variablen vorkommen. (Bei der syntaktischen Analyse eines Pro-gramms wird dies durch Einf�uhren neuer Namen sichergestellt.) Wo mehrere voneinander un-abh�angige Terme auftreten, nehmen wir an, da� sie disjunkte Teilterme eines zu typisierenden`globalen' Terms, sind.Konvention: In Typisierungen � . t : � enthalte � keine Annahmen f�ur gebundene Variablenvon t. Dann ist die Nebenbedingung in (! I) �uber
�ussig.Falls Konstante in den �{Termen vorkommen, sollen diese wie Variablen durch Annahmen imKontext � getypt sein.Im Folgenden steht K f�ur einen der Kalk�ule C oder D mit den zugeh�origen Typausdr�ucken. Istdie Typisierung � . t : � im Kalk�ul K herleitbar, schreiben wir � `K t : � .Proposition 3.1.3 Folgende Strukturregeln sind herleitbar, d.h. f�uhren von K-beweisbarenObersequenzen zu K{beweisbaren Untersequenzen:(W 1) �; x : �;� . s : ��;� . s : � ; falls x nicht frei in s vorkommt(W 2) �;� . s : ��; x : �;� . s : � ; falls x nicht in �;�; s vorkommt(W 3) �; x : �; y : �;� . t : ��; y : �; x : �;� . t : � :Beweis: Wir �uberlassen den Nachweis der anderen Behauptungen dem Leser als �Ubung undzeigen nur (W 2) durch Induktion �uber die Herleitung von �;� . s : �. Alle F�alle sind o�en-sichtlich, bis auf den, wo die Herleitung in(! I) �;�; y : � .... t : ��;� . �yt : � ! �endet. Nach Voraussetzung kommt x nicht in �;� und �yt vor, und nach Konvention kommt ynicht in �;� vor. Dann kommt x auch nicht frei in t vor, so da� nach Induktionsannahme schon�; x : �;�; y : � `K t : �gilt. Die Behauptung folgt wieder mit einer Anwendung von (! I). 2Lemma 3.1.4 Keine in t gebundene Variable komme frei in s vor. Sind �; x : � . t : � und� . s : � K-beweisbar, so auch � . [s=x]t : � .



3.1. TYPISIERUNGEN MIT FUNKTIONS{ UND DURCHSCHNITTSTYPEN 27Beweis: durch Induktion �uber die Herleitung von �; x : � . t : � . Unterscheide nach der zuletztangewendeten Regel.Fall 1: Die Herleitung endet mit einer Anwendung von (Var). Wegen t : � � x : � ist [s=x]t : � �s : �, also nichts zu zeigen.Fall 2: Die Herleitung endet in (! I) �; x : �; y : �1 .... r : �2�; x : � . �yr : �1 ! �2 :Falls x nicht frei in t � �yr vorkommt, so ist [s=x]t � t, und nach 3.1.3 dann � `K [s=x]t : � .Angenommen, x komme frei in t � �yr vor. Dann ist x frei in r und x 6� y. Da keine in tgebundene Variable frei in s vorkommt, gilt [s=x]�yr � �y[s=x]r. Nach Proposition 3.1.3 ist�; y : �1; x : � `K r : �2. Gem�a� der Induktionsannahme gilt also �; y : �1 `K [s=x]r : �2, worausmit (! I) folgt, da� � `K �y[s=x]r � [s=x]�yr : (�1 ! �2).Fall 3: Die Herleitung endet mit einer Anwendung von (^ I), (^ Ej), oder (! E). Die Behaup-tung folgt leicht aus der Induktionsannahme. 2Bei C- und D-Typisierung ist jeder Teilterm eines typisierbaren Terms ebenfalls typisierbar:Proposition 3.1.5 Ist � `K t : � und s ein Teilterm von t, so gibt es Annahmen � und einenTyp � mit �;� `K s : �.Das sieht man leicht durch Induktion �uber t. F�ur verschiedene Vorkommen von s in t brauchtman im allgemeinen verschiedene Erweiterungen �, in denen die Typannahmen f�ur auf demPfad von der Wurzel von t zum Vorkommen von s gebundene Variablen gesammelt werden.De�nition 3.1.6 F�ur �-Terme s und t und einen Typisierungskalk�ul K sei s �K t genau dann,wenn f�ur alle Typen � und Kontexte � gilt:� `K s : � impliziert � `K t : �:Aus der Form der Regeln ergibt sich f�ur K 2 fC;Dg leicht folgende Monotonie der Typisierbar-keit:Proposition 3.1.7 Ist s �K t, so auch auch (fs) �K (ft), (se) �K (te) und �x:s �K �x:t.Nicht ganz so o�ensichtlich istLemma 3.1.8 (�x:t)s �K [s=x]t:



28 KAPITEL 3. REDUKTION UND TYPISIERBARKEITBeweis: Durch Induktion �uber die Herleitung von � . (�x:t)s : � .Fall 1: Die letzte Regelanwendung war (! I) oder (Var). Wegen der Form des betrachtetenTerms ist das unm�oglich.Fall 2: Die letzte Regelanwendung ist (! E): Dann haben wir einen Beweis der Form�; x : � .... t : �� . �xt : � ! � � .... s : �� . �xt � s : � :Nach Umbenennung gebundener Variablen kommt keine in t gebundene Variable frei in s vor.Nach Lemma 3.1.4 ist � . [s=x]t : � beweisbar.Fall 3: Die letzte Regelanwendung war (^Er), (^El)oder (^ I): Die Behauptung ist klar nachInduktion. 2Es folgt, da� Typisierungen unter Reduktionen erhalten bleiben:Korollar 3.1.9 ��(�) ` s! t ) s �K t:Die Umkehrung von Lemma 3.1.8 gilt nicht f�ur den C-Kalk�ul: es kann sein, da� die Kontraktioneines Redexes C-Typisierungen erlaubt, die der Redex selbst nicht erlaubt. Mit anderen Worten,es kann C-untypisierbare Programme geben, deren Anwendung aber C-typisierbare Werte liefert.Beispiel 3.1.10 F�ur I = �x:x ist �� ` (�x:xx)I ! I . Eine Herleitung f�ur C-Typisierungenvon (�x:xx)I m�usste so aussehen:... a)�; x : � . x : �! � ... b)�; x : � . x : ��; x : � . xx : �� . �x:xx : � ! � ... c)� . I : �� . (�x:xx) � I : �Dabei m�ussten a) und b) Anwendungen von (Var) sein, also � � �! � und � � �, was unm�oglichist. Anererseits ist � `C I : �! � f�ur jedes �.F�ur den D-Kalk�ul gilt aber auch die folgende Umkehrung von Lemma 3.1.8. Auf die Einschr�an-kung, da� x in t frei vorkommt, kann dabei nicht verzichtet werden, da es sonst eine Typisiserung� `D [s=x]t : � geben k�onnte, auch wenn s (bez�uglich �) nicht typisiserbar w�are.Lemma 3.1.11 Falls x in t frei vorkommt, so gilt [s=x]t �D �xt � s.



3.2. ABSCHW�ACHUNGEN VON D-TYPISIERUNGEN 29Beweis: Sei � . [s=x]t : � D{beweisbar, und seien�;�1 .... s : �1; � � � ; �;�n .... s : �n (3.1)nach 3.1.5 die maximalen Teilbeweise der Typisierungen von s in einem Beweis f�ur � . [s=x]t : �.Da x in t vorkommt, ist n � 1 und f�ur jede freie Variable von s hat � eine Typannahme. Nach3.1.3 ist daher jedes � . s : �i beweisbar. F�ur � = �1^ : : :^�n haben wir dann folgenden Beweis:� .... s : �1; � � � ; � .... s : �n� . s : � (^Er); (^El) �; x : � .... t : �� . �xt : � ! �� . �xt � s : � ;der rechte Teilbeweis hierbei entsteht aus dem Beweis von � . [s=x]t : �, indem man die Teilbe-weise aus (3.1) durch die entsprechenden Beweise(^ E)0s �; x : �;�i . x : ��; x : �;�i . x : �iersetzt. 23.2 Abschw�achungen von D-TypisierungenNach den Regeln (^El) und (^Er) ist jeder Term vom Typ (�^�) auch vom Typ � und vom Typ� , d.h. (� ^ �) ist st�arker als � und � . Neben der Abschw�achung durch Hinzunahme weitererTypannahmen kann man daher Typisierungen im D-Kalk�ul auch dadurch abschw�achen, da�man zu st�arkeren Typen in den Annahmen oder einem schw�acheren Typ in der hergeleitetenTypaussage �ubergeht.Wir wollen zeigen, da� bedingte Typaussagen unter diesen Abschw�achungen g�ultig bleiben. Dazubetrachten wir eine partielle Ordnung � �D � zwischen Typausdr�ucken, die auf Eigenschaftender Durchschnittbildung beruht:De�nition 3.2.1 Sei =̂ die kleinste �Aquivalenzrelation auf Typausdr�ucken, die die Idempotenz,Kommutativit�at und Assoziativit�at von ^ umfa�t, d.h. es ist �1=̂�2, falls dies mit folgendenAxiomen und Regeln herleitbar ist:(^ Idem) � =̂ (� ^ �) (^ Kom) (� ^ �) =̂ (� ^ �)(^ Assoc) � ^ (� ^ �) =̂ (� ^ �) ^ � (=̂ Re
) � =̂ �(=̂ Sym) � =̂ �� =̂ � (=̂ Trans) � =̂ �; � =̂ �� =̂ �Wir schreiben � �D � , falls (� ^ �) =̂� beweisbar ist.



30 KAPITEL 3. REDUKTION UND TYPISIERBARKEITProposition 3.2.2 Ist � =̂ � , so ist � `D s : � genau dann der Fall, wenn � `D s : � .Beweis: Durch Induktion �uber die Herleitung von � =̂ � .Fall 1: Die Herleitung besteht aus der Anwendung eines Axioms. Aus (^ E) und (^ I) folgto�enbar: � `D s : � () � `D s : � ^ �� `D s : � ^ � () � `D s : � ^ �� `D s : % ^ (� ^ �) () � `D s : (% ^ �) ^ � :Fall 2: Der letzte Herleitungsschritt ist eine Regelanwendung. F�ur (=̂ Sym) und (=̂ Trans) istdie Behauptung o�ensichtlich. 2Beachte, da� =̂ keine Kongruenzrelation auf Typausdr�ucken ist: aus �1=̂�2 und �1=̂�2 folgtnicht, da� (�1 ! �1)=̂(�2 ! �2) ist, oder da� x : �1 ! �1 `D x : �2 ! �2.De�nition 3.2.3 F�ur Typkontexte � = x1 : �1; : : : ; xn : �n und � = x1 : �1; : : : ; xn : �n mitderselben Variablenfolge sei� ^� := x1 : (�1 ^ �1); : : : ; xn : (�n ^ �n);� �D � :, f�ur jedes i = 1; : : : ; n ist �i �D �i;Durch �D wird eine partielle Ordnung auf Typausdr�ucken de�niert, und o�enbar ist �^� �D �.Nun sieht man leicht, da� D-Typisierungen unter Verst�arkung von Annahmetypen oder Ab-schw�achung des Ergebnistyps erhalten bleiben:Lemma 3.2.4 � `D s : �; � �D �; � �D � ) � `D s : � .Beweis: Aus � �D � folgt mit Proposition 3.2.2 und einer Anwendung von (^ E), da�� `D s : � ) � `D � ^ � ) � `D s : � :Es gen�ugt also, durch Induktion �uber die Herleitung von � . s : � zu zeigen:� `D s : �; � �D � ) � `D s : �:Sei dazu � � x1 : �1; : : : ; xn : �n und � � x1 : �1; : : : ; xn : �n.Fall 1: Die Herleitung von � . s : � endet in einer Anwendung von (Var). Dann ist � . x : � �� . xi : �i f�ur ein i 2 f1; : : : ; ng. Aus � `D xi : �i und �i �D �i folgt � `D xi : (�i ^ �i) nachProposition 3.2.2, also mit einer Anwendung von (^ E) auch � `D xi : �i.



3.3. STARK NORMALISIERBARE TERME 31Fall 2: Die Herleitung von � . s : � endet mit einer Anwendung von (! I). Es gibt zu s : � ��xt : �! � eine Herleitung der Form �; x : � .... t : �� . �xt : �! � :Da �; x : � �D �; x : � ist, ist nach Induktionsannahme �; x : � . t : � schon D{beweisbar,also mit einer Anwendung von (! I) auch � . �xt : �! � .Fall 3: Die Herleitung endet mit einer Anwendung von (! E), (^ I), oder (^ E): F�ur diese F�allezeigt man die Behauptung ebenso direkt aus der Induktionsannahme. 2Damit kommen wir zur Charakterisierung von Termmengen durch Typsisierbarkeit.3.3 Stark normalisierbare Terme sind D{typisierbarDe�nition 3.3.1 Ein Term in �{Normalform hei�t normal . Ein Term t hei�t normalisierbar ,wenn es eine Reduktion von t zu einem normalen Term gibt. Er hei�t stark normalisierbar , wennjede mit t beginnende Reduktionsfolge (bis auf �{Reduktionen) endlich ist.Lemma 3.3.2 Zu jedem normalen Term e mit frei(e) � fx1; : : : ; xng gibt es eine D{Typsierung� `D e : �, bei der � aus Annahmen f�ur die Folge x1; : : : ; xn besteht. Falls e 6� �xt ist, k�onnenwir dabei � vorgeben.Beweis: Durch Induktion �uber den Aufbau von e.Fall e � xi: Nach (Var) ist � `D xi : �.Fall e � �xn+1:t: Nach Induktionsvoraussetzung gibt es einen Beweis f�ur �; xn+1 : � . t : � mitgeeigneten �, �, und � . Mit (! I) setzt man ihn zu einem Beweis f�ur � . �xn+1:t : � ! � fort.Fall e � (f � s): Da e normal ist, ist f 6� �xt. Daher gibt es nach Induktion eine Typisierung� `D s : �, und zu vorgegebenem Typ � ! � eine Typisierung � `D f : � ! � . Nach 3.2.4erhalten wir daraus durch Abschw�achungen einen Beweis(! E) � ^� .... f : � ! � � ^� .... s : �;� ^� . (f � s) : � :Beachte, da� � und � nur aus Annahmen f�ur die Folge x1; : : : ; xn bestehen. 2Satz 3.3.3 Ist e stark normalisierbar, so ist e D{typisierbar.



32 KAPITEL 3. REDUKTION UND TYPISIERBARKEITBeweis: Durch Induktion �uber die maximale L�ange je j von Reduktionsfolgen, die in e beginnen.Beachte, da� je j nach Zorns Lemma existiert, da jeder Term in einem Reduktionsschritt nur zuendlich vielen Termen f�uhrt (modulo �{Konversion).Fall je j = 0: Dann ist e normal, also D{typisierbar nach Lemma 3.3.2.Fall je j > 0: Sei (�xt � s) ein Redex von e, und e0 entstehe aus e durch dessen Kontraktion.Wegen je0 j < je j gibt es � und � mit � `D e0 : %. Sei nach 3.1.5�;�0 .... [s=x]t : � (3.2)eine Teilherleitung davon, wobei �0 die zum Vorkommen von [s=x]t in e0 geh�orende Kontexter-weiterung ist.(a) x kommt in t vor. Nach Lemma 3.1.11 ist dann auch �;�0 `D (�xt � s) : � . Setze die Her-leitung davon in den Beweis von � . e0 : � f�ur die Teilherleitung (3.2) ein. Das ergibt einenD{Beweis f�ur � . e : %.(b) x kommt nicht in t vor. Wegen js j < je j gibt es � und � mit � `D s : �. Wir k�onnen mit3.3.2 annehmen, da� � und � Annahmen f�ur dieselbe Folge von Variablen enthalten. DurchAbschw�achung nach 3.2.4 erh�alt man D-Beweise f�ur � ^� . s : � und � ^� . e0 : %, und darineine Teilherleitung � ^�;�0 .... [s=x]t : � � � ^�;�0 .... t : �: (3.3)Weitere Abschw�achungen nach 3.1.3 liefern einen Beweis� ^�;�0; x : � .... t : �� ^�;�0 . �xt : � ! � � ^�;�0 .... s : �� ^�;�0 . �xt � s : � :Setzt man diesen f�ur die Teilherleitung (3.3) in den Beweis von � ^� . e0 : % ein, so hat maneinen Beweis von � ^� . e : %. 2Beispiel 3.3.4 Die Selbstanwendung, �x(xx), ist stark normalisierbar, da sie keinen �-Redexenth�alt. Eine D{Typisierung daf�ur ist(� ! �) ^ x : � . x : (� ! �) ^ x : �x : (� ! �) ^ x : � . x : � ! � (� ! �) ^ x : � . x : (� ! �) ^ x : �x : (� ! �) ^ � . x : �x : (� ! �) ^ � . xx : �. �x(xx) : ((� ! �) ^ �)! �Wie in 3.3.4 gezeigt wurde, ist �x(xx) nicht C-typisierbar.



3.4. D{TYPISIERBARE TERME 333.4 D{typisierbare Terme sind stark normalisierbarWir interpretieren jetzt D-Typausdr�ucke durch geeignete Mengen von �{Termen. F�ur MengenA;B von �{Termen, sei (A! B) := ft j f�ur alle a 2 A ist ta 2 Bg:Beachte, da� (A ! B) monoton in A und anti-monoton in B ist, d.h. f�ur A0 � A und B � B0ist (A! B) � (A0 ! B0).De�nition 3.4.1 Seien � und A Mengen von �{Termen. A hei�t �{saturiert , falls f�ur alle�{Terme �xt; t1; : : : ; tn und alle s 2 � gilt:([s=x]t)t1 � � � tn 2 A ) (�xt � s)t1 � � � tn 2 A:Eine D{Interpretation relativ zu � ist eine Abbildung I , die jedem Basistyp � eine �{saturierteMenge I(�) von Termen zuordnet.Nach dem folgenden Lemma 3.4.2 kann jede D-Interpretation I durchI(� ^ �) := I(�) \ I(�) und I(�! �) := (I(�)! I(�))so auf auf alle Typausdr�ucke ausgedehnt werden, da� I(�) f�ur jedes � eine �-saturierte Mengeist. Diese Mengen k�onnen daher zur Interpretation von Typausdr�ucken verwendet werden.Lemma 3.4.2 (i) Sind A und B �{saturiert, so auch A \ B.(ii) Ist B �{saturiert, so auch (A! B).Beweis: Behauptung i) ist klar. F�ur ii) seien s 2 � und ([s=x]t)t1 � � � tn 2 (A! B). Sei a 2 A,also ([s=x]t)t1 � � � tna 2 B nach De�nition von (A! B). Da B �{saturiert ist, ist auch(�xt � s)t1 � � � tna 2 B;da a 2 A beliebig war, ist (�xt � s)t1 � � � tn 2 (A! B), d.h. (A! B) ist �{saturiert. 2Satz 3.4.3 (Korrektheitssatz)Sei I eine D{Interpretation relativ zu �, so da� I(�) � � f�ur alle � . Dann gilt:x1 : �1; : : : ; xn : �n `D t : � )[tn=xn] : : : [t1=x1]t 2 I(�) f�ur alle t1 2 I(�1); : : : ; tn 2 I(�n) mit xi+1; : : : ; xn nicht frei in ti:



34 KAPITEL 3. REDUKTION UND TYPISIERBARKEITBeweis: Durch Induktion �uber die Herleitung von x1 : �1; : : : ; xn : �n . t : � . Seien t1 2 I(�1);: : : ; tn 2 I(�n), so da� kein tj eine Variable aus fxj+1; : : : ; xng frei enth�alt. Wir unterscheidennach der zuletzt angewendeten Regel:Fall 1: Die Herleitung endet mit einer Anwendung von (Var). Dann ist die Herleitung von derForm x1 : �1; : : : ; xn : �n . xi : �i. Wegen xi : �i � t : � ist dann[tn=xn] : : : [t1=x1]t � [tn=xn] : : : [ti+1=xi+1][ti=xi]xi � ti 2 I(�i) = I(�):Fall 2: Die Herleitung endet in einer Anwendung von (! I) mit t : � � �xe : (� ! %). NachInduktion ist f�ur �; x : � `D e : % und s 2 I(�) schon[s=x]([tn=xn] : : : [t1=x1]e) 2 I(%):Da s 2 I(�) � �, und I(%) �{saturiert ist, ist �x([tn=xn] : : : [t1=x1]e) � s 2 I(%). Da x nicht freiin den ti vorkommt, folgt[tn=xn] : : : [t1=x1]�x:e 2 (I(�)! I(%)) = I(� ! %) = I(�):Fall 3: Die Herleitung endet in einer Anwendung von (! E), mit t : � � (f � s) : � . NachInduktion ist f�ur entsprechendes �[tn=xn] : : : [t1=x1]f 2 I(�! �) und [tn=xn] : : : [t1=x1]s 2 I(�);also [tn=xn] : : : [t1=x1](f � s) � ([tn=xn] : : : [t1=x1]f � [tn=xn] : : : [t1=x1]s) 2 I(�):Fall 4: Die Herleitung endet mit einer Anwendung von (^ E) oder (^ I). Diese F�alle sind klar,da I(�1 ^ �2) = I(�1) \ I(�2) � I(�i). 2De�nition 3.4.4 Seien �,�,	 Mengen von �{Termen. Das Paar (	;�) hei�t �{ad�aquat , falls(i) 	 ist �{saturiert, (ii) � � 	, (iii) � � (	! �), und (iv) (�! 	) � 	.Lemma 3.4.5 Sei (	;�) �{ad�aquat, und E(	;�) := fA j � � A � 	; A ist �{saturiertg.A; B 2 E(	;�) ) A \B; (A! B) 2 E(	;�):Beweis: Seien A und B aus E(	;�). Nach Lemma 3.4.2 sind A\B und (A! B) �{saturiert.Mit 3.4.4 (iii), (iv) und den Monotonieeigenschaften von (A! B) folgt� � (	! �) � (A! B) � (�! 	) � 	;so da� (A! B) 2 E(	;�). 2Korollar 3.4.6 Sei (	;�) �{ad�aquat, und I eine D{Interpretation relativ zu �, so da� I(�) 2E(	;�) f�ur jeden Basistyp �. Dann ist I(�) 2 E(	;�) f�ur jeden D{Typ � .



3.4. D{TYPISIERBARE TERME 35Lemma 3.4.7 Sei �(	) := f(xt1 � � � tn) j x 2 Var; n 2 IN ; t1; : : : ; tn 2 	g. und I eine D{Interpretation relativ zu � mit �(	) � I(�) � 	 f�ur jeden Basistyp �. Ist (	;�(	)) �{ad�aquatund 	 � �, so gilt: x1 : �1; : : : ; xn : �n `D t : � ) t 2 I(�) � 	:Beweis: Nach Korollar 3.4.6 gilt Var � �(	) � I(�) � 	 f�ur jeden D{Typ �, insbesonderegilt wegen 	 � � also xi 2 I(�i) � �. Aus dem Korrektheitssatz 3.4.3 folgt daher, da� t �[xn=xn] : : : [x1=x1]t 2 I(�). 2Satz 3.4.8 Ist t D{typsierbar, so ist t auch stark normalisierbar.Beweis: Sei SN die Menge der stark normalisierbaren Terme. Es ist klar, da� �(SN) � SN .F�ur jeden Basistyp � sei I(�) := f t j � `D t : � f�ur ein � g \ SN . Nach Lemma 3.4.7 gen�ugt eszu zeigen, da� �(SN) � I(�) � SN und da� (SN;�(SN)) SN{ad�aquat ist.a) �(SN) � I(�): Zu t1; : : : ; tn 2 SN gibt es nach Satz 3.3.3 Typisierungen �i `D ti : �i. Wirk�onnen annehmen, da� �1 = : : : = �n ist und x : � darin vorkommt. Sei � die Verst�arkung zux : � ^ (�1 ! : : :! (�n ! �) : : :). Dann ist � `D xt1 � � � tn : �, also xt1 � � � tn 2 I(�).b) (SN;�(SN)) ist SN{ad�aquat: Wir zeigen die vier Eigenschaften der De�nition.i) SN ist SN{saturiert: Wir m�ussen f�ur alle s 2 SN und alle �{Terme t; t1; : : : ; tn zeigen:([s=x]t)t1 � � � tn 2 SN ) (�xt � s)t1 � � � tn 2 SN:Sei also ([s=x]t)t1 � � � tn stark normalisierbar, und angenommen, von (�xt � s)t1 � � � tn gehe eineunendliche Reduktionsfolge aus. Solange darin der Redex am Anfang nicht kontrahiert wird, hatman einen Term der Form (�xt0 � s0)t01 � � � t0n mit t !� t0, s !� s0 und ti !� t0i f�ur alle i. Alsokann man ([s=x]t)t1 � � � tn zu ([s0=x]t0)t01 � � � t0n reduzieren. Da ([s=x]t)t1 � � � tn 2 SN ist, kann esnur endlich viele solcher s0; t0; t01; : : : ; t0n geben. Sobald man aber den Redex (�xt0 � s0)t01 � � � t0n zu([s0=x]t0)t01 � � � t0n kontrahiert, hat man einen Term in SN erreicht, und die Reduktionsfolge mu�nach endlich vielen weiteren Schritten abbrechen. Also ist (�xt � s)t1 � � � tn 2 SN .ii) �(SN) � SN : Sei xt1 � � � tn 2 �(SN). Da jede Reduktion auf einen Term xt01 � � � t0n mit ti ! t0if�uhrt und ti 2 SN ist, mu� die Reduktion abbrechen.iii) �(SN) � (SN ! �(SN)): Ist (xt1 � � � tn) 2 �(SN), so sind alle ti 2 SN , also ist mit s 2 SNauch (xt1 � � � tns) 2 �(SN).iv) (�(SN)! SN) � SN : Da Var � �(SN), gen�ugt zu zeigen, da� mit t 2 SN auch (t�x) 2 SNgilt. Das ist aber klar. 2Da alle Typausdr�ucke und Typisierungsregeln der C-Typisierung auch bei der D-Typisierungerlaubt sind, folgt:Korollar 3.4.9 Jeder C-typisierbare Term ist stark normalisierbar.



36 KAPITEL 3. REDUKTION UND TYPISIERBARKEIT3.5 Normalisierbarkeit und E-TypisierbarkeitIm vorigen Abschnitt haben wir die starke Normalisierbarkeit durch die Typisierbarkeit im D{Kalk�ul charakterisiert. Dasselbe kann man f�ur die (schwache) Normalisierbarkeit tun. Wir gebennur die Grundidee dieser Charakterisierung an. (Da Normalisierbarkeit und die Existenz einerterminierenden Reduktionsfolge �aquivalent sind, ist Typisierbarkeit von Termen in beiden F�allenunentscheidbar.)De�nition 3.5.1 Der Typisierungskalk�ul E erlaubt neben den Axiomen und Regeln des D-Kalk�uls noch das Axiom (! I) � . t : !;wobei ! ein ausgezeichneter Basistyp ist (ohne weitere Typsisierungsregeln).Zuerst �uberlegt man sich, da� Lemma 3.1.11 auch f�ur den E{Kalk�ul gilt, in einer leicht verall-gemeinerten Version:Lemma 3.5.2 [s=x]t �E �xt � s.Beweis: Der Beweis von Lemma 3.1.11 wird wie folgt modi�ziert. Sei � `E [s=x]t : � , und seien�;�1 .... s : �1; � � � ; �;�n .... s : �ndie maximalen Teilbeweise der Typisierungen von s in einem Beweis f�ur � . [s=x]t : �. Falls x int vorkommt (n > 0), w�ahlen wir wie in 3.1.11 � := �1 ^ : : :^ �n; andernfalls w�ahlen wir � := !.In beiden F�allen erhalten wir einen E-Beweis der Form� .... s : � �; x : � .... t : �� . �xt : � ! �� . �xt � s : � ;der rechte Teilbeweis hierbei entsteht aus dem Beweis von � . [s=x]t : � , indem man die (n � 0)Teilbeweise �;�i .... s : �idurch die entsprechenden Beweise �; x : �;�i . x : ��; x : �;�i . x : �iersetzt. 2



LITERATUR 37Korollar 3.5.3 (i) �� ` s! t ) t �E s,(ii) �� ` s! �x:t ) s hat eine E-Typisierung mit einem Typ 6= !.Korollar 3.5.4 Wenn t normalisierbar ist, gibt es eine E-beweisbare Typisierung � . t : � , inder � ein D-Typ ist (also ! nicht enth�alt).F�ur die Umkehrung verwendet man eine Variante der Methode aus Abschnitt 3.4.Satz 3.5.5 Ein Term t ist normalisierbar genau dann, wenn es eine E-beweisbare Typisierung� . t : � gibt, bei der alle in �; t : � auftretenden Typausdr�ucke D{Typen sind.Beweis: (Skizze) Sei N die Menge der normalisierbaren Terme. Man zeige zuerst, da� das Paar(N;�(N)) �{ad�aquat ist, wenn man f�ur � die Menge aller �-Terme nimmt.Sei I eine E{Interpretation, so da� I(�) = N f�ur jeden atomaren Typ �. F�ur jeden D{Typ �erh�alt man �(N) � I(�) � Nnach dem Analogon zu Korollar 3.4.6. Hat man eine Typisierung � . t : � wie angegeben, soerh�alt man nach dem Beweis des Korrektheitssatzes f�ur D{Interpretationen, da� t 2 I(�) � Nist. 2Die einheitliche Beweismethode zur Charakterisierung von starker und schwacher Normalisier-barkeit geht auf J.L. Krivine zur�uck. Man beachte, da� sie nur nichtleere Mengen als Bedeutungder Typausdr�ucke liefert, da stets Var � �(	) � I(�) � 	 � �. Zur Interpretation von poly-morphen Typen (siehe Kapitel 5) kann man sie daher nicht direkt verwenden.Literatur[1] Mario Coppo and Mariangola Dezani. An extension of the basic functionality theory for the�{calculus. Notre Dame Journal of Formal Logic, 21:685{693, 1980.[2] H. B. Curry. Modi�ed basic functionality in combinatory logic. Dialectica, 23:83{92, 1969.[3] Gerard Huet. Initiation au �{calcul, 1989. Note de Cours du DEA `Foncionnalit�e, Structurede Calcul et Programmation', donn�e �a l'Universit�e Paris VII eu (1987-88) et (1988{89).
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Kapitel 4Entscheidbarkeit der C-TypisierbarkeitIn den Kalk�ulen C und D kann man f�ur einen typisierbaren �{Term im allgemeinen unendlichviele Typisierungen herleiten; zum Beispiel gilt; `C �x:x : � ! �f�ur jedes �. Alle im C{Kalk�ul herleitbaren Typisierungen sind aber Spezialisierungen eines ein-zigen Schemas, und dieses kann e�zient aus dem Term berechnet werden.4.1 Haupttypen im C{Kalk�ulUm Schemata von Typen ausdr�ucken zu k�onnen, erweitern wir die Typen um Typvariable alsweitere Form von atomaren Typausdr�ucken. Wir verwenden �0; �1; : : : als Typvariablen.De�nition 4.1.1 Eine Abbildung S: Typausdr�ucke ! Typausdr�ucke ist ein Typhomomorphis-mus , falls f�ur alle Basistypen � und alle C{Typen � und � gilt:S(�) = �; S(�! �) = S(�)! S(�):Ist � ein C{Kontext, so ist S(�) die Liste der Typannahmen x : S(�) mit x : � in �.Wir schreiben im Folgenden oft S� statt S(�) und S� statt S(�). Jede Typsubstitution S: Typ-variable ! Typausdr�ucke kann in eindeutiger Weise zu einem Typhomomorphismus fortgesetztwerden.Proposition 4.1.2 F�ur jeden Typhomomorphismus S gilt:� `C t : � ) S� `C e : S�:Beweis: Durch Induktion �uber die Ableitung. 239



40 KAPITEL 4. ENTSCHEIDBARKEIT DER C-TYPISIERBARKEITDe�nition 4.1.3 Eine Typisierung � . e : � hei�t allgemeiner als � . e : � , falls es eine Typ-substitution S gibt mit � = S(�) und �kvar(�) = S(�). � . e : � ist eine C{Typisierung von emodulo �, falls � `C e : � und � eine Instanz von � ist, d.h. �kvar(�) = S(�) f�ur eine Substi-tution S. Eine C{Haupttypisierung von e modulo � ist eine C{Typisierung von e modulo �, dieallgemeiner als jede andere C{Typisierung von emodulo � ist. Ist ; . e : � eine Haupttypisierungvon e (modulo ;), so hei�t � ein (C{) Haupttyp von e.Beispiel 4.1.4 (i) x : �! 
 . �y:xy : �! 
 ist eine Haupttypisierung von �y:xy modulo� = x : �, wobei �; �; 
 Typvariablen seien.(ii) ; . �x:x : (�! �)! (�! �) ist eine C-Typisierung von �x:x modulo ;, aber es ist keineHaupttypisierung. Ein Haupttyp von �x:x ist �! �.4.2 Typsynthese f�ur den C{Kalk�ulF�ur jeden (ungetypten) �{Term kann e�ektiv festgestellt werden, ob er eine C{beweisbare Typi-sierung hat. Falls er C{typisierbar ist, so hat er auch eine Hauptypisierung. Diese kann aus dem�{Term automatisch "synthetisiert\ oder "inferiert\ werden. "Typinferenz\- oder "Synthese\-algorithmen, die dies leisten, werden bei der Syntaxanalyse beziehungsweise der �Ubersetzungvon Programmen verwendet, um dem Programmierer das Aufschreiben der Typinformation zuersparen.De�nition 4.2.1 Sei � ein Typkontext und e ein �{Term, so da� � f�ur jede frei in e vorkom-mende Variable x eine Annahme x : � � enth�alt. Der Typsynthesealgorithmus W f�ur C ist wiefolgt durch Induktion �uber e de�niert:W (�; x) = (Id; �); falls x : � die am weitesten rechts in � vorkommendeAnnahme �uber x istW (�; e1 � e2) = (US2S1; U�); falls W (�; e1) = (S1; �1), W (S1�; e2) = (S2; �2), undU = mgu(S2�1; �2 ! �) der allgemeinste Uni�katorvon S2�1 und �2 ! � ist, wobei � eine unverbrauchteTypvariable ist,W (�; �x:e) = (S; S�! �); fallsW (�; x : �; e) = (S; �), wobei � eine unverbrauch-te Typvariable ist ;W (�; e) = fail ; in allen anderen F�allen.Satz 4.2.2 (Hindley[1]) (i) Jeder C{typisierbare �{Term hat einen Haupttyp.(ii) Die Menge der C-typisierbaren �{Terme ist entscheidbar.



4.2. TYPSYNTHESE F�UR DEN C{KALK�UL 41Beweis: Wir zeigen etwas allgemeiner durch Induktion �uber e f�ur alle �:(i) W (�; e) = (S; �) ) � . e : � ist Haupttypisierung von e modulo �(ii) W (�; e) = fail ) Es gibt keine C{Typisierung von e modulo �(iii) W (�; e) terminiert.Sei also � ein C{Kontext mit frei(e) � dom(�).Fall e � x: � kann zerlegt werden in � � �0; x : �;�, wobei � keine Typannahme �uber x enth�alt.Dann ist W (�; x) = (Id; �), und o�enbar � . x : � eine Haupttypisierung von x modulo �, alsogelten i){iii).Fall e � e1e2: Nach Induktion terminiert W (�; e1). Falls W (�; e1) = fail, so gibt es keine C{Typisierung von e1 modulo �, also auch keine von e1e2 modulo �. Nach der De�nition ist auchW (�; e1e2) = fail: Sei nunW (�; e1) = (S1; �1), also S1� . e1 : �1 eine Haupttypisierung modulo�. Nach Induktion terminiert W (S1�; e2). Falls W (S1�; e2) = fail, so ist auch W (�; e1e2) =fail, und es gibt keine C{Typisierung von e2 modulo S1�. W�are R� . e1e2 : � eine C{Typisie-rung von e1e2 modulo �, so w�are f�ur geeignetes � auch R� . e1 : � ! � eine C-Typisierung vone1 modulo �, also (auf den Typvariablen in �)R = R1 � S1; � = R1(�1);und R� . e2 : � eine C{Typisierung von e2 modulo �, also wegen R� = R1S1� auch moduloS1�, was unm�oglich war. Sei daher W (S1�; e2) = (S2; �2), alsoS2S1� . e2 : �2eine Haupttypisierung modulo S1�.Dann erfolgt jede Typisierung von e1e2 modulo � �uber Instanzen vonS2S1� . e1 : S2(�1); S2S1� . e2 : �2gem�a� (! E). Sei n�amlich R� .... e1 : �1 � (�2 ! �) R� .... e2 : �2R� . e1e1 : �die Herleitung einer Typisierung von e1e2 modulo �. Dann istR� . e1 : �2 ! � � R1S1� . e1 : R1�1f�ur eine geeignete Spezialisierung R1 der Haupttypisierung S1� . e1 : �1 modulo �. Damit istaber auch R� . e2 : �2 � R1S1� . e2 : �2



42 KAPITEL 4. ENTSCHEIDBARKEIT DER C-TYPISIERBARKEITeine Typisierung modulo S1�. Da S2S1� . e2 : �2 eine Haupttypisierung modulo S1� war, gibtes eine weitere Substitution R2 mit(i) R� . e2 : �2 � R1S1� . e2 : �2� R2S2S1� . e2 : �2(ii) R� . e1 : �2 ! � � R2S2S1� . e1 : R1�1:Also bleibt noch zu zeigen, da� R1�1 � �2 ! � � R2S2�1 ist. Dazu gen�ugt, f�ur jedes in �1vorkommende � R1� � R2S2� (4.1)zu zeigen. Falls � frei in S1� vorkommt, folgt (4.1) aus R1S1� � R2S2S1� nach Eigenschaft (i).Sei � nicht frei in S1�. Dann k�onnen wir S2(�) frei w�ahlen, da S2 o.B.d.A. nur auf den freienVariablen von S1� de�niert ist. Wegen R1�1 � �2 ! � ist R1� ein Teilterm von �2 ! �. W�ahleeine frische Variable ~� und �andere S2 und R2 so, da�S2� := ~�; R2~� := R1�:Dann gilt wieder R1� � R2S2�, und die �ubrigen Eigenschaften von R2 und S2 bleiben erhalten.Falls S2�1 und (�2 ! �), mit frischem �, nicht uni�zierbar sind, gibt es also keine C{Typisierungvon e1e2 modulo � und W (�; e1e2) = fail. Anderenfalls sei U = mgu(S2�1; �2 ! �). Dannerhalten wir (! E) US1S1� . e1 : US2�1; US2S1� . e2 : U�2US2S1� . e1e2 : U��uber US2�1 = U(�2 ! �) = (U�2 ! U�). Da U der allgemeinste Uni�kator ist, ist dieseC{Typisierung von e1e2 modulo � eine Haupttypisierung.Fall e = �x:t: Nach Induktion terminiert W (�; x : �; t). Falls W (�; x : �; t) = fail, so ist auchW (�; �xt) = fail. W�are R� . �x:t : � ! � eine C{Typisierung modulo �, so w�are auchR�; x : � . t : �eine C{Typisierung modulo �; x : �, was unm�oglich ist wegen W (�; x : �; t) = fail. Sei W (�; x :�; t) = (T; �), also T�; x : T� . t : �eine Haupttypisierung modulo �; x : �. Dann ist T� . �xt : T�! � eine C{Typisierung modulo�, und W (�; �xt) = (T; T�! �). O�enbar ist T� . �xt : T�! � eine Hauptypisierung modulo�. 2Ist e ein abgeschlossener �{Term, d.h. frei(e) = ;, so ist mit W (;; e) = (S; �) der Typ � einHauptyp von e. Beachte, da� Haupttypen nur bis auf Bijektionen von Typvariablen eindeutigsind.



4.2. TYPSYNTHESE F�UR DEN C{KALK�UL 43Beispiel 4.2.3 Bez�uglich � = f0 : int; f : �g hat f � 0 den Haupttyp �, f�ur frische �. DieBerechnung durch W ergibt:W (�; f � 0) := (US2S1; U�); wobei � neu und(S1; �1) :=W (�; f) = (Id; �);(S2; �2) :=W (S1�; 0) = (Id; int);U = mgu(S2�1; �2 ! �) = mgu(�; int! �) = [int! �=�]:Also ist W (�; f � 0) = ([int ! �=�]; �), und 0 : int; f : int! � . f0 : � eine Haupttypisierungmodulo �.Beispiel 4.2.4 Haupttypisierungen bleiben nicht unter �{Reduktion erhalten:Angenommen, wir haben geordnete Paare ht1; t2i und Paartypen �1 � �2, mit (geeigneten Re-duktionsregeln und) den Typisierungsregeln(� I) � . s : �; � . t : �� . hs; ti : � � � ; (� El) � . hs; ti : � � �� . s : � ; (� Er) � . hs; ti : � � �� . t : � :(Man k�onnte ht1; t2i auch durch �z:zt1t2 kodieren.) F�ur (�xt � s) � (�xhx; xi ��y:y) erhalten wirfolgende Haupttypisierungx : 
 . x : 
; x : 
 . x : 
x : 
 . hx; xi : 
 � 
. �xhx; xi : 
 ! 
 � 
 (� I) y : � . y : �. �y:y : �! �. (�xhx; xi � �y:y) : (�! �)� (�! �) (f�ur 
 � (�! �))F�ur den reduzierten Term [s=x]t = hs; si haben wir aber eine allgemeinere Haupttypisierung:.... �y:y : �! � .... �y:y : � ! �. h�y:y; �y:yi : (�! �)� (� ! �)Beispiel 4.2.5 Haupttypisierungen bleiben auch unter �{Reduktion i.a. nicht erhalten:Die Haupttypisierung von �y:xy modulo � = fx : �g ist [� ! 
=�]� . �y:xy : � ! 
, w�ahrend� . x : � der Haupttyp des �{reduzierten Terms ist. F�ur geschlossenes t bleibt aber der Haupttypunter der Reduktion �y:ty ! t erhalten.Aufgabe 4.2.1 Man zeige an einem Beispiel, da� Haupttypisierungen im D{Kalk�ul im allge-meinen nicht existieren.In einem abgeschw�achten Sinn hat auch die D-Typisierung Haupttypen, wie S. Ronchi dellaRocca[3] zeigt.
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Kapitel 5Polymorphismus in der Programmiersprache MLDie funktionale Programmiersprache Standard ML[4] erweitert das Typisierungskonzept des C{Kalk�uls in zweierlei Hinsicht, ohne die Entscheidbarkeit der Typisierbarkeit oder die Existenzvon Haupttypisierungen einzub�u�en:(i) Typschemata, wie sie im C{Kalk�ul in herleitbaren Typen auftreten, werden in ML auchals Typannahmen erlaubt. Dazu wird der Typbegri� erweitert.(ii) F�ur �{Terme der Form (�xt �s) wird eine Typisierungsregel eingef�uhrt, die das Typschemavon s zur Typisierung von (�xt � s) ausnutzt; der Ausdruck (�xt � s) kann nun typisierbarsein, auch wenn �xt es nicht ist.Ein Ausdruck e hei�t (typ)-polymorph, wenn er in verschiedenen Kontexten mit unterschiedli-chem Typ verwendet werden kann. Ist etwa � ein herleitbarer Typ von e mit � = ;, so ist auch; . e : S� eine herleitbare Typisierung, und e kann in verschiedenen Kontexten mit verschiede-nem Typ S� verwendet werden. Allgemeiner: ist� . e : �eine C{Typisierung, und sind �1; : : : ; �n Typvariable, die in � nicht vorkommen, so ist quasiauch � . e : 8�1 : : :8�n:�herleitbar, und diese 8{Quantoren k�onnen bei verschiedenen Verwendungen von e unterschiedlichbelegt werden, gem�a� der 8-Beseitigungsregel� . e : 8�:�� . e : [�=�]� :Die Motivation f�ur (i) ist nun, da� in den meisten Programmiersprachen viele Konstanten vor-kommen, die ebenfalls polymorph verwendbar sind, auch wenn man sie nicht als �{Term mitherleitbarem polymorphem Typ 8�:� au�assen will, zum Beispiel:�i : 8�1; �2(�1 � �2 ! �i) (Projektion auf die i-te Komponente)o : 8�; �; 
(�! �)� (� ! 
)! (�! 
) (Komposition von Funktionen)map : 8�; �:(�! �)� � -list ! � -list (map f [a1; : : : ; an] = [fa1; : : : ; fan])45



46 KAPITEL 5. POLYMORPHISMUS IN DER PROGRAMMIERSPRACHE MLSolche Typaussagen �uber Konstante einer Sprache wollen wir also als Annahmen in � zulassen.Die Motivation f�ur (ii) ist, da� man Funktionale programmieren m�ochte, die polymorphe Funk-tionen als Argumente akzeptieren, etwaF := �f:(f [0; 1; 2; 3]; f ["ab"; "cde"]);so da� f�ur polymorphe Funktionen wiereverse : 8�(� -list! � -list) oder first : 8�(� -list! �)die Ausdr�ucke (F � reverse) oder (F � first) sinnvolle und syntaktisch korrekte Programmesind, w�ahrend f�ur monomorphe Funktionen wiesum : int list! int mit sum [n1; : : : ; nk] = �ki=1nider Ausdruck (F � sum) syntaktisch unkorrekt w�are. Die Idee hierbei ist, da� man zur Typi-sierung von (F � f) Typinformation aus dem Argument f (d.h. dem Kontext von F ) gewinnt,die zur Syntaxanalyse von F verwendet werden kann, w�ahrend diese Information aus F allei-ne nicht rekonstruierbar ist. Der Typ von f in �f:(f [0; 1; 2]; f ["ab\; "cde\]) ist aus den beidenVerwendungen {zumindest mit den bisher verwendeten Mitteln{ nicht herleitbar: nach diesenist f : int list! � in f [0; 1; 2]; undf : string list! � in f ["ab\; "cde\];und wollte man diese Typen verallgemeinern zu einem Typ der Formf : 8�:(� -list! �(�)); mit � = [int=�]�; und � = [string=�]�;so m�usste man mit Unbekannten �(�) f�ur Typmuster arbeiten, in denen gewisse Typvariablefrei vorkommen. Es ist meines Wissens nicht bekannt, ob es Typsynthesalgorithmen f�ur solcheF�alle gibt.5.1 ML{Programme und ML{ReduktionstheorieDie funktionale Programmiersprache ML besteht im Kern aus einer Erweiterung des �{Kalk�ulsum neue syntaktische Konstrukte sowie Konstanten.De�nition 5.1.1 (ML{Terme)c := true j false j �1 j �2e := x j c j (e1 � e2) j �xehe1; e2i j (if e0 then e1 else e2) j (let x = e1 in e2) j (rec x.e)



5.2. ML{TYPISIERUNGEN 47Die Gleichungs{ und Reduktionstheorien f�ur ML-Terme ist grob gesagt eine Erweiterung derTheorie �� um die folgenden Reduktionsaxiome:(if true then e1 else e2) ! e1 (if false then e1 else e2) ! e2(let x = s in t) ! [s=x]t (rec x.e) ! [(rec x.e)=x]e(�1 � he1; e2i) ! e1 (�2 � he1; e2i) ! e2Dazu kommen noch entsprechende Vertr�aglichkeitsregeln, so da� man Ersetzungen innerhalbeines Ausdrucks vornehmen kann. Allerdings wird die Anwendung der Reduktionen in SMLeingeschr�ankt, soda� die erweiterte �-Reduktion die wirkliche (call-by-value) Reduktion vonSML nicht korrekt beschreibt. Darauf gehen wir im folgenden Kapitel n�aher ein.Bemerkung 5.1.2 Die Terme (�xt � s), (let x = s in t) und [s=x]t sind ML-gleich, falls x 2frei(t). Der Grund f�ur die Einf�uhrung von let besteht in der Ausnutzung folgender Unterschiede:� (let x = s in t) ist einfacher als (�xt � s), da als Teilterme nur x, s, t auftreten, aber nicht�xt.� (let x = s in t) ist einfacher als [s=x]t, da i.a. mehrere Vorkommen von s in [s=x]t zu einemVorkommen in (let x = s in t) zusammengefa�t werden.Die durch let eingef�uhrte Abk�urzung erm�oglicht also der Erweiterung der typisierbaren �{Termeund eine e�zientere Syntaxanalyse.Beispiel 5.1.3 Zur Listenverarbeitung seien Grundfunktionen nil, cons, head, tail und null?vorhanden. Dann kann man mit (letrec x = e in t) := (let x = (rec x.e) in t) etwa de�nieren:letrec map = �f�l: (if (null? l)then nilelse (cons (f (head l)) (map f (tail l))))in (map g (map h [0; 1; 2])):Man sieht, da� die beiden Vorkommen von map im allgemeinen verschiedene Typen erfordern.5.2 ML{TypisierungenInML unterscheiden wir zwischen zwei Universen U1 � U2 von Typen, den monomorphen Typenund den polymorphen Typen, oder kurz den Monotypen und Polytypen. Die Polytypen werdenauch oft Typschemata genannt. Wir beschr�anken uns hier bei den Basistypen auf die Wahrheits-werte, obwohl nat�urlich auch Zahlen, Listen u.a. zu den Basistypen von SML geh�oren.De�nition 5.2.1 (Monotypen und Polytypen)(Basistypen) � := bool(Monotypen) � := � j � j (�1 ! �2) j (�1 � �2)(Polytypen) � := � j 8�:�



48 KAPITEL 5. POLYMORPHISMUS IN DER PROGRAMMIERSPRACHE MLDen Begri� der Substitution S : Typvariablen!Monotypen setzen wir auf Polytypen fort durchS8�:� = 8~�:S[~�=�]�; mit einer frischen Variable ~�:Typquantoren treten nur im Pr�a�x auf, nicht im Bereich eines Typkonstruktors !; �.De�nition 5.2.2 Eine Monotyp � ist eine generische Instanz eines Polytyps � = 8�1 : : :�n:�,geschrieben � � � , falls S� = � f�ur eine nur auf f�1; : : : ; �ng de�nierte Substitution S. F�urPolytypen sei �1 � �2, falls �1 � � f�ur alle Monotypen � mit �2 � � .Man sieht leicht, da� �1 � �2 genau dann der Fall ist, wenn falls f�ur einen Monotyp ��1 � � und �2 � 8�1 : : :�n:� mit �1; : : : ; �n 62 frei(�1):O�enbar ist f�ur �1 � �2 stets frei(�1) � frei(�2). Beispielsweise hat man:8�:� � 8�(� ! �); 8�(� ! �) 6� 8�:�;8�(� ! �) � boole! boole; 8�(� ! �) � 8�((�! �)! (�! �)):De�nition 5.2.3 (ML{Typisierungskalk�ul) F�ur die Konstanten nehmen wir folgende Menge �0von Grundannahmen an:true : boole; �1 : 8�8�(� � � ! �);false : boole; �2 : 8�8�(� � � ! �):Der Kalk�ul hat folgende Axiome und Regeln, wobei � Typannahmen mit Polytypen enthaltenkann. F�ur Monotypen � sei �� := 8�1 : : :�n:� mit frei(�)� frei(�) = f�1; : : : ; �ng.(Var) � . x : � ; falls �(x) � � (const) � . c : � ; falls �0(c) � �(! I) �x; x : � . t : ��x . �xt : � ! � (! E) � . f : � ! � ; � . s : �� . (f � s) : �(if) � . e0 : boole; � . e1 : � ; � . e2 : �� . (if e0 then e1 else e2) : � (� I) � . s : � � . t : �� . hs; ti : (� � �)(let) �x . e : �; �x; x : �� . t : ��x . (let x = e in t) : � (rec) �x; x : � . e : ��x . (rec x.e) : �F�ur geordnete Paare sind die Beseitigungsregeln(� E)1 � . t : (�1 � �2)� . (�1 � t) : �1 ; (� E)2 � . t : (�1 � �2)� . (�2 � t) : �2 :aus (! E) und den Typannahmen �uber �1; �2 herleitbar.



5.2. ML{TYPISIERUNGEN 49Beachte, da� Poltypen nur in (Var), (const) und (let) auftreten. Die durch rec und � gebundenenVariablen sind monomorph, d.h. haben �uberall im Wirkungsbereich denselben Typ (monomorph= von einer einzigen Form). Durch let gebundene Variablen sind polymorph, d.h. treten imWirkungsbereich i.a. mit unterschiedlichen Typ auf (polymorph = von vielerlei Form). Da dieverschiedenen Typen sich durch Einsetzen in die (gebundenen) Typparameter des Schemas erge-ben, spricht man auch von parametrischem Polymorphismus { im Unterschied zu �Uberlagerungs-oder ad-hoc-Polymorphismus und Subtyppolymorphismus.Bemerkung 5.2.4 (i) Durch polymorphe Annahmen kann man (in endlicher Weise) aus-dr�uk-ken, da� Grundfunktionen einer Programmiersprache uniform in den Typen ihrerArgumente operieren. F�ur Listenfunktionen hat man etwa die AnnahmenNil : 8�(�-list);Cons : 8�(� � (�-list)! �-list);Car : 8�(�-list! �):Beim Aufbau oder der Zerlegung der Listen spielt der Typ der Elemente keine Rolle.(ii) Die Verwendung von Polytypen in den Annahmen erlaubt, �ahnlich wie imD{Kalk�ul, Termezu typisieren, die nicht C{typisierbar sind:x : 8�:� . x : � ! 
 ; x : 8�:� . x : �x : 8�:� . x � x : 
Im Unterschied zum D{Kalk�ul kann man im ML{Kalk�ul polymorphe Annahmevariableaber nicht durch Abstraktion beseitigen: weder �x:xx noch (rec x:xx) sindML{typisierbar.(iii) Statt der rec-Ausdr�ucke kann man eine polymorphe Konstante Y , den Fixpunktoperator(vgl. 2.3.2), einf�uhren, mit dem TypY : 8� ((�! �)! �)und der Reduktionsregel (Y ) Y f ! f(Y f):Durch (rec x.e) := (Y � �x:e) lassen sich die rec-Ausdr�ucke darauf zur�uckf�uhren. DieTypisierungsregel f�ur rec ist jetzt herleitbar: F�ur ~�x = �x; Y : 8�:(�! �)! � haben wirn�amlich: ~�x; x : � .... e : �~�x . �x:e : � ! � ~�x . Y : (� ! �)! �~�x . (Y � �xe) : �:In SML ist der Gebrauch der Rekursion allerdings so eingeschr�ankt, da� e die Form �ythaben mu�: man kann nur rekursive Funktionen, keine rekursiven Daten de�nieren.



50 KAPITEL 5. POLYMORPHISMUS IN DER PROGRAMMIERSPRACHE MLBeispiel 5.2.5 Wie in 5.2.4 (i) haben wir eine ML{Ableitungid : 8�(�! �) .... id : (� ! �)! (� ! �); id : 8�(�! �) .... id : (� ! �)id : 8�(�! �) . (id � id) : � ! �Diese l�a�t sich erg�anzen zux : � . x : �. �x:x : �! � id : 8�:�! � .... (id � id) : � ! �. (let id = �x:x in (id � id)) : � ! �Beachte, da� id in (id � id) mit zwei verschiedenen Instanzen des f�ur �x:x hergeleiteten Typsche-mas �! � verwendet wird. Deswegen ist auch (�id:(id � id)) � (�x:x) nicht ML{typisierbar.De�nition 5.2.6 Eine Substitution S betri�t die Variable �, falls S� 6= � oder � 2 frei(S�)f�ur ein � 6� �.Proposition 5.2.7 F�ur Umgebungen �;�, Substitutionen S und Monotypen � gilt:(i) Ist frei(�) � frei(�), so ist �� � ��.(ii) S(��) � S�S�.(iii) Falls S die Variablen in frei(�)� frei(�) nicht betri�t, ist S(��) = S�S�.Beweis: (iii) Sei frei(�)� frei(�) = f�1; : : : ; �ng. Dann istS�� = S8�1 : : :�n:� = 8�1 : : :�n:S� = S�S�;da auch frei(S�)� frei(S�) = f�1; : : : ; �ng. 2Ist zum Beispiel � = � ! � und S� = (� ! �) eine Substitution, die die Bedingung in (iii)nicht erf�ullt, so gilt f�ur jedes � ohne freie TypvariableS(��) = 8�(�! �) � 8�((� ! �)! (� ! �)) = S�S�;wie in (ii) behauptet, aber S(��) 6= S�S�.Lemma 5.2.8 (Substitutionslemma)(i) Falls � `ML e : � , so ist auch S� `ML e : S� .(ii) Falls �; x : �� `ML e : � und � `ML v : �, so ist auch � `ML [v=x]e : � .



5.2. ML{TYPISIERUNGEN 51(iii) Falls �; x : � `ML e : � und � � � , so ist auch �; x : � `ML e : �.Beweis: (i) Durch Induktion �uber die Herleitung von � `ML e : � .Der letzte Schritt ist eine Anwendung von (Var): Sei � � � mit x : � in �,� = 8�1 : : :�n:�0 und � = [�1=�1; : : : ; �n=�n]�0Ist S eine Typsubstitution, die o.B.d.A die Variablen �1; : : : ; �n nicht betri�t, so istS� = 8�1 : : :�n:S�0 und S� = [S�1=�1; : : : ; S�n=�n]S�0;also x : S� in S� und S� � S� und daher S� `ML x : S� . Entsprechend argumentiert man,wenn der letzte Schritt eine Anwendung von (const) ist.Der letzte Schritt ist eine Anwendung von (if), (� I) oder (rec): Die Behauptung folgt wie inLemma 4.1.2 direkt aus der Induktionsannahme.Der letze Schritt ist eine Anwendung von (let): Beachte, da� mit herleitbaren�x . e : � und �x; x : �� . t : �nach Induktion auch S�x . e : S� und S�x; S�� . t : S�herleitbar sind. Durch Umbenennung k�onnen wir annehmen, da� S die Variablen in frei(�)�frei(�) nicht betri�t. Dann ist aber S�� = S�S�, und mit einer Anwendung von (let) folgtS�x `ML (let x = e in t) : S�:(ii) Durch Induktion �uber die Struktur von e in �; x : �� `ML e : � . Sei �� � 8~�:�.Fall e � c oder e � y 6� x: Wegen [v=x]e � e folgt � `ML [v=x]e : � aus der Annahme.Fall e � x: Dann ist � = [~�=~�]� f�ur geeignete Typen ~�, so da� [~�=~�]� `ML v : [~�=~�]�, also� `ML v : � . Daraus folgt �; x : �� `ML [v=x]x : � , da wegen x =2 dom(�) auch x =2 frei(v).Fall e � (e1 � e2), e � �y:e0: Diese F�alle bleiben dem Leser als �Ubung �uberlassen.Fall e � (let y = e1 in e2): Die Herleitung endet in(let) �; x : �� .... e1 : � �; x : ��; y : ��;x:�� .... e2 : ��; x : �� . (let y = e1 in e2) : �Aus der Voraussetung � `ML v : � folgt durch Abschw�achen (und oBdA y =2 frei(v))�; y : ��; x:�� `ML v : �:Beachte, da� �� = ��; y:��; x:�� . Also sind nach Induktionsannahme� `ML [v=x]e1 : � und �; y : ��; x:�� `ML [v=x]e2 : � :



52 KAPITEL 5. POLYMORPHISMUS IN DER PROGRAMMIERSPRACHE MLNach 5.2.7 (i) ist �� � ��;x:�� , und daher mit Behauptung (iii) auch �; y : �� `ML [v=x]e2 : � .Mit der Typregel (let) folgt die Behauptung.(iii) Durch Induktion �uber die Ableitung von �; x : � . e : �.Der letzte Schritt ist eine Anwendung von (Var): Dann ist entweder e 6� x und nichts zu zeigen,oder es ist e � x. In diesem Fall ist nach Voraussetzung � � �. Nach De�nition von � � � istaber auch � � �.Der letzte Schritt ist eine Anwendung von (let): Die Herleitung ende in�; x : � .... e : � �; x : � ; y : ��;x:� .... t : ��; x : � . (let x = e in r) : � :Nach Induktion ist �; x : � `ML e : � und �; x : �; y : ��;x:� `ML t : �. Da wegen � � � aberfrei(�) � frei(�) gilt, ist ��;x:� � ��;x:� nach Proposition 5.2.7 (i). Also folgt aus der Induk-tionsannahme, da� �; x : �; y : ��;x:� `ML t : �. Eine Anwendung von (let) ergibt�; x : � `ML (let x = e in t) : �:Wird im letzten Schritt eine der anderen Typregeln angewendet, so folgt die Behauptung ausder Induktionsannahme. 2Proposition 5.2.9 (i) (�xt � s) �ML (let x = s in t) �ML [s=x]t.(ii) Falls x 2 frei(t), so ist [s=x]t �ML (let x = s in t).Der Beweis bleibt dem Leser zur �Ubung �uberlassen. Die Voraussetzung in (ii) ist n�otig, da s in(let x = s in t) ein untypisierbarer Term sein kann, etwa �y(yy).Bemerkung 5.2.10 (i) Alle rec{freien Terme sind stark normalisierbar, w�ahrend rekursiveDe�nitionen zu unendlichen Reduktionsfolgen f�uhren, etwa(rec f:�x:fx) !rec �x:(rec f:�x:fx)x!rec �x:(�x:rec f:�x:fx)x)x! : : :(ii) Jede Folge von let{Reduktionen ausgehend von einem ML{Term t ist endlich; dies folgt ausdem Satz �uber die Endlichkeit von "Developments\ (vgl. Barendregt, Kap. 11,2): betrachtelet{Ausdr�ucke als markierte �{Redexe.



5.3. TYPSYNTHESE F�UR ML 535.3 Typsynthese f�ur MLDie Entscheidbarkeit der Typisierbarkeit und des Typsynthesealgorithmus des C{Kalk�uls lassensich auf ML fortsetzen. Die Verwendung dieses Algorithmus' im ML{Compiler hat sich als gro�epraktische Hilfe beim Programmieren bew�ahrt, da sich viele Programmierfehler als Typfehlerbemerkbar machen (Folgefehler) und vor der Verwendung des Programms beseitigt werdenk�onnen.De�nition 5.3.1 (Typsynthesealgorithmus f�ur ML) Sei � ein Typkontext, in dem Polytypenauftreten k�onnen, und e ein ML{Term, f�ur dessen freie Variable Typannahmen in � vorhandensind. Die De�nition von W (�; e) aus 4.2.1 wird wie folgt ge�andert und erweitert:W (�; x) = (Id; � [�01=�1; : : : ; �0n=�n]);falls �(x) = 8�1 : : :�n:� und �1; : : : ; �n die n�achsten n frischenTypvariablen sind.W (�; c) = (Id; � [�01=�1; : : : ; �0n=�n]);falls �0(c) = 8�1 : : :�n:� und �1; : : : ; �n die n�achsten n frischenTypvariablen sind.W (�; (if e0 then e1 else e2)) = (US2S1S0�; U�2);falls W (�; e0) = (S; �0);S0 = mgu(�0; boole)S;W (S0�; e1) = (S1; �1);W (S1S0�; e2) = (S2; �2), undU = mgu(S2�1; �2)W (�; he1; e2i) = (S2S1; (S2�1 � �2));falls W (�; e1) = (S1; �1);W (S1�; e2) = (S2; �2)W (�x; (let x = s in t)) = (TS; �);falls W (�x; s) = (S; �) undW (S�x; x : �S�x ; t) = (T; �)W (�x; rec x:e) = (US; U�);falls W (�x; x : �; e) = (S; �) undU = mgu(S�; �)W (�; e) = failin allen anderen F�allen, soweit sie nicht schon in 4.2.1 de�niert sind.Satz 5.3.2 (Damas/Milner 1982) (i) Jeder ML{typisierbare ML{Term hat einen Haupttyp.



54 KAPITEL 5. POLYMORPHISMUS IN DER PROGRAMMIERSPRACHE ML(ii) Die Menge der ML{typisierbaren ML{Terme ist entscheidbar.Beweis: Es gen�ugt zu zeigen, da� die Eigenschaften (i){(iii) aus dem Beweis von 4.2.2 gelten.Dies geht f�ur Terme der Form (rec x:e) wie f�ur �x:e in 4.2.2, und f�ur (if e0 then e1 else e2) undhe1; e2i �ahnlich wie f�ur (e1 � e2) in 4.2.2.Fall W (�; x): Nach Voraussetzung enth�alt � eine Annahme f�ur x, etwa �(x) = 8�1 : : :8�n:� .Daher ist W (�; x) = (Id; � 0) mit � 0 = [�01=�1; : : : ; �0n=�n]� f�ur frische Variablen �0i. Damit sind(ii) und (iii) klar, und o�enbar ist � . x : � 0 eine ML{Typisierung. F�ur (i) bleibt zu zeigen, da�es eine Haupttypisierung modulo � ist.Sei S� . x : �0 eineML{Typisierung modulo �. Dann gibt es x : 8�1 : : :8�k:� � S(8�1 : : :8�n:�)in S� und �0 = [�01=�1; : : : ; �0k=�k]� f�ur frische �0i. OBdA ist S(8�1 : : :8�n:�) = 8�1 : : :8�n:S�mit S�i = �i, also 8�1 : : :8�k:� = 8�1 : : :8�n:S� . Damit ist �0 = [�01=�1; : : : ; �0k=�k]� =[�01=�1; : : : ; �0k=�k]� =o:E: S� 0, also S� . x : �0 = S� . x : S� 0 eine Instanz von � . x : � 0.Fall W (�; c): Das geht wie f�ur Variable, nur mit den Grundannahmen �0.Fall W (�x; (let x = s in t)): Nach Induktion ist iii) klar, und ii) ist �ahnlich wie in 4.2.2 zu zeigen.F�ur i) seien � = �x, W (�; (let x = s in t)) = (TS; �);W (�; s) = (S; �);W (S�; x : �S�; t) = (T; �):(i) TS� . (let x = s in t) : � ist eine ML{Typisierung: Nach Induktion ist S� `ML s : � undTS�; x : T (�S�) `ML t : � , und mit 5.2.8 (i) auch TS� `ML s : T�. Um (let) anzuwenden,mu� noch T�TS� = T (�S�) gezeigt werden. F�ur � = �(�; �) mit � 2 frei(S�); � 62 frei(S�)ist aber T (�S�) = T (8�:�(�; �))=o:E: 8�:�(T�; �)= T�TS� (bei f�g = frei(S�); T� = �)?? (ii) TS� . (let x = s in t) : � ist Haupttypisierung modulo �. Sei R� . (let x = s in t) : � einevorgegebene ML-Typisierung modulo �. Nach der Regel (let) haben wirR� `ML s : �s; und R�; x : �sR� `ML t : %:Nach Induktion ist S� . s : � eine Haupttypisierung modulo �, also f�ur geeignetes R1R� . s : �s � R1S� . e : R1�:Wegen R1(�S�) � R1�R1S� � �sR� folgtR1S�; x : R1(�S�) `ML t : %:Da TS�; x : T (�S�) . t : � eine Haupttypisierung modulo S�; x : �S� ist, ist analogR1S�; x : R1(�S�) . t : % � R2TS�; x : R2T (�S�) . t : R2�



5.3. TYPSYNTHESE F�UR ML 55f�ur eine geeignete Substitution R2. Also ist R�; x : �sS� . t : % eine Instanz von TS�; x :T (�S�).t : � , und R� . s : �s � R2TS� . s : R2T� eine Instanz von TS� . s : T�. Daherist auch R� . (let x = s in t) : % � R2TS� . (let x = s in t) : R2�eine Instanz von TS� . (let x = s in t) : � , und dies eine Haupttypisierung modulo �. 2Beispiel 5.3.3 Als Haupttypisierung von (let x = �y:y in xx) modulo � = ; errechnet man� . (let x = �y:y in xx) : �! �wie folgt:(i) W (;; �y:y) = (Id; �! �)(ii) W (; [ fx : 8�:� ! �g; xx) = (T; �), wobei (T; �) aus der Typisierung der Applikation�uber W (x : 8�:�! �; x) = (Id; �! �);W (x : 8�:�! �; x) = (Id; �! �)(T; �) = (U Id Id; U�);f�ur U = mgu(� ! �; (�! �)! 
neu)= [�! �=�; �! �=
]bestimmt werden, d.h. o.E. (T; �) = (U; �! �).Bemerkung 5.3.4 Polytypen erlauben 8{Quantoren nur in Pr�a�xposition. Durch explizite Ab-quanti�zierung freier Typvariablen gem�a�� . e : �� . e : 8�:� ; � 62 frei(�)k�onnte man 8{Quantoren auch "innerhalb\ von Typausdr�ucken zulassen, so da� z.B.8�(� ! (�! �)) � � ! 8�(�! �):Die Typen von ML{typisierbaren Termen bilden dann eine echte Teilklasse der Typausdr�ucke,in denen 8 nur positiv vorkommt: (8�:�! �)! �w�are z.B. kein ML{herleitbarer Typ.Bemerkung 5.3.5 Partiell typisierte Terme(! I)poly �x; x : � . e : ��x . �x : �:e : � ! �



56 LITERATURerlaubt Typsynthese mit "polymorphem �\. Dann kann man zwar immer noch keinen Haupttypf�ur Funktionale wie F = �f:(f [0; 1; 2]; f ["ab\; "cde\])(aus der Einleitung zu Kap.5) herleiten, aber immerhin f�ur alle vom Programmierer vorgegebe-nen Spezialisierungen der FormF� = �f : �:(f [0; 1; 2]; f ["ab\; "cde\]):Mit (! I)poly w�urde man beispielsweise herleiten:. F8�(� list!� list) : 8�(� -list! � -list) ! int -list � string list;. F8�(� list!�) : 8�(� -list! �) ! int � string:W�ahrend (let) dazu dient, den Argument(poly-)typ � von F aus dem Kontext, d.h. f in (F � f),zu synthetisieren, wird er bei (! I)poly vom Programmierer vorgegeben. Der Vorteil ist, da� dieF� unabh�angig vom Kontext ihrer Verwendung de�niert werden k�onnen.Literatur[1] L. Damas and R. Milner. Principal type-schemes for functional programs. In Proceedings ofthe 9th ACM Symposium on Principles of Programming Languages, pages 207{212, 1982.[2] Roger Hindley. The completeness theorem for typing �{terms. Theoretical Computer Science,22:1{17, 1983.[3] R. Milner. A theory of type polymorphism in programming. Journal of Computer andSystem Sciences, 17:348{375, 1978.[4] Robin Milner, Robert Harper, and Mads Tofte. The De�nition of Standard ML. MIT Press,1990.



Kapitel 6Typsicherheit von MLWir wollen nun zeigen, da� ML-Programme typsicher sind, also zur Laufzeit des Programmskeine Typfehler auftreten. Dazu geh�ort einerseits, da� bei der Auswertung von Termen die Typenerhalten bleiben (Subject Reduction). Andererseits soll aber die Auswertung eines getyptenTerms nicht "steckenbleiben\, weil eine Funktion auf ein Argument angewendet wird, das nichtin ihrem De�nitionsbereich liegt.Die zweite Forderung bedeutet insbesondere, da� die Typisierung der Grundfunkionen (Kon-stanten) der Sprache sicherstellen mu�, da� diese auf allen Objekten, die ihren Argumenttyphaben, de�niert ist, w�ahrend sie auf anderen Objekten nicht de�niert zu sein braucht.(Wenn wir wie bisher eine totale Applikation � annehmen, werden alle Funktionen total; in diesemFall m�ussen z.B. arithmetische Funktionen wie + als Werte bei nicht-arithmetischen Argumentenein Fehlerobjekt liefern. Es ist realistischer, die Grundfunktionen der Programmiersprache alspartiell anzunehmen. Typsicherheit hei�t, da� die Auswertung wohlgetypter Ausdr�ucke im erstenFall \kein Fehlerobjekt erzeugt", im zweiten Fall \nicht steckenbleibt".)6.1 Operationale SemantikWir betrachten nun Auswertungsbegri�e, die sich von der �-Reduktion des �-Kalk�uls etwasunterscheiden und n�aher an der operationalen Semantik von Programmiersprachen liegen. Mande�niert sie durch Reduktionsregeln, die auf Teilterme in bestimmten Kontexten angewendetwerden d�urfen.Durch einen Kontext wird ein Vorkommen eines Teilausdr�ucken in einem Ausdruck bestimmt.Dazu betrachtet man eine Variante der Ausdr�ucke, in denen ein Symbol 2 ein bestimmtesVorkommen eines Teilausdrucks repr�asentiert - dieses Symbol darf nur einmal auftreten:De�nition 6.1.1 (Kontexte von ML-Ausdr�ucken)(Context) C ::= 2 j (C � e) j (e � C) j hC; ei j he; Ci j�xC j (let x = C in e) j (let x = e in C) j(if C then e else e) j (if e then C else e) j (if e then e else C)Wir schreiben C[e] f�ur den Ausdruck, der aus C durch Ersetzen von 2 durch e entsteht, wobeidie Ersetzung im Sinne von Zeichenreihen gemeint ist, d.h. es erfolgt keine Umbennung vonVariablen wie bei C[e=2]! 57



58 KAPITEL 6. TYPSICHERHEIT VON MLDe�nition 6.1.2 Sei ! eine zweistellige Relation auf der Menge der Ausdr�ucke. Mit !!C oderkurz !! sei die kleinste re
exive, transitive Relation gemeint, die ! umfa�t und mit KontextenC vertr�aglich ist:(Axiome) e!! e(Regeln) e1 ! e2e1 !! e2 e1 !! e2; e2 !! e3e1 !! e3 e1 !! e2C[e1]!! C[e2]Entsprechend wird !!C f�ur andere Grundrelationen ! und Kontextbegri�e C de�niert.6.2 Typsicherheit des funktionalen Kerns von MLWir de�nieren eine Auswertung von Ausdr�ucken, bei der die Werte eine Teilklasse der Aus-dr�ucke sind. Als Werte, d.h. schon ausgewertete Ausdr�ucke, gelten Konstante, Variable, Paareund Funktionsausdr�ucke; einfachheitshalber benutzen wir statt der Ausdr�ucke (rec x.e) eineKonstante Y f�ur den Fixpunktoperator. Noch weiter auszuwertende Ausdr�ucke (Redexe) sindAnwendungen, Abk�urzungen und Fallunterscheidungen. Als (Auswertungs-) Kontexte werdennur Kontexte einer besonderen Form zugelassen:De�nition 6.2.1(Konstante) c ::= true j false j �1 j �2 j Y(Expression) e ::= c j x j �xe j he; ei j(e � e) j (let x = e in e) j (if e then e else e)(Value) v ::= c j x j �xe j hv; vi(Redex) r ::= (v � v) j (let x = v in e) j (if v then e else e)(Kontext) E ::= 2 j (E � e) j (v �E) j hE; ei j hv; Ei j(let x = E in e) j (if E then e else e)Da 2 in Auswertungskontexten nicht im Wirkungsbereich von Bindungsoperatoren vorkommt,gibt es bei E[e] keine Variablenkon
ikte.Lemma 6.2.2 Jeder Ausdruck e ist entweder ein Wert oder von der Form E[r], wobei derAuswertungskontext E und der Auswertungsredex r eindeutig bestimmt sind.Beweis: Durch Induktion �uber E sieht man, da� f�ur jeden Redex r der Ausdruck E[r] keinWert ist. F�ur Kontexte E 0 6� 2 ist folglich ein Ausdruck E0[r0] kein Redex. Ist 2[r] � E0[r0],so mu� auch E 0 � 2 und r0 � r sein, da E 0[r0] � r ein Redex ist. Da E[r] kein Wert ist, ist(E[r] � e) 6� (v �E 0[r0]) und hE[r]; ei 6� hv; E 0[r0]i. Daher folgt die Eindeutigkeit der Zerlegung inden �ubrigen F�allen aus der Form der Kontexte und der Induktionsannahme.Es gen�ugt also, f�ur jedes e 6� v eine Zerlegung e � E[r] in Kontext und Redex anzugeben:Fall e � (e1 � e2) und e1 ist kein Wert: Dann gibt es eine eindeutige Zerlegung e1 � E1[r1] unddaher ist e � (E1 � e2)[r1] die gesuchte Zerlegung.



6.2. TYPSICHERHEIT DES FUNKTIONALEN KERNS VON ML 59Fall e � (v1 � e2) und e2 ist kein Wert: Dann gibt es eine eindeutige Zerlegung e2 � E2[r2] unddaher ist e � (v1 �E2)[r2] die gesuchte Zerlegung.Fall e � (v1 � v2): Dann ist e ein Redex und e � 2[e].Fall e � he1; e2i: Das geht entsprechend.Fall e � (let x = e1 in e2) und e1 ist kein Wert: Es gibt eine eindeutige Zerlegung e1 � E1[r1],und daher ist e � (let x = E1 in e2)[r1] die gesuchte Zerlegung.Fall e � (let x = v1 in e2): Dann ist e ein Redex und e � 2[e] die gesuchte Zerlegung.Fall e � (if e0 then e1 else e2) und e0 ist kein Wert: Dann gibt es eine eindeutige Zerlegunge0 � E0[r0], und e � (if E0 then e1 else e2)[r0] ist die gesuchte Zerlegung.Fall e � (if v0 then e1 else e2): Dann ist e ein Redex und e � 2[e] die gesuchte Zerlegung. 2Wegen der Eindeutigkeit der Zerlegung ergibt sich aus der Form der Auswertungskontexte, da�{in deterministischer Weise{ von au�en nach innen und von links nach rechts ausgewertet wird("leftmost-outermost reduction\):Bei einer Anwendung mu� zuerst der in der Funktionsposition stehende Teilausdruck ausgewertetwerden; erst wenn dort ein Wert steht, darf in der Argumentposition ausgewertet werden. Beieinem geordneten Paar wird zuerst der linke, dann der rechte Teilausdruck ausgewertet, undbei einer Abk�urzung zuerst der de�nierende Teilausdruck. Bei einer Fallunterscheidung mu� dieBedingung zu true oder false ausgewertet sein, bevor der Teilausdruck f�ur den entsprechendenFall ausgewertet werden darf.De�nition 6.2.3 (Operationale Semantik von ML-Ausdr�ucken) Seien Const die Menge derKonstanten c und Value die Menge der Werte v. Sei � : Const� Value ! Value eine partielleAnwendungsfunktion mit frei(�(c; v))� frei(v). De�niere die Relation ! wie folgt:(if)1 (if true then e1 else e2) ! e1(if)2 (if false then e1 else e2) ! e2(�1) (�1�hv1; v2i) ! v1(�2) (�2�hv1; v2i) ! v2(Y ) (Y � v) ! (v � (�x:Y vx)) mit frischem x =2 frei(v)(�) (c � v) ! �(c; v); falls �(c; v) de�niert ist(�v) (�xe � v) ! [v=x]e(let) (let x = v in e) ! [v=x]eBei (�) sei c =2 fY; �1; �2g. Auf den ML-Ausdr�ucken de�nieren wir durchE[e] 7! E[e0] :() e! e0:eine Relation 7!. Beachte, da� frei(E[e]) � frei(E[e0]). Mit 7!! ist die durch 7! und Auswer-tungskontexte nach De�nition 6.1.2 erzeugte Relation gemeint.Ein Redex (Y � v) wird statt zu (v � (Y v)) zum Ausdruck (v � �x(Y vx)) reduziert, in dem v aufeinen Wert angewandt wird, weshalb ein Redex entsteht. Man kann also anschlie�end nicht direkt



60 KAPITEL 6. TYPSICHERHEIT VON MLden eingebetteten Redex (Y v) kontrahieren und dadurch in eine Schleife geraten. Beachte auch,da� eine Funktionsanwendung nur ausgef�uhrt werden darf, wenn das Argument ausgewertet ist("call-by-value\).Nicht f�ur alle Redexe wurde eine Reduktionsregel angegeben: Redexe der Form (x�v) mit Variablex, (c � v) wo �(c; v) unde�niert ist, (�i � v) mit v 6= hv1; v2i, (hv1; v2i � v) und (if v then e1 else e2)mit v =2 ftrue; falseg sind nicht ausf�uhrbare Redexe.De�nition 6.2.4 Der Ausdruck e klemmt, falls e kein Wert ist, es aber auch kein e0 mit e! e0gibt. Ein Redex ist fehlerhaft, falls er nicht ausf�uhrbar und nicht von der Form (x � v), (�1 � x),(�2 �x), oder (if x then e1 else e2) mit einer Variablen x ist. Ein ML-Ausdruck e hei�t fehlerhaft,falls er einen fehlerhaften Redex enth�alt.Es ist nicht entscheidbar, ob e zu einem klemmenden Ausdruck reduzierbar ist. Deshalb in-teressieren wir uns f�ur die Obermenge der fehlerhaften Ausdr�ucke, obwohl auch fehlerhafteAusdr�ucke auswertbar sein k�onnen:Beispiel 6.2.5 e := (�x:2) ��x(1+true) ist fehlerhaft, da (1+true) � (+ �h1; truei) unde�niertist, wobei + die Addition auf ganzen Zahlen sei. Die Auswertung ergibt aber 2.Wir lassen im Folgenden neben den in De�nition 5.1.1 angegebenen noch weitere Konstantenzu. Die Typannahmen f�ur die Konstanten unterliegen aber gewissen Einschr�ankungen:De�nition 6.2.6 Der Grundkontext �0 mit den Typannahmen f�ur die Konstanten der Spracheerf�ulle folgende Eigenschaften:(i) �0 enth�alt Y : 8�8� ([(�! �)! (�! �)]! (�! �)) undtrue : boole; false : boole; �1 : 8�8�(� � � ! �); �2 : 8�8�(� � � ! �):(ii) F�ur jede Konstante c ist frei(�0(c)) = ;.(iii) F�ur kein c und Typen �; � ist �0(c) � � � � .(iv) F�ur jedes c mit �0(c) � boole ist c 2 ftrue; falseg.(v) F�ur jedes Konstante c und Typen �; � mit �0(c) � � ! � gilt: ist v ein Wert und � eineUmgebung mit � `ML v : �, so ist �(c; v) de�niert und � `ML �(c; v) : � .Proposition 6.2.7 (i) Ist � `ML E[e] : � , so gibt es einen Typ � 0 mit � `ML e : � 0(ii) Ist � `ML C[e] : � , so gibt es �0 � � und einen Typ � 0 mit �0 `ML e : � 0.Beweis: (ii) durch Induktion �uber die Kontexte C nach 6.1.1.(i) Da in Anwendungskontexten E die Stelle 2 nicht im Wirkungsbereich eines Bindungsopera-tors vorkommt, braucht man bei der Typisierung des Teilausdrucks e die Umgebung � nicht zuerweitern. 2



6.2. TYPSICHERHEIT DES FUNKTIONALEN KERNS VON ML 61Lemma 6.2.8 Falls e fehlerhaft ist, gibt es kein � und keinen Typ � mit � `ML e : � .Beweis: Angenommen, es sei � `ML e : � und r ein nicht ausf�uhrbarer Redex in e. Nach 6.2.7gibt es �0 und � 0 mit �0 `ML r : � 0. Wir zeigen, da� r und damit e nicht fehlerhaft ist.Fall r � (x � v) und x ist eine Variable: Dann ist r nicht fehlerhaft.Fall r � (c � v) und �(c; v) ist unde�niert: Die Herleitung der Typisierung �0 . r : � 0 endet in�0 .... c : �0 ! � 0 �0 .... v : �0�0 . (c � v) : � 0Nach der Annahme (v) �uber die Typisierung von Konstanten mu� dann �(c; v) de�niert sein,ein Widerspruch.Fall r � (�i � v) und v 6� hv1; v2i: Die Herleitung der Typisierung �0 . r : � 0 endet in�0 .... �i : �1 � �2 ! �i �0 .... v : �1 � �2�0 . �i � v : �i:Nach Annahme (ii) �uber den Grundkontext ist v keine Konstante, und nach den Typregeln kannv auch kein Ausdruck der Form �xt sein. Also ist v eine Variable x, und r ist nicht fehlerhaft.Fall r � (hv1; v2i � v): Die Herleitung von �0 . r : � 0 mu� in(! I) �0 .... hv1; v2i : � ! � 0 �0 .... v : ��0 . (hv1; v2i � v) : � 0enden. Das ist aber nicht m�oglich, da hv1; v2i nicht den in der linken Teilherleitung angegebenenTyp haben kann.Fall r � (if v then e1 else e2) mit v =2 ftrue; falseg: Die Herleitung der Typisierung �0 . r : � 0endet in �0 .... v : boole �0 .... e1 : � 0 �0 .... e2 : � 0�0 . (if v then e1 else e2) : � 0:Nach Annahme (iv) �uber den Grundkontext ist v keine Konstante, und nach den Typregeln keinAusdruck der Form �xt. Also ist v eine Variable x, und r ist nicht fehlerhaft. 2Lemma 6.2.9 (Subject Reduction) Falls � `ML e : � und e! e0, so gilt auch � `ML e0 : � .



62 KAPITEL 6. TYPSICHERHEIT VON MLBeweis: durch Induktion �uber die Reduktion e! e0.Fall (c � v)! �(c; v): Die Typisierung endet in� .... c : � ! �; � .... v : �� . (c � v) : �Nach der Voraussetzung �uber die Typisierung von Konstanten ist �(c; v) de�niert und man hat� `ML �(c; v) : � .Fall (Y � v)! v � (�x:Y vx): Die Typisierung endet in(! E) � .... Y : [(�1 ! �2)! (�1 ! �2)]! (�1 ! �2); ... a)� . v : (�1 ! �2)! (�1 ! �2)� . Y v : �1 ! �2 ;nach der Typannahme zu Y . Durch Abschw�achungen erh�alt man daher auch eine Ableitung derForm(! E) ... a)� . v : (�1 ! �2)! (�1 ! �2) �; x : �1 .... Y v : �1 ! �2; �; x : �1 . x : �1�; x : �1 . (Y v)x : �2� . �x(Y vx) : �1 ! �2� . v � �x(Y vx) : �1 ! �2Fall (let x = v in e)! [v=x]e: Die Typisierung endet in� .... v : �; �; x : �� .... e : �� . (let x = v in e) : � :Aus dem Substitutionslemma 5.2.8 folgt � `ML [v=x]e : � .Die �ubrigen F�alle bleiben dem Leser �uberlassen. 2Die Auswertung eines geschlossenen Ausdrucks f�uhrt entweder zu einem fehlerhaften (ggf. weiterauswertbaren) Ausdruck oder zu einem Wert ohne freie Variable, oder sie divergiert:Lemma 6.2.10 Sei frei(e) = ;. Dann gilt eine der folgenden Aussagen: (i) es gibt ein fehlerhaf-tes e0 mit e 7!! e0, oder (ii) es gibt einen Wert v mit e 7!! v, oder (iii) die Auswertung divergiert,e *, d.h. es gibt eine unendliche Reduktionsfolge e 7! e1 7! : : : 7! en 7! en+1 7! : : :.Beweis: Angenommen, (iii) tri�t nicht zu. Wir zeigen, da� e entweder fehlerhaft oder ein Wertist, oder da� es ein geschlossenes e0 mit e 7! e0 gibt. Durch Induktion �uber die L�ange der von e0ausgehenden Reduktionsfolge folgt dann die Behauptung.



6.3. HAUPTTYPEN UND TYPSICHERHEIT F�UR ML MIT REFERENZEN 63Fall e � c; Y; �xe0: Dann ist e ein Wert.Fall e � x: Der Fall tritt nicht auf, da e geschlossen ist.Fall e � (let x = e1 in e2) und e1 ist kein Wert: Nach 6.2.7 ist e1 � E1[r1] f�ur einen Kontext E1und einen Redex r1. Ist r1 fehlerhaft, so auch e. Im anderen Fall ist frei(r1) � frei(e) = ;, da 2in E1 nicht im Bereich eines Bindungsoperators vorkommt. Daher gibt es e00 mit r1 ! e00. Alsoist e � (let x = E1 in e2)[r1] 7! (let x = E1 in e2)[e00], und dies ist ein geschlosser Ausdruck.Fall e � (let x = e1 in e2) und e1 ist ein Wert: Dann ist e 7! e0 f�ur e0 � [e1=x]e2 geschlossen.Fall e � (if e0 then e1 else e2) und e0 ist kein Wert: das geht analog.Fall e � (if e0 then e1 else e2) und e0 ist ein Wert: Falls e0 =2 ftrue; falseg ist, ist e wegenfrei(e0) = ; fehlerhaft. Im anderen Fall ist e 7! ei f�ur ein i.Fall e � (e1 � e2) und e1 ist kein Wert: Nach 6.2.7 ist e1 � E1[r1] mit Redex r1. Ist r1 fehlerhaft,so ist es auch e. Im anderen Fall ist wieder frei(r1) = ;, und es gibt ein e00 mit r1 ! e00, mitfrei(e00) � frei(r1). Also ist e � (E1 � e2)[r1] 7! (E1 � e2)[e00], ein geschlossener Ausdruck.Fall e � (e1 � e2) und e1 ist ein Wert: Falls e2 kein Wert ist, gibt es nach 6.2.2 eine Zerlegunge2 � E2[r2]. Ist darin der Redex r2 fehlerhaft, so ist auch e fehlerhaft. Im anderen Fall enth�alt r2wie oben keine freie Variable, und daher gibt es ein e00 mit r2 ! e00. Dann ist e � (e1 �E2)[r2] 7!(e1 � E2)[e00] geschlossen. Falls schlie�lich auch e2 ein Wert ist, so ist e � (e1 � e2) � 2[e] einRedex, und entweder fehlerhaft oder reduzierbar, da ei 6� x ist.Entsprechend behandelt man den Fall he1; e2i. 2Nun k�onnen wir zeigen, da� typisierbare geschlossene Ausdr�ucke zu einem Wert vom gleichenTyp reduzierbar sind, oder divergieren (was nur eintreten kann, wenn sie Y enthalten). Es trittkein Laufzeittypfehler auf, d.h. die Auswertung f�uhrt nicht �uber fehlerhafte Ausdr�ucke:Satz 6.2.11 Falls `ML e : � , so ist entweder e * oder es gibt einen Wert v mit e 7!! v und`ML v : �Beweis: Nach Lemma 6.2.10 gibt es entweder ein fehlerhaftes e0 mit e 7!! e0, oder einen Wertv mit e 7!! v, oder e *, die Auswertung divergiert. Nach Lemma 6.2.9 mu� in den ersten beidenF�allen auch `ML e0 : � beziehungsweise `ML v : � gelten. Da das f�ur fehlerhafte e0 aber nachLemma 6.2.8 ausgeschlossen ist, gilt die Behauptung. 26.3 Haupttypen und Typsicherheit f�ur ML mit ReferenzenDie Sprache SML hat neben dem funktionalen Kern eine Reihe weiterer Ausdrucksm�oglichkeiten,von denen hier noch die M�oglichkeit betrachtet werden soll, den Speicher zu ver�andern.Dazu braucht man Namen f�ur Speicheradressen und die M�oglichkeit, Werte an der benanntenStelle des Speichers abzulegen, dort abzulesen, oder durch andere Werte zu ersetzen. Man ordneteiner benannten Stelle des Speichers einen Typ zu und m�ochte zur Compilezeit eines Programms



64 KAPITEL 6. TYPSICHERHEIT VON MLsicherstellen, da� dort zur Laufzeit nur Werte des entsprechenden Typs gespeichert und gelesenwerden.Zun�achst sind die De�nitionen von ML-Ausdr�ucken und Typen zu erweitern:De�nition 6.3.1 (Ausdr�ucke und Typen)(Konstante) c ::= true j false j �1 j �2 j Y jref j ! j := j ()(Ausdr�ucke) e ::= c j x j he; ei j (e � e) j �xe j(let x = e in e) j (if e then e else e)(Basistypen) � ::= boole j unit(Monotypen) � := � j � j (� ! �) j (� � �) j � ref(Polytypen) � := � j 8�:�Dabei ref sowohl eine Individuenkonstante als auch ein einstelliger Typkonstruktor, der hinterseinem Argument steht. Im Folgenden schreiben wir einfacher (refv), !x, (x := v) statt derAusdr�ucke (ref � v), (! � x), (:= � v) mit expliziter Anwendung.De�nition 6.3.2 Zu der Grundumgebung �0 nehmen wir zus�atzlich zu den Bedingungen aus6.2.6 noch folgende Typannahmen:() : unit; ref : 8�(�! �ref); ! : 8�(� ref! �); := : 8�((�ref � �)! unit):F�ur keine Konstante c und keinen Typ � ist �(c) � � ref.De�nition 6.3.3 Ein Speicher � (f�ur Memory) ist ein endliches Gleichungssystemx1 ' v1(x1; : : : ; xm)... ... ...xm ' vm(x1; : : : ; xm) (6.1)wobei die x1; : : : ; xm paarweise verschiedene Variable und die v1; : : : ; vm Werte sind, deren freieVariable unter x1; : : : ; xn vorkommen.Wir betrachten � auch als eine endliche Funktion und schreiben daher oft �(xi) statt vi, undxi 2 dom(�). F�ur Variable x und Werte v mit frei(v) � dom(�) [ fxg sei�[x ' v] := �� [ fx ' vg; falls x ' v0 f�ur kein v0 in � vorkommt(� � fx ' v0g) [ fx ' vg; sonst.In SML ergibt die Auswertung von val n = ref7 den Wert 7 : int ref und die neue Typ-annahme n : int ref. Danach kann man durch n := 4 den gespeicherten Wert durch 4 �uber-schreiben, und durch val y = !x lesen. Dagegen wird bei der Anweisung n := true ein Typ-fehler erkannt.Es ergibt sich aber ein Problem mit gespeicherten Werten von polymorphem Typ.



6.3. HAUPTTYPEN UND TYPSICHERHEIT F�UR ML MIT REFERENZEN 65Beispiel 6.3.4 Mit den Typregeln von SML f�ur Listen kann man folgenden Ausdruck typisieren:let val L = ref [] in L := [4]; L := true :: (! L) endNach der Deklaration val L = [] ref w�urde der Typkontext um L : 8�(� list) erweitert, soda� L bei der ersten Zuweisung den Typ int list annehmen kann, und dann bei !L und derzweiten Zuweisung den Typ boollist; das w�are dann auch der Typ des gesamten Ausdrucks.Zur Laufzeit wird aber bei L die inhomogene, also untypisierbare Liste [true,4] gespeichert undsp�ater vielleicht wieder gelesen. Das bisherige Typsystem mit den naheliegenden Typannahmenf�ur Referenzen ist also nicht sicher.In SML'93 wird durch ein etwas kompliziertes Vorgehen daf�ur gesorgt, da� das vorige Bei-spiel nicht typisierbar ist. Die neue De�nition SML'97 (siehe Milner e.a.[1]) verwirklicht eineneinfacheren Vorschlag von A.K. Wright[2], die Typisierung von Abk�urzungen in zwei Regelnaufzuspalten: (let)val � . v : �; �; x : �� . e : �� . (let x = v in e) : �(let)exp � . e0 : �; �; x : � . e : �� . (let x = e0 in e) : � ; falls e0 kein Wert ist:Die Auswertung von Ausdr�ucken, die ref, ! oder := enthalten, mu� die Ver�anderung des Spei-chers ber�ucksichtigen.De�nition 6.3.5 De�niere eine Relation ! zwischen Paaren von Ausdr�ucken und Speichern:(�v) (�xe � v); � ! [v=x]e; �(Y ) (Y � v); � ! (v � (�x:Y vx)); � mit neuem x(let) (let x = v in e); � ! [v=x]e; �(if)1 (if true then e1 else e2); � ! e1; �(if)2 (if false then e1 else e2); � ! e2; �(�1) (�1�hv1; v2i); � ! v1; �(�2) (�2�hv1; v2i); � ! v2; �(ref) (ref � v); � ! x; �[x ' v]; mit neuem x(!) (! � x); � ! v; �; falls x ' v 2 �(:=) (:= � hx; vi); � ! (); �[x ' v]Die Auswertung wird jetzt ebenfalls f�ur solche Paare de�niert:E[e]; � 7! E[e0]; � :() e; � ! e0; �:Mit 7!! ist die durch 7! und Auswertungskontexte nach De�nition 6.1.2 erzeugte Relation ge-meint.



66 KAPITEL 6. TYPSICHERHEIT VON MLDe�nition 6.3.6 Der Speicher � ist typisierbar in der Umgebung �, kurz � `ML �, falls esf�ur jedes x ' v 2 � einen Typ � mit �(x) = � ref und � `ML v : � gibt. Wir schreiben� `ML e; � : � , falls � `ML �, frei(e) � dom(�), und � `ML e : � .Lemma 6.3.7 Ist � `ML r; � : � und r ein Redex mit r; � ! e; �, so gibt es eine Erweiterung�0 � � um Annahmen �uber Individuenvariable in dom(�)� dom(�), so da� �0 `ML e; � : � .Beweis: Durch Fallunterscheidung nach der Form des Redexes.Au�er bei den Reduktionen (ref), (!) und (:=) gilt f�ur r; � ! e; � stets frei(e) � frei(r) und� = �. Daher gilt nach Induktion auch � `ML �, und mit Satz 6.2.9 auch � `ML e : � .Fall (ref v); �! x; �[x ' v] mit frischem x: Nach Induktion ist frei(refv) � dom(�), � `ML �und es gibt eine Typherleitung f�ur (ref v), die in� .... ref : � ! � ref; � .... v : �� . (ref v) : � refendet. Da x =2 dom(�) ist, folgt �; x : � ref `ML �[x ' v] mit der rechten Teilherleitung. Da x =2dom(�) ist, gelten auch �; x : � ref `ML x : � ref und o�enbar x 2 dom(�[x ' v]). Zusammenzeigt das �; x : � ref `ML x; �[x ' v] : � ref.Fall !x; �! v; � f�ur x ' v 2 �: Da � ein Speicher ist, ist frei(v) � dom(�). Nach Induktion ist� `ML �, und es gibt eine Typherleitung, die in� .... ! : � ref! �; � .... x : � ref� . !x : �endet. Wegen x ' v 2 �, � `ML � und der rechten Teilherleitung ist �(x) = � ref und� `ML v : � . Also gilt � `ML v; � : � .Fall (x := v); �! (); �[x ' v]: Nach Induktionssannahme ist frei(x := v) � dom(�), � `ML �,und es gibt eine Typherleitung, die in� .... := : � ref � � ! unit � .... x : � ref � .... v : �� . hx; vi : � ref � �� . (x:=v) : unitendet. Wegen x 2 dom(�), � `ML � und der mittleren Teilherleitung ist �(x) = � ref. Wegenfrei(v) � dom(�) = dom(�[x ' v]) und der rechten Teilherleitung ist dann � `ML �[x ' v]. Danach den Typannahmen f�ur Konstante und Abschw�achungen auch � `ML () : unit gilt, ist dieBehauptung � `ML (); �[x ' v] : unit gezeigt. 2Damit k�onnen wir zeigen, da� auch bei der Verwendung von Referenzen die Typen bei derAuswertung von Ausdr�ucken erhalten bleiben:



6.3. HAUPTTYPEN UND TYPSICHERHEIT F�UR ML MIT REFERENZEN 67Satz 6.3.8 (Subject Reduction) Ist � `ML e; � : � und e; � 7! e0; �0, so ist �0 `ML e0; �0 : �f�ur eine Erweiterung �0 � � um Annahmen f�ur Individuenvariable aus dom(�0)� dom(�).Beweis: Nach Lemma 6.2.2 ist e ein Wert oder kann eindeutig in einen Auswertungskontextund einen Auswertungsredex zerlegt werden. Die Behauptung folgt daher aus der Aussage:� `ML E[r]; � : � und r; � ! e0; �0 ) �0 `ML E[e0]; �0 : � f�ur eine Erweiterung �0 � �:Hierbei ist �0 wieder eine Erweiterung um Annahmen f�ur Individuenvariable aus dom(�0) �dom(�). Wir beweisen diese Aussage durch Induktion �uber E:Fall 2[r]; � 7! 2[e0]; �0: Dieser Fall wurde in Lemma 6.3.7 behandelt.Fall hE[r]; ei; � 7! hE[e0]; ei; �0: Dann ist � `ML �, frei(E[r]; e) � dom(�), und es gibt eineHerleitung � .... E[r] : �1 � .... e : �2� . hE[r]; ei : �1 � �2:mit � � �1 � �2. Daher gilt � `ML E[r] : �1; �, also nach Induktion auch �0 `ML E[e0] : �1; �0f�ur eine geeignete Erweiterung �0 � �. Durch Abschw�achungen erh�alt man aus der rechtenTeilherleitung �0 `ML e : �2. Eine Anwendung von (� I) ergibt �0 `ML hE[e0]; ei : �1 � �2, worausdie Behauptung �0 `ML hE[e0]; ei : �1 � �2; �0 folgt.Fall hv; E[r]i; �! hv; E[e0]i�0: Analog.Fall (let x = E[r] in e); � 7! (let x = E[e0] in e); �0: Wegen � `ML (let x = E[r] in e); � : � ist� `ML �, und � `ML (let x = E[r] in e) : � . Da r ein Redex ist, ist E[r] kein Wert (!), unddeshalb endet die Herleitung hierf�ur in(let)exp � .... E[r] : � �; x : � .... e : �� . (let x = E[r] in e) : � :Mit der linken Teilherleitung folgt � `ML E[r]; � : �, und daraus induktiv �0 `ML E[e0]; �0 : �f�ur eine geeignete Fortsetzung �0 von �, insbesondere �0 `ML E[e0] : �. Aus der rechten Teilher-leitung erh�alt man durch Abschw�achungen �0; x : � `ML e : � und daraus �0; x : ��0 `ML e : � .Falls E[e0] kein Wert ist, so folgt �0 `ML (let x = E[e0] in e) : � durch eine Anwendung von(let)exp. Falls E[e0] ein Wert v0 ist, benutze man (let)val. Daraus ergibt sich die Behauptung.Die �ubrigen drei F�alle, (E[r] � e); �! (E[e0] � e); �0, (v �E[r]); �! (v �E[e0]); �0, und schlie�lich(if E[r] then e1 else e2); �! (if E[e0] then e1 else e2); �0, bleiben dem Leser �uberlassen. 2Jetzt k�onnen wir zeigen, da� ML typsicher ist, also zur Laufzeit keine Typfehler auftreten:Satz 6.3.9 (ML ist typsicher) Falls � `ML E[r]; � : � , so ist r ein ausf�uhrbarer Redex.



68 KAPITEL 6. TYPSICHERHEIT VON MLBeweis: Nach Voraussetzung ist � `ML �, dom(�) = dom(�), und � `ML E[r] : � . Wir unter-scheiden nach der Form des Redexes r: 1Fall r � (c � v): Es gibt nach 6.2.7 einen Typ � und eine Herleitung, die in(! I) � .... c : �! � � .... v : �� . (c � v) : �endet. Wegen der rechten Teilherleitung ist c =2 ftrue; false; ()g.F�ur c 2 f�1; �2; :=g ist � = (�1��2) f�ur geeignete Typen �1; �2. Der Wert v kann keine Konstantesein, da Konstante nach Voraussetzung nicht den Typ (�1��2) annehmen k�onnen. Wegen � 6` Y :(�1��2) und � 6` �xt : (�1 ��2) ist v weder Y noch ein �-Ausdruck. W�are v � x f�ur eine Variablex, so w�are �(x) = ~� ref f�ur einen geeigneten Typ ~� , wegen dom(�) � dom(�) und � `ML �,im Widerspruch zu � `ML x : (�1 � �2). Also sind alle Werte v mit � `ML v : (�1 � �2) von derForm hv1; v2i. Ist nun c � �i, i = 1; 2, so ist die Reduktionsregel (�i) anwendbar. Ist c � :=, so ist�1 � ~� ref f�ur einen Typ ~� , und es mu� � `ML v1 : ~� ref gelten. Nach den Annahmen �uber dieTypisierung der Konstanten kann v1 dann keine Konstante sein, und nach den Typregeln ist esauch nicht von der Form Y; �x:t; he1; e2i. Also ist v1 eine Variable x, so da� die Reduktionsregel(:=) anwendbar ist.F�ur c � ! ist � = � ref. Wegen � `ML v : � ref und der Annahme �uber die Typisierung derKonstanten kann v keine Konstante sein, und nach den Typregeln auch kein Wert der FormY; �xt; hv1; v2i. Ist v eine Variable x, so ist wegen � `ML � schon �(x) = � ref, und wegendom(�) � dom(�) ist die Reduktionsregel (!) anwendbar.F�ur c � ref ist � = � ref, und man kann die Reduktionsregel (ref) anwenden.Fall r � (x � v): Benutze, da� dom(�) � dom(�), um diese Redexe (x � v) auszuschlie�en.Fall r � (Y � v): Dann ist die Reduktionsregel (Y ) anwendbar.Fall r � (�xe � v): Man kann die Reduktionsregel (�v) benutzen.Fall r � (let x = v in e): Die Reduktionsregel (let) ist anwendbar.Fall r � (if v then e1 else e2): Nach 6.2.7 gibt es ein � mit � `ML (if v then e1 else e2) : �.Nach den Typregeln mu� dann auch � `ML v : boole gelten. Da v ein Wert vom Typ booleist, kann es nur eine Variable x oder eine der Konstanten true,false sein. W�are v � x, sow�are �(x) � boole, also x 2 dom(�) � dom(�). Dann m�u�te aber �(x) = � ref sein, einWiderspruch. Ist aber v 2 ftrue; falseg, so ist eine der Reduktionsregeln (if )i anwendbar. 2Bemerkung: Felleisen/Wright[3] erlauben, da� bei der Auswertung von (ref e) eine namenloseReferenz erzeugt wird. Das entspricht genauer dem, was in SML passiert.Aufgabe 6.3.1 Man erweitere den Typsynthesealgorithmus aus 5.3.1 f�ur die in diesem Ab-schnitt hinzugenommenen Ausdr�ucke und spalte die Klausel f�ur let-Ausdr�ucke in zwei F�alle,einen f�ur das \monomorphe let" f�ur Werte und einen f�ur das bisherige \polymorphe let".Beweise, das man damit wieder Haupttypen berechnet.1Man sollte hier einfach frei(E[r]) � dom(�)� dom(�) voraussetzen; vorher braucht man das nicht wesentlich.
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Kapitel 7Entscheidungskomplexit�at der ML{TypisierbarkeitDie Typisierbarkeit im C{Kalk�ul kann e�zient festgestellt und ein Haupttyp kann e�zientgefunden werden, falls man zur Darstellung der Typausdr�ucke gerichtete kreisfreie Graphen ver-wendet. In der Praxis ist auch dieML{Typisierbarkeit und die Bestimmung einesML{Haupttyps"e�zient\ durchf�uhrbar, so da� mehrfach (ohne Beweise) behauptet wurde, dies sei mit linearemZeitaufwand in der Gr�o�e des Eingabeprogramms m�oglich.Eine genauere Untersuchung von Kanellakis/Mitchell[4] zeigte, da� das Typisierbarkeitsproblemf�ur ML PSPACE-schwer ist, also nur im Fall P = PSPACE eine e�ziente L�osung zul�a�t, undda� DEXPTIME eine obere Komplexit�atsschranke f�ur die ML-Typisierbarkeit ist. Mairson[6]und Kfoury/Tiuryn/Urcyczyn[1990] zeigten schlie�lich, da� diese obere Schranke angenommenwird, d.h. da� ML{Typisierbarkeit DEXPTIME schwer ist.Der Beweis von Mairson kodiert die Rechnung einer deterministischen Turing{maschine in dieBerechnung der Typen geeigneter �{Terme. Die Verwendung von "let\ wird nur dazu ben�otigt,exponentiell viel Platz auf dem Rand und exponentiell viele Anwendungen der �Ubergangsfunk-tion zu erm�oglichen.Die Technik wurde von F. Henglein[2] erweitert, und dazu verwendet, DEXPTIME als untereSchranke f�ur das Typisierbarkeitsproblem im zweistu�gen �{Kalk�ul (Girard/Reynolds) nachzu-weisen. Beim Beweis von Mairson's Satz st�utzen wir uns auf die Vereinfachung des Mairson'schenBeweises durch F. Henglein[3].7.1 Entscheidungskomplexit�at von C{TypisierungenE�ziente Verfahren zur Typisierung setzen voraus, da� die Typen nicht als Terme (B�aume),sondern als gerichtete kreisfreie Graphen (Dag's) dargestellt werden|diese entstehen aus denB�aumen, indem isomorphe Teilb�aume miteinander identi�ziert werden. Die Baumdarstellungdes Haupttyps von t kann n�amlich exponentiell gro� in der Gr�o�e von t sein:Beispiel 7.1.1 Sei he1; : : : ; eni := �z:ze1 � � �en mit z 62 frei(ei). Sind � . ei : �i Haupttypi-sierungen von ei, so ist � . he1; : : : ; eni : (�1 ! : : :! �n ! �)! � eine Haupttypisierung vone1; : : : ; en, mit "neuem\ �. Sei �1 � : : :� �n := (�1 ! : : :! �n ! �)! �, mit � nicht frei in�1; : : : ; �n. Da ; . �x:hx; xi : �! �� �71



72 KAPITEL 7. ENTSCHEIDUNGSKOMPLEXIT�AT DER ML-TYPISIERBARKEITeine Haupttypisierung ist, folgt f�ur p := �x:hx; xi: Ist � . e : � eine Haupttypisierung, so auch� . (p � e) : � � �; � . p � (p � e) : (� � �)� (� � �) usw.Es folgtProposition 7.1.2 F�ur jedes n gibt es einen geschlossenen �{Term der L�ange n, dessen Haupt-typen die L�ange 2
(n) haben.Die Dag{Darstellung von Typausdr�ucken l�a�t dagegen zu, da� man Haupttypen in Linearzeitund mit in der Programmgr�o�e linearen Dag-Gr�o�e berechnen kann.Lemma 7.1.3 Es gibt einen Algorithmus, der die C-Typisierbarkeit von t modulo � in der ZeitO(j t j + j� jdag) entscheidet, und im positiven Fall einen Haupttyp � modulo � mit j� jdag =O(j t j+ j� jdag) bestimmt.Beweis: (Skizze) Es gibt Algorithmen (s. Paterson/Wegman[7]), die die Uni�zierbarkeit von �1und �2 in der Zeit O(j �1 jdag+j �2 jdag) auf einer deterministischen Turingmaschine entscheiden,und ggf. eine Dag{Darstellung der L�osung ausgeben, die ebenfalls linear in der Dag{Gr�o�e derEingabe ist.Der rekursive Algorithmus W aus Kapitel 4 macht jedoch mehr als j t j viele Anwendungen derUni�kation, so da� man auch unter Verwendung von Dag{Darstellungen nur in polynomiellerZeit hinkommt. Daher modi�ziere man ihn wie folgt:(1) Sorge durch Umbenennungen daf�ur, da� �{gebundene Variablen paarweise verschiedensind.(2) Ordne jedem Teilterm (bzw. Dag) eine neue Typvariable zu.(3) Stelle f�ur jeden zusammemgesetzten Term eine Gleichung zwischen seiner Typvariablenund denen der direkten Teilterme auf; z.B.(e�1 � e�2)
 7! � = � ! 
(4) L�ose dieses Gleichungssystem (oBdA in eine Gleichung verpackt) durch eine Anwendungdes linearen Uni�kationsalgorithmus.Man sieht leicht, da� (1){(3) nur linearen Aufwand in j t j erfordern, da der C{Kalk�ul "syntax{gerichtet\ ist. Das Gleichungssystem in (4) ist linear in j t j und j � jdag, so da� die L�osung durchdie einmalige Anwendung der Uni�kation in O(j t j +j � jdag) erfolgt. 2



7.2. DIE GR�OSSE VON ML{HAUPTTYPEN 737.2 Die Gr�o�e von ML{HaupttypenEs ist nicht schwierig, den Linearzeit{Algorithmus aus 7.1 auch auf rec{ und und if-then-else{Ausdr�ucke von ML auszudehnen. Die Schwierigkeit liegt erwartungsgem�a� bei den let{Ausdr�ucken.Beispiel 7.2.1 Sei � . e : � eine ML{Haupttypisierung und � die einzige Typvariable in �, diein � nicht vorkommt. Dann ist mit neuen �1; �2� . (let x = e in hx; xi) : �(�1)� �(�2)eine ML{Haupttypisierung mod �.Beachte, da� sich nicht nur die L�ange des Typs, sondern auch die Anzahl seiner in � nichtvorkommenden Typvariablen verdoppelt hat. Dies erzwingt auch eine Vergr�o�erung der Dag{Darstellung (im Unterschied zum Haupttyp von (�x:hx; xi) � e)Beispiel 7.2.2 (Wand, Buneman) Seisn := let x0 = �y:yin let x1 = hx0; x0iin . . . let xn = hxn�1; xn�1iin xnDie Dag{Dastellung des Haupttyps von sn hat 2
(n) Knoten, da der Haupttyp so viele Variablenhat. Andere Typisierungen k�onnen weniger Knoten haben (z.B. alle Variablen identi�zieren).Beispiel 7.2.3 (Kanellakis/Mitchell) Seitn := let x1 = �y:hy; yiin let x2 = x1 � x1in . . . let xn = xn�1 � xn�1in xn � �y:yDer Haupttyp von tn ist (�! �)[2n], mit 22
(n) Knoten in der Baum{ und 2
(n) Knoten in derDag{Darstellung. Da er nur eine Variable hat, ist jeder Typ von tn von mindestens dieser Gr�o�e.(Beachte, da� mit �[1] := �; �[n+1] := �[n] � �[n] hierbei x1 : �! �[2]; xi : �! �[2i].)



74 KAPITEL 7. ENTSCHEIDUNGSKOMPLEXIT�AT DER ML-TYPISIERBARKEITBemerkung:Die Typisierung von t5 ben�otigt auf einer Sun 3/160 �uber 2 Minuten CPU-Zeit, 60 MegabyteSpeicher und >170 Seiten Ausdruck f�ur den Haupttyp.Beachte, da� xn in 7.2.3 der 2n{fachen Komposition �y:x2n0 (y) von x0 = �y:hy; yi entspricht.Die Grundidee von Mairson's Beweis ist nun� Ist x0 das "Anh�angen eines Felds\ an ein Turingband, so verschaftt xn exponentiell vielPlatz (in der L�ange n von tn)� Ist x0 die �Ubergangsfunktion einer Turingmaschine und y eine Kon�guration, so ist xn die2n{fache Anwendung der �Ubergangsfunktion auf y.7.3 Programmieren auf der Ebene der TypenWir wollen nun beliebige Berechnungen in die Ermittlung von Haupttypen geeigneter �{Termekodieren. Dazu w�ahlen wir |nach Kanellakis/Mitchell[1989]| als "Programme\ �-Terme derfolgenden Form: P = �Eingabez }| {x1 : : :xn:�Ausgabez }| {y1 : : : ym :�z:Kz(�lokale Variablez }| {z1 : : : zk :Befehlez}|{e ):Dabei soll P ein geschlossener typisierbarer �{Term sein. Wegen K = �xy:x ist�x1 : : : xn:�y1 : : :ym:�z:z =: nf(P )die �{Normalform von P . Wir sind aber nicht am Wert von P , sondern am Haupttyp von Pinteressiert. Durch geeignete Wahl von e wird die Haupttypisierung; . nf(P ) : �1 ! : : :! �n ! �1 ! : : :! �m ! 
 ! 
in eine spezi�schere Haupttypisierung(�) ; . P : ~�1 ! : : :! ~�n ! ~�1 ! : : :! ~�m ! 
 ! 
�uberf�uhrt, wobei 
 in ~�i und ~�j nicht vorkommt. Die Haupttypisierung (�) erlaubt es, P alsFunktion auf Typen zu interpretieren:(��) P (�1; : : : ; �n) := 8><>: (�1; : : : ; �m); falls S = mgu(~�1 ! : : :! ~�n; �1 ! : : :! �n)6= fail und �j = S ~�j ; j = 1; : : : ; munde�niert, falls mgu(~�1 ! : : :! ~�n; �1 ! : : :! �n) = failHierbei ist mgu wieder der allgemeinste Uni�kator. Um nun ein solches P w�ahrend der Ermitt-lung des Haupttyps eines �{Terms t "als Funktion auf Typen\ zu verwenden, brauchen wir einenTeilterm von t der Form (Ps1 � � �sn). Sind f�ur i = 1; : : : ; n� . si : �i



7.3. PROGRAMMIEREN AUF DER EBENE DER TYPEN 75Haupttypisierungen von si, so ist durch die Typisierung von (Ps1; : : : ; sn) modulo �, d.h. durchW (�; Ps1 � � �sn) = (S; �1 ! : : :! �m ! 
 ! 
);die Anwendung P (�1; : : : ; �n) = (�1; : : : ; �m) von P als Typfunktion simuliert.Bemerkung:(i) Nach dieser Anwendung von P werden weitere Teilterme von t nicht mehr modulo �,sondern modulo S� typisiert. Weitere Vorkommen der si stehen daher nicht mehr f�urArgumenttypen �0i.(ii) Ob es zu � einen (rec{freien) Term t gibt, so da� ; . t : � eine Haupttypisierung ist, istein PSPACE{vollst�andiges Problem: es bedeutet zu zeigen, da� � eine (intuitionistische)Tautologie ist (Statman[8]).Die Terme, Anweisungen und Prozeduren einer Programmiersprache zum "Rechnen auf derTypebene\ de�nieren wir simultan wie folgt.De�nition 7.3.1 t := x j Pit1 � � � tne := t1=̂t2 j t! t1=̂t2 j he1; : : : ; eniPn := �x1 : : :xn:�y1 : : : ym:local z1 : : : zk:e;wobei folgende Abk�urzungen verwendet werden:t1=̂t2 := �z:hzt1; zt2it! t1=̂t2 := tt1t2he1; : : : ; eni := �z:ze1 � � �enlocal z1 : : :zk :e := �z:Kz(�z1 : : :zk :e)Proposition 7.3.2 Jede Typisierung von �{Termen der Form t1=̂t2; b ! t1=̂t2; he1; : : : ; eniund (local z1 : : :zk :e) erfolgt nach folgenden herleitbaren Regeln:� . t1 : � � . t2 : �� . t1=̂t2 : (� ! �)! (� ! � ! %)! % � . b : �1 ! �2 ! � ; � . ti : �i� . b! t1=̂t2 : �� . e1 : �1 : : : � . en : �n� . he1; : : : ; eni : (�1 ! : : :! �n ! �)! � � . �z1 : : : zk:e : �� . local z1 : : : zk:e : � ! �Hierbei sind die Typen von t1=̂t2 usw. unwesentlich. Es kommt auf die "operationale\ Lesartder Regeln an:Anweisung Bedeutungt1=̂t2 Uni�ziere die Typen von t1 und t2.t ! t1=̂t2 Uni�ziere die Typen von t1; t2 mit den Argumenttypen von the1; : : : ; eni F�uhre die Anweisungen e1; : : : ; en aus.



76 KAPITEL 7. ENTSCHEIDUNGSKOMPLEXIT�AT DER ML-TYPISIERBARKEIT7.4 Kodierung monotoner Boole'scher AlgebraZur Interpretation der "bedingten Anweisungen\ b! t1=̂t2 brauchen wir eine geeignete Kodie-rung der Bedingung b als Boole'scher Wert auf der Typebene: Es gen�ugt, die monotone AlgebraL = (ftrue; falseg;^;_; true; false) ohne Negation zu kodieren. Wir w�ahlen folgende Pro-gramme:De�nition 7.4.1 (Kanellakis/Mitchell, Henglein)True := �y1y2:local:hy1=̂y2iFalse := �y1y2:local:h iOr := �x1x2:�y:local:hy=̂False; x1 ! y=̂True; x2 ! y=̂TrueiAnd := �x1x2:�y:local z:hy=̂False; x1 ! z=̂True; x2 ! y=̂ziProposition 7.4.2 Folgende Haupttypisierungen sind C{herleitbar:; . True : �True := �! �! 
 ! 
; . False : �False := �! � ! 
 ! 
; . Or : (�False ! � 0True ! �0)! (�False ! � 00True ! �00)! �False ! � ! �; . And : � ! � 0True ! �0)! (�False ! � ! �00)! �False ! �0 ! �0wobei �0; �00; �; �0 Typvariable sind und � 0True und � 00True Kopien von �True mit frischen Typvari-ablen.Folgerung 7.4.3 Als Funktionen auf Typen verhalten sich True;False;Or und And wie erwar-tet: True() = (�; �) False() = (�; �)Or(�True ; � 0True) = � 00True And(�True ; � 0True) = � 00True... ... ... ... ... ...Or(�False ; � 0False) = � 00False And(�False ; � 0False) = � 00FalseBeachte, da� die Wahl von True;False tats�achlich die angestrebte Bedeutung von b! y=̂z als"bedingter Anweisung\ erzeugt: b! y=̂z � byzzu typisieren bedeutet, y und z zu typisieren und falls b = True, die Ergebnisse zu uni�zieren.Bei der �Ubergabe von True;False an Prozeduren entstehen unerw�unschte Seitene�ekte, falls dieArgumente mehrfach verwendet werden:Beispiel 7.4.4 Sei P = �x:�y1y2:local:hx! y1=̂False; x! y2=̂Truei: Wir erwarten, da� derAusdruck (P True) den Haupttyp �False ! � 0True ! 
 ! 




7.4. KODIERUNG MONOTONER BOOLE'SCHER ALGEBRA 77hat, d.h. y1=̂False und y2=̂True "ausf�uhrt\. Da aber True : � ! � ! � ! � Gleichheit derbeiden Argumenttypen erzwingt und x in P �uberall denselben Typ hat (�{Regel!), erh�alt man; . (P True) : �True ! �True ! 
 ! 
 !Die Kodierung ist also nicht korrekt, falls eine Prozedur ein boole'sches Argument mehrfachverwendet. Wir korrigieren das, indem wir in jeder Prozedur zun�achst das Argument (bzw. seinenTyp) so oft kopieren, wie es verwendet wird. Dazu wird eine boole'sche Verzweigung verwendet.De�nition 7.4.5[x1; : : : ; xn] := �y1 : : :yn:local:hy1=̂x1; : : : ; yn=̂xnifanout x := �y1y2:local x1 x2 y11 y12 y21 y22:h [y11; y12]=̂y1; y1=̂False; [y21; y22]=̂y2; y2=̂False;[x1; x2]=̂x; [y11; y21]=̂x1; [y12; y22]=̂x2 iAnschaulich ist fanout ein Schaltkreis der Form���� @@@@���� @@@@x = [x1; x2]y1 = [y11; y12] y2 = [y21; y22]Proposition 7.4.6 Jede Typisierung von [e1; : : : ; en] und (fanout e) erfolgt gem�a� den folgen-den herleitbaren Regeln:� . e1 : �1; : : : ; � . en : �n� . [e1; : : : ; en] : �1 ! : : :! �n ! %! %� . e : (�1 ! �2 ! �3)! (�1 ! �2 ! �3)! %� . (fanout e) : (�1 ! �1 ! %1 ! %1)! (�2 ! �2 ! %2 ! %2)! %3 ! %3Folgerung: Folgende Haupttypisierungen sind herleitbar:� . fanout True : (�! �! 
1 ! 
1)! (� ! � ! 
2 ! 
2)! 
 ! 
� . fanout False : (�! � ! 
1 ! 
1)! (� ! �! 
2 ! 
2)! 
 ! 
bzw. � . fanout True : �True ! � 0True ! 
 ! 
� . fanout False : �False ! � 0False ! 
 ! 
:Mit anderen Worten, fanout erzeugt aus den boole'schen Eingabetypen zwei voneinander unab-h�angige Kopien.



78 KAPITEL 7. ENTSCHEIDUNGSKOMPLEXIT�AT DER ML-TYPISIERBARKEITBeispiel 7.4.7 (Fortsetzung von 7.4.4) Ersetzen wirP = �x:�y1y2:local:hx! y1=̂False; x! y2=̂Trueidurch P 0 = �x:�y1y2:local z1; z2:h[z1; z2]=̂(fanout x); z1 ! y1=̂False; z2 ! y2=̂Truei;so erhalten wir die gew�unschten Haupttypisierungen; . (P 0 True) : �False ! � 0True ! � ! �;; . (P 0 False) : �! � ! 
 ! 
;d.h. der unerw�unschte Seitene�ekt von P ist behoben.7.5 Kodierung endlicher MengenNach den Programmen m�ussen wir jetzt noch die Kodierung der Bandsymbole, Maschinenzu-st�ande usw. festlegen, damit wir die Ausf�uhrung der Programme auf einer Maschine durch dieTypsynthese simulieren k�onnen.Wir repr�asentieren MengenD = fd0; : : : ; dmg der M�achtigkeitm durch Folgen boole'scher Werte,d0 := [True;False; : : : ;False]d1 := [False;True; : : : ;False]...dm := [False;False; : : : ;True];wobei in der Kodierung von di nur das i+ 1-te Folgenglied True ist. Fallunterscheidung �uber Dkann damit durch folgendes Hilfsprogramm dargestellt werden:selectD(x; [x0; : : : ; xm]) :=�y:local z0 : : :zm:h[z0; : : : ; zm]=̂x; z0 ! y=̂x0; : : : ; zm ! y=̂xmiBeachte, da� die Typisierung dieses Ausdrucks einen Seitene�ekt auf x aus�ubt, d.h. den Ein-gangstyp von x ver�andert. Um die (Typen der) Elemente von D mehrfach verwenden zu k�onnen,brauchen wir auch eine M�oglichkeit, davon frische Kopien zu erzeugen:copy := �x:�y1y2:local z0z00z000 : : :zmz0mz00m:h [z0; : : : ; zm]=̂x;[z00; z000 ]=̂(fanout z0); : : : ; [z0m; z00m]=̂(fanout zm);y1=̂[z00; : : : ; z0m]; y2=̂[z000 ; : : : ; z00m] iBeachte wieder, da� auf x ein Seitene�ekt ausge�ubt wird. Von den 2 frischen Kopien k�onnen wiraber eine f�ur weiteres Kopieren verwenden, und damit e{faches kopieren de�nierencopy � e := �x:�y1 : : :ye:local z0z00z000 : : : z0m : : :z00mx1 : : : xe:h[x1; y1]=̂(copy x); [x2; y2]=̂(copy x1); : : : ; [xe; ye]=̂(copy xe�1)i



7.6. KODIERUNG VON TURINGMASCHINEN 797.6 Kodierung von TuringmaschinenEine Turingmaschine M = (Q;�; �; F; q0) mit Zustandsmenge Q = fq0; : : : ; qkg, Bandsymbolen� = fB0; : : : ; Blg, Bewegungsrichtungen L;R, Transitionsfunktion � : Q� �! Q� �� fL;Rg,Startzustand q0 2 Q, Endzustandsmenge F � Q kodieren wir nun "in den Typen\ geeigneter�{Terme.Kodierung von Q;�; fL;Rg: Dies erfolgt gem�a� der Kodierung endlicher Mengen, 7.5.Kodierung von �:P� := �q; b:�q0b0d:local t0t112b0 : : : bk:h [b0; : : : ; bk]=̂(copy� � (k + 1) b);t0=̂(selectQ q [select� b0 [�(q0; B0); : : : ; �(q0; Be)];...select� bk [�(qk; B0); : : : ; �(qk; Be)] ]);[t1]=̂t0;[t2]=̂t1;[q0; b0; d]=̂t2 iKodierung einer Kon�guration K 2 �� � Q� �� :Wir k�onnen annehmen, da� ein ausgezeichnetes Bandsymbol, etwa B0, stets und nur am Anfangund am Ende der Bandinschrift vorkommt. Au�erdem soll M nicht �uber den Wortanfang nachlinks laufen (bzw. nur das rechte Wortende verschieben k�onnen). Ist K = b1b2 : : : bnqbn+1 : : : bm,so kodieren wir K durch den TermK = [Kl; q;Kr]; mit Kl = [bn; [bn�1; [: : : [b1; $] : : :]]];Kr = [bn+1; [bn+2; [: : : [bm; $] : : :]]];$ = [B0; �z:z] (�z:z = h i)Eine Anfangskon�guration mit Eingabe b : : :bm hat also die FormK0 = [$; q0; [b1; [: : : ; [bm; $] : : :]]]:Kodierung eines Rechenschritts : Eine Kon�gurationK = lz }| {l1z }| {v b1 q rz }| {b r1z }| {w B0k�onnen wir nach ihrer Form zerlegen und mit Fallunterscheidungen analysieren. Die Nachfolge-kon�guration wird dann mit P� aus den Bestandteilen zusammengesetzt:



80 KAPITEL 7. ENTSCHEIDUNGSKOMPLEXIT�AT DER ML-TYPISIERBARKEITPmove = �K:�K0:local : : :h [l; q; r]=̂K;[b1; r1]=̂r;[b0; r0]=̂(select b1 [r; : : : ; [B; $]; : : :r]); ([B; $]: Test auf Bandende)[bl; l1]=̂l;[q0;~b; dir]=̂(P� q b0);K 0=̂(select dir [ [l1; q0; [bl; [~b; r0]]]| {z }Linksbewegung ; [[~b; l]; q0; r0]| {z }Rechtsbewegung ]) iEine Rechtsbewegung wird in � durch vblqbw! vbl~bq0w beschrieben; entsprechend f�ur Linksbe-wegungen. Wir k�onnen annehmen, da�M bei jeder Eingabe der L�ange n mindestens 2n Schritterechnet.Kodierung von 2c�n Rechenschritten durch einen ML{Term der L�ange nWir verwenden jetzt die kompakte Darstellung von Funktionskomposition aus 7.2.3, um durcheinen kurzen ML{Term viele Hintereinanderausf�uhrungen von Pmove auf den Typen zu simulie-ren:simK0 = let move1 = Pmove � Pmovein let move2 = move1 �move1in . . . let moven = moven�1 �moven�1in �lqr:�y:local:h [l; q; r]=̂(moven K0);y=̂(select q [False; : : : ;True; : : :]);y ! �x:x=̂�xy:x i;wobei K0 die Anfangskon�guration zu gegebener Eingabe ist, und in [False; : : : ;True; : : :] stehtTrue an den Positionen i mit qi 2 F , False an den anderen. Seisim0K0 = �l q r:�y:local:h [l; q; r]=̂( 2n�malz }| {Pmove(Pmove(: : : (Pmove K0) : : :))));y=̂(select q [False; : : : ;True; : : :]);y ! �x:x=̂�xy:x i:das Ergebnis der let-Reduktion von simK0 .Lemma 7.6.1 M akzeptiert die in K0 kodierte Eingabe w in 2n Schritten , simK0 ist nichtML{typisierbar.Beweis: M be�ndet sich nach 2n Schritten in einem Endzustand , q und damit y in sim'm�ussen bei einer Wohltypisierung den Typ �True erhalten , y ! �x:x=̂�xy:x ist untypisierbarwegen y : �True , also auch sim'. 2



LITERATUR 81Beachte, da� zur Typisierung von sim die polymorphe let{Regel erforderlich ist, d.h. da� diebeiden Vorkommen der movei jeweils verschiedene Typen brauchen: an sim' sieht man, da� dieTeiltterme (Pmove(: : : (Pmove K0) : : :)) in ihren Typen i.a. verschiedene Kon�gurationen von Mkodieren, also Pmove jeweils anderen Typ annimmt. Damit haben wir gezeigt:Satz 7.6.2 (Mairson[6],Kfoury e.a.[5]) Das Typisierbarkeitsproblem f�ur ML-Terme ist DEXP-TIME schwer.Da� man die Frage, ob ein �{Term ML{typisierbar ist, mit einer deterministischen Turingma-schine in exponentieller Zeit entscheiden kann, zeigtSatz 7.6.3 (P. Kanellakis/J.C. Mitchell[4]) ML{Typisierbarkeit liegt in DEXPTIME.F�ur den Beweis wird auf die angegebene Literatur verwiesen.Es bleibt zu erkl�aren, wieso die hohe theoretische Komplexit�at der ML-Typsynthese sich wieeingangs gesagt in der Programmierpraxis nicht bemerkbar macht. Ein plausibler Grund ist,da� von let-Abk�urzungen nicht sehr tief geschachtelt auftreten, so da� die Vervielfachung derGr�o�e von Haupttypen kaum auftreten d�urfte. Au�er bei sehr kurzen Programmen, die man zurLehrzwecken benutzt, ist der Haupttyp eines ML-Programms normalerweise nicht gr�o�er als dasProgramm. McAllester[1] hat gezeigt, da� die Typisierbarkeit eines ML-Programms e in fast-linearer Zeit (d.h. in O(bn � �(bn)) Schritten, wobei n = jej, b eine Konstante und � die Inverseder Ackermannfunktion ist) entschieden werden kann, wenn folgende Voraussetzung erf�ullt ist:ist e0 durch Ausf�uhren aller let-Redexe aus e entstanden und U das Un�kationsproblem f�urTypausdrucke, das man zur Synthese des C-Typs von e0 l�osen mu�, so hat jeder in der L�osungvon U auftretende Typ eine durch b beschr�ankte Gr�o�e.Literatur[1] David McAllester. Inferring recursive data types. 1996. unpublished.[2] F. Henglein. A lower bound for full polymorphic type inference: Girard-Reynolds typabilityis DEXPTIME-hard. Technical Report RUU-CS-90-14, Utrecht University, April 1990.[3] F. Henglein. A simpli�ed proof of DEXPTIME-completeness of ML typing. Manuscript,March 1990.[4] Paris B. Kanellakis and John Mitchell. Polymorphic uni�cation and ML-typing. In ACMSymposium on Principles of Programming Languages, pages 5{15, 1989.[5] A. J. Kfoury, J. Tiuryn, and P. Urzyczyn. An analysis of ML-typability. Journal of theACM, 199?[6] Harry G. Mairson. Deciding ML typability is complete for deterministic exponential time. InProoceedings of the 17th ACM Symposium on Principles of Programming Languages, pages382{401. ACM, January 1990.
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