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Kapitel 1

Grundlagen

1.1 Alphabete, Worter und Sprachen

Definition 1.1 [Alphabet| Ein Alphabet ist eine endliche Menge ¥ von
Zeichen (Symbolen).

Es sei angemerkt, daf§ in anderen Kontexten auch unendliche Alphabete be-
trachtet werden. Diese sind aber nicht relevant fiir die nachfolgenden Dar-
stellungen.

Beispiel 1.2 ¥ := {0,1}, ¥ := {a,---,2z} sind Alphabete. Auch
Yo = {Mann, Frau, Kind, Der, Die, Den, Das, Lobt} ist ein Alphabet (von
Wortern).

Fiir jedes n € IN bezeichne nachfolgend S,, := {i € NN | 1 < i < n} das
Anfangsintervall der Lange n der natiirlichen Zahlen. Hierbei ist Sy die leere
Menge 0.

Definition 1.3 [Wort] Sei ¥ ein Alphabet. Ein Wort der Léinge n € NN
iiber ¥ ist eine Abbildung w: S,, — X. Hierbei ist w(i) das i-te Symbol von

wiirl <i<n.

Salopp: Ein Wort ist eine Folge von n > 0 Symbolen aus X.
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6 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN

Beispiel 1.4 Sei ¥ := {a,b,c}. Dann ist u = aab ein Wort iiber ¥. Formal
kann w als die Abbildung mit dem Graphen {(1,a), (2, a), (3,b)} beschrieben
werden.

Beispiel 1.5 Es sei ¥ = {Mann, Frau, Kind, Der, Die, Den, Das, Lobt}.
,,Das Kind Lobt Den Mann“ ist ein Wort iiber X; aber auch ,,Kind Frau
Mann “.

Notation: Schreiben Worter stets in der Form aab, nicht als Abbildung.

Bemerkung 1.6 Sei X beliebig. Das Wort der Lange 0 iiber X ist eindeutig
bestimmt. Es ist die leere Abbildung (). Wir werden ,,e“ als Symbol fiir das
leere Wort verwenden.

Definition 1.7 Wir bezeichnen mit

e 3" die Menge aller Worter der Lénge n iiber 3.
o X' =Uien »* die Menge aller Worter iiber 3,

e Y ={J;o0 X die Menge aller nichtleeren Wérter iiber .

Definition 1.8 [Sprache| Eine (formale) Sprache tiber einem Alphabet ¥
ist eine Teilmenge L von X*.

Beispiel 1.9 {a,b}*, {¢} und 0 sind Sprachen iiber {a, b}.

Der nachfolgende Seitenausflug soll klarmachen, dafl es fiir ein nicht-
leeres Alphabet ¥ in einem zu prézisierenden Sinn mehr Sprachen iiber X
gibt, als mit endlichen Ausdrucksmitteln in irgendeiner Weise darstellbar
sind. Um diesen Sachverhalt zu préazisieren, ben6tigen wir einige Begriffe
der Mengenlehre.

Definition 1.10 [abzdhlbar] Eine Menge M heifit abzdihlbar genau dann,
wenn M endlich ist oder es eine Bijektion 8: N — M gibt.
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Lemma 1.11 Sei X ein nichtleeres Alphabet. Dann ist * abzihlbar unend-
lich.

Beweis: Bleibt dem Leser iiberlassen. (Hinweis: mit Hilfe von Ordnungen.)

Bemerkung 1.12 Sei ¥ = (). Dann ist X* = {e}.

Lemma 1.13 Ist M eine abzdihlbar unendliche Menge, so ist die Potenz-
menge P(M) diberabzihlbar.

Beweis: Zunéchst ist klar, dal P(M) nicht endlich ist. Angenommen es gibt
eine Bijektion 8 : N —P(M). Da M abzihlbar unendlich ist, existiert eine
Bijektion v: N — M. Damit ist § := 3 0~~! eine Bijektion M —P(M).
Wir betrachten nun die Diagonalmenge D := {m € M : m ¢ §(m)}. Da §
bijektiv ist, existiert ein n € M mit 6(n) = D. Falls

n € D, D =§(n), so gilt nach Definition n ¢ D
n¢ D, D =§(n), so gilt nach Definition n € D

Dies ist ein Widerspruch, also kann es keine Bijektion 5 geben. m

Bemerkung 1.14 Die obige Beweismethode, die ein ,,Diagonalargument “
verwendet, geht auf Georg Cantor, den Begriinder der Mengenlehre, zuriick.
Man kann mit dhnlichen Diagonalargumenten z.B. zeigen, daf} die reellen
Zahlen tiberabzihlbar sind.

Korollar 1.15 Ist 3 ein nichtleeres Alphabet, so gibt es iberabzihlbar viele
formale Sprachen tiber 3.

Das Lemma zeigt, daf} es zu jedem nichtleeren Alphabet X eine {iberabzéihl-
bare Menge von Sprachen iiber 3 gibt. Wenn wir Sprachen in gleich welcher
Form eindeutig beschreiben wollen, so sind wir auf eine Metasprache ange-
wiesen, die fiir die Beschreibung verwendet wird. Jede Sprachbeschreibung
sollte aber ein endlicher Ausdruck der Metasprache sein. Es ist sinnvoll an-
zunehmen, dafl auch die Metasprache iiber einem endlichen nichtleeren Al-
phabet I' gebildet ist. Sprachbescheibungen sind dann Worter iiber I'. Nach
Lemma 1.11 kann es damit aber nur abzéhlbar unendlich viele Sprachbe-
schreibungen geben. Die Mehrzahl der Sprachen iiber ¥ bleiben unbeschreib-
bar.
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1.2 Operationen auf Wortern

Definition 1.16 [Konkatenation] Die Konkatenation o : ¥* x ¥* — ¥* ist
wie folgt definiert: fiir u € ¥*¥ und v € X! ist v o v € XF*H die Abbildung
Sk — X mit

wou(i) = w(i) fir 1<i<k,
Tl wi—k) fir k<i<k+l

Beispiel 1.17 aab o bc = aabbe.

Definition 1.18 [Inversenbildung] Die Inversenbildung ~—1: ¥£* — X* ist
wie folgt definiert: fiir u € X! ist u™': S — X! definiert als u=1(i) :=
u(l+1—1).

Beispiel 1.19 aabc™! = cbaa.

Notation: statt «~! wird in der Literatur auch oft v oder u"®" geschrie-
ben.

Bemerkung 1.20 a) Die Konkatenation ,,0¢ ist assoziativ. Es ist (X7, 0)
die von ¥ frei erzeugte Halbgruppe und (¥*, 0,¢) das von ¥ frei erzeugte
Monoid mit dem neutralen Element e.

b) Fiir jedes Wort w € ¥* gilt: (w™1)~1 = w.

Notation: Anstatt u o v o w schreiben wir kurz vvw.

Definition 1.21 [Teilwort, Priifix, Suffix] Seien wq,ws € ¥*.

1. wq heillt Teilwort oder Faktor von we genau dann, wenn es u,v € X*
gibt mit wy = wwyv; das Paar (u,v) heifit dann der Kontext von w; in
w9.

2. wy heiflt Prdfix von ws genau dann, wenn es ein u € X* gibt mit
w9y = W1U.
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3. wy heiBt Suffir von wo genau dann, wenn es ein u € X* gibt mit
wo = UwW1.

Ein Teilwort (Prifix, Suffix) w; eines Worts wy heifit echtes Teilwort (Préfix,
Suffix) von we genau dann, wenn wy # wy gilt.

Beispiel 1.22 1. 01 ist Teilwort, Suffix und Préfix von 01.
2. 0 ist echtes Prdifiz von 01.
3. 1 ist echtes Suffix von 01.

4. € ist Teilwort, Prifix und Suffix jedes Wortes.

1.3 Operationen auf Sprachen

Wir werden im weiteren Verlauf die folgenden Operationen auf Sprachen
iiber einem festen Alphabet ¥ verwenden (es bezeichnen L, L; und Ly Spra-
chen {iber X).

o Vereinigung L1 U Lo,

o Durchschnitt L1 N Lo,

e Differenz L1 — Lo,

e Komplement L .= ¥*\ L,

e Konkatenation Ly o Ly := {wjws | wq € L1, ws € Lo},

e n-te Potenz L™ := {wy---wy, | w; € L firl <i < n} (n>1), sowie
LY := {e},

e Konkatenationsabschluf$ oder Kleene-Stern L* := ], cn L".
o Linksdivision von Ly durch Lq als

Li\Ly:={we¥ |VYve Liwow € Ly},

e Rechtsdivision von Ly durch Lo als

Ll/LQ = {w ex” ‘ Vv € Lywowv € Ll},
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o Spiegelung L' := {w™' |w € L}.
FEinige Bemerkungen:

1. Falls L1 = () oder Ly = (), so folgt Ly o Ly = (.
2. Esgilt L" =LoL---oL (n Faktoren).

3. Der Name Links- (bzw. Rechts-) Division wird versténdlicher mit fol-
genden Regeln. Stets gilt Ly o (L1 \ La) C Lo und (Ly/Lg) o Ly C L.

Beispiel 1.23 o " ={e}

o {e}" ={e}
o ¥ = L+ U {6}, wobel L+ = UZEN\{O} LZ

1.4 Drei Grundprobleme

Zum Abschluss des Kapitels wollen wir drei Grundproblemen nennen, die
sich beim Umgang mit formalen Sprachen immer wieder stellen.

1. Beschreibungs- bzw. Definitionsproblem. Welche Formalismen lassen
sich verwenden, um formale Sprachen eindeutig zu beschreiben bzw.
zu definieren.

2. Erkennungs- bzw. Entscheidungsproblem. Gegeben sei eine formale
Sprache L iiber einem Alphabet X, die in geeigneter Weise beschrieben
sei. Wie kann man fiir vorgelegte Worter w € X* entscheiden, ob w € L
gilt?

3. Analyseproblem. Gegeben sei eine formale Sprache L iiber einem Al-
phabet 3, die derart beschrieben sei, dafl jedes Wort w € L eine (nicht
notwendig eindeutige) grammatikalische Struktur besitze. Wie kann
man fiir ein Eingabewort w € ¥* entscheiden, ob w € X* gilt und
gegebenenfalls die grammatikalische Struktur(en) von w ermitteln?
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Das Beschreibungsproblem fithrt uns auf verschiedene Grammatikbegriffe.
Im weiteren Verlauf werden wir unter anderem regulére Ausdriicke und kon-
textfreie Grammatiken als Beispiele kennelernen. Das Erkennungsproblem
motiviert die Einfiihrung verschiedener Typen von Automaten. Das Analy-
seproblem, welches das Erkennungsproblem beinhaltet, fiihrt auf verschie-
dene Parsingverfahren. Die genannten Begriffe werden in den nachfolgenden
Kapiteln prézisiert.

Aufgaben zu Kapitel 1

Aufgabe 1.1 Es seien u,v,w nichtleere Worte iiber einem Alphabet, die
die ,,Konjugationsgleichung® uv = vw erfiillen. Was 148t sich iiber die Form
von u bzw. den Zusammenhang zwischen der Gestalt von v und v sagen?
Versuchen Sie, die allgemeine Gestalt von u in Abhéngigkeit von v zu cha-
rakterisieren. Anleitung: betrachten Sie Situationen, wo v sehr viel ldnger
ist als w.

Aufgabe 1.2 Es sei ¥ das Alphabet {a,b}. Fiir w € X* bezeichne w' die
i-fache Konkatenation wo ---ow (i > 1).

1. Essei L:={a’|1<i<k}, Was ist L"?

2. Essei L := {a}. Was ist (L?)*?

3. Was ist (X 0X)*? (Symbole aus ¥ werden hier als Worter der Lange 1
betrachtet.)

Aufgabe 1.3 Es sei L eine Sprache iiber dem Alphabet Y. Wann gilt L™ =
L*? Geben Sie eine notwendige und hinreichende Bedingung an.

Aufgabe 1.4 Esseien L, L und Lo Sprachen iiber dem Alphabet X. Zeigen
Sie, dafl stets gilt:

(LiULy)™' = LyluLyt,
)7t = LitnLyt,
(LioLy)™t = Ly'oLi!,
(Lil)il = L’
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(L1U L))" = (LTULy)",
LO(LlULg) = (LOLl)U(LOLQ).

Zeigen Sie, daf hingegen i.a. nicht Lo (L; N Lg) = (Lo Ly) N (Lo Lg) gilt.



Kapitel 2

Regulire Sprachen und
endliche Automaten

2.1 Regulire Ausdriicke und regulire Sprachen

Regulédre Ausdriicke stellen eine wichtige Mdoglichkeit dar, moglicherweise
unendliche Sprachen mit Hilfe endlicher Metaausdriicke zu definieren. Sie
stellen damit eine partielle Losung des im vorausgegangenen Kapitel ge-
nannten ,,Beschreibungsproblems“ dar. Es bezeichne nachfolgend ¥ stets
ein endliches Alphabet.

Definition 2.1 [regulidre Ausdriicke] Die Menge der reguliren Ausdriicke
iiber ¥ ist rekursiv wie folgt definiert:

1. ( (alternativ auch als 0 notiert) ist ein regulidrer Ausdruck.
2. 1 ist ein reguldrer Ausdruck.

3. Fiir jedes o € X ist ¢ ein regulérer Ausdruck.

S

. Falls a und S reguldre Ausdriicke sind, so auch

o o,

e (aUp) (alternativ auch als (a + ) notiert) und

13
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e (a- ) (alternativ auch als (a/3) notiert).

5. Jeder reguldre Ausdruck wird mit den oberen vier Regeln gebildet.

Es ist wichtig, sich klarzumachen, dafl die in den reguldren Ausdriicken
verwendeten Symbole wie (), U, o, hier Ausdriicke einer Metasprache sind.
Beispielsweise macht es keinen Sinn, von der Vereinigung (im mengentheore-
tischen Sinn) zweier regulirer Ausdriicke zu sprechen. Regulidre Ausdriicke
sind demzufolge keine Sprachen, sie werden vielmehr verwendet, um Spra-
chen zu bezeichnen.

Definition 2.2 Jedem regulidren Ausdruck « iiber 3 148t sich rekursiv eine
Sprache L(a) C ¥* wie folgt zuordnen:

/\
/\
\_/
~

5. L((aU ) = L(a) UL(B) (= L(a + B)),
6. L((a - 8) = L(a) o L(B) (= L(aB)).

Es folgt aus Definition 2.2, dafl der Ausdruck 1 redundant ist. In der Tat
konnten wir ihn durch 0* ersetzen. Manche Autoren verzichten daher auf
diesen Ausdruck.

Beispiel 2.3 Sei ¥ = {0,1}.
Esist L((1* U0*)) = L(1*) U L(0*) = L(1)* U L(0)* = {1}* U {0}*.

Wir werden in reguliren Ausdriicken nachfolgend Klammern weglassen,
wenn die eindeutige Lesbarkeit erhalten bleibt.

Definition 2.4 Die Menge der requldren Sprachen iiber X ist die kleinste
Menge von Sprachen, die die Sprachen () sowie {o} fiir alle ¢ € ¥ enthiilt,
und die abgeschlossen ist unter den ,,reguléren“ Operationen o , * und U.
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Bemerkung 2.5 1. Eine solche Menge existiert, da mit jeder Menge £
von Sprachfamilien, die alle die obigen Eigenschaften besitzen, stets
auch deren Durchschnitt (] £ eine Sprachfamilie ist, die alle aufgefiihr-
ten Eigenschaften besitzt.

2. Es ist leicht zu zeigen: L C ¥* ist eine regulédre Sprache genau dann,
wenn ein reguldrer Ausdruck o iiber ¥ existiert mit L = L(«).

3. Jede endliche Sprache iiber ¥ ist stets regulr.

4. Wir werden spéter sehen, dafl die Klasse der regulidren Sprachen auch
unter Durchschnitt N und Differenz — abgeschlossen ist.

Definition 2.6 Zwei regulidre Ausdriicke o und o’ heiflen dquivalent genau
dann, wenn L(a) = L(/) gilt.

Wir schreiben o = § falls die reguliren Ausdriicke o und § dquiva-
lent sind. Regulidre Ausdriicke werden in vielen Programmiersprachen zum
,,Patternmatching“ (Suche nach Ausdriicken, die einem einfachen Muster
folgen) in Text- oder Programmdateien verwendet. Auch in Betriebssyste-
men werden — etwa zur Dateiensuche — verwandte Ausdriicke wie *.dvi
verwendet. Die resultierenden Suchzeiten koénnen fiir zwei dquivalente re-
guldre Ausdriicke sehr unterschiedlich sein. Fiir Optimierungszwecke und
verwandte Aufgaben ist man also daran interessiert, einfache Regeln zur
Aquivalenzumformung zur Verfiigung zu haben. Das folgende Lemma listet
einige wichtige Regeln auf.

Lemma 2.7 Seien «, B und ~y regulire Ausdriicke. Dann gilt stets:

~
—_
Q
Il
Q
—_
Il
2
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7. Falls a = 8%y so a = fa U~y

8. Falls € ¢ L(B) und o= Pa U~y so auch a = *.

Beweis: Der Nachweis der Aquivalenzen 1-6 ist einfach und wird als
Ubungsaufgabe dem Leser iiberlassen.

uil. a=py= (B UD)y=pB*"vyUy = LBaUn.

Zu 8. Hilfsrechnung:

(6%

BaUy = B(BaUy)Uy
= BBaU(BUI* )y =BB(BaU~)U(BUD*)y
= BBBaU(BBUBUINY)Y

= pHtlau(BFuprFtu.-.-upuUD*)y

,C“ Sei w € L(a), | w|=: k. Jedes v € L(B**'a) hat | v |> k + 1. Daher
existiert ein i < k: w € L(B%y) C L(B*Y).
,2% Sei w € L(B*y). Dann gibt es ein i so, dal w € L(B%y), w € L(a). m

Bemerkung 2.8 Operationen U, o und * mit dhnlichen Gesetzméfigkeiten
treten auch bei der Menge der zweistelligen Relationen iiber einer Menge M
auf (Vereinigung, Komposition und reflexiv-transitive Hiille). Eine alterna-
tive Interpretation reguldrer Ausdriicke als bindre Relationen macht daher
Sinn. Weiterhin kénnen reguldre Ausdriicke auch in einer dritten Form als
Programme interpretiert werden. Zu den Einzelheiten der beiden alternati-
ven Interpretationen vergleiche man [?].

2.2 Deterministische endliche Automaten

Die sogenannten endlichen Automaten — wovon die deterministischen end-
lichen Automaten eine Teilklasse bilden — stellen einen einfachen Typ von
abstrakten Maschinen dar, mit denen das in Abschnitt 1.4 beschriebene
,,Erkennungsproblem “ gelost werden kann, allerdings nur fiir die Klasse der
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a a
b b 2
e @]

Abbildung 2.1: Deterministischer endlicher Automat in Graphendarstellung

reguléren Sprachen.! Jeder endliche Automat definiert in natiirlicher Wei-
se eine Sprache und einen zugehorigen Erkennungsalgorithmus. Die Eingabe
des Algorithmus ist ein beliebiges Wort iiber Y. Das Ergebnis ist die Ausgabe
»ja“ genau dann, wenn das Eingabewort zu der dem Automaten zugehori-
gen Sprache gehort. Wir werden spéter sehen, dafli man mit Hilfe endlicher
Automaten genau die reguldren Sprachen erkennen kann.

Bevor wir deterministische endliche Automaten und deren Erkennungs-
prozedur formal definieren, geben wir in Abbildung 2.1 ein einfaches Bei-
spiel. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit stellen wir den Beispielautoma-
ten als einen gerichteten Graphen dar. Der abgebildete Automat hat vier
Zustinde qo, - . ., qs, die den Knoten des Graphen entsprechen. Zustand ¢q
ist als sogenannter Startzustand ausgezeichnet und entsprechend mit einem
Eingangspfeil markiert. Zwei der Zustidnde, nimlich ¢ und g3 sind als so-
genannte Finalzustinde ausgezeichnet und entsprechend durch eine zweite
Umrandung markiert. Die mit Symbolen des Eingabe-Alphabets ¥ := {a, b}
gelabelten Kanten werden als die Uberginge des Automaten bezeichnet. Man
kann a-Ubergiinge und b-Ubergiinge unterscheiden. Fiir die hier abgebilde-
ten deterministischen endlichen Automaten charakteristisch ist, daf3 man
von jedem Zustand und fiir jedes Symbol o des Eingabe-Alphabets genau
eine ausgehende Kante bzw. einen o-Ubergang hat.

Die durch den Automaten definierte Erkennungsprozedur ist nun sehr
einfach zu erklaren. Wir fassen ein zu testendes Wort w = o7...0, als
,, Ticketfolge“ auf, die Kantenlabels als zu bezahlende Tickets. Ein Wort
wird genau dann akzeptiert, wenn man vom Startzustand aus startend durch

INicht fiir jede Sprache ist das Problem iiberhaupt lésbar. Wenn es iiberhaupt lésbar
ist, so noch nicht notwendigerweise mit Hilfe eines endlichen Automaten
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Traversieren der durch die Tickets o1,..., 0, des Eingabeworts vorgegebe-
nen Ubergiinge nach Verbrauch aller Tickets in einem Finalzustand endet. So
wird das Eingabewort babb vom Automaten akzeptiert, da die vier ,,Tickets*
b,a,a,b des Wortes vom Startzustand beginnend zunichst zu ¢y, dann zu
qo, dann zu ¢; und schliefflich zum Finalzustand g9 fithren. Das Wort bab
hingegen wird verworfen, da man vom Startzustand aus mit der Ticketfolge
b, a,b nach dem nicht-finalen Zustand ¢q; gelangt. Wir wollen diese Idee nun
formalisieren.

Bemerkung 2.9 Die Begriffe des ,,Zustands“ und des ,,Ubergangs“ sind
im Zusammenhang mit Automaten von zentraler Bedeutung. Unter einem
Zustand sollte man sich intuitiv allerdings weniger den Knoten eines Gra-
phen vorstellen, als eine Momentaufnahme eines dynamischen Systems zu
einem festen Zeitpunkt. Dabei wird angenommen, dafl das System in jedem
Moment vollstdndig durch eine endliche Zahl von Parameterwerten (aus ei-
nem endlichen Vorrat moglicher Werte) beschreibbar ist. Ubergiinge werden
durch dufere Impulse ausgelost, sie fithren in einen Nachfolgerzustand. Bei
deterministischen endlichen Automaten bestimmt jeder Impuls den Nach-
folgerzustand in eindeutiger Weise.

Definition 2.10 [DEA] Ein deterministischer endlicher Automat (DEA)
ist ein Quintupel A = (Q, %, 4, s, F) wo gilt:

e () ist eine endliche Menge, genannt die Menge der Zustinde von A,

e Y ist ein endliches Alphabet, das Eingabe-Alphabet,

§:Q x ¥ — Q ist eine Funktion, genannt die Ubergangsfunktion,

s € @ ist ein ausgezeichneter Startzustand,

F C @ ist eine ausgezeichnete Menge von Finalzustinden

Um die Bearbeitung einer Eingabe durch einen endlichen Automaten zu
formalisieren, ist der Begriff der Konfiguration niitzlich.

Definition 2.11 [Ubergang] Eine Konfiguration von A ist ein Element
aus @ x ¥* (lies: ein Paar bestehend aus dem aktuellem Zustand und dem
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Restwort). Der DEA A erlaubt den direkten Ubergang von der Konfiguration
(q,w) zur Nachfolgerkonfiguration (¢',w’), im Zeichen

(¢, w) =4 (¢, w)

genau dann, wenn w die Form ow’ (o € ¥) hat, wo §(q,0) = ¢. Mit =%
wird die reflexive und transitive Hiille der Relation :>114 bezeichnet. Das
Wort w € ¥* wird von A akzeptiert genau dann, wenn es einen Finalzustand
f € F gibt mit

(s,w) =74 (f,e).
Die Sprache L(A) := {w € ¥* | A akzeptiert w} heifit die von A erkannte
Sprache, oder die Sprache von A.

Eine alternative Art und Weise, die Sprache L(A) zu charakterisieren,
ergibt sich durch die Einfithrung der verallgemeinerten Ubergangsfunktion
§:Q x ¥X* — Q. Diese ist induktiv wie folgt erklért.

o9

(0.0 =0,
d(q,wo) :=9(6(q,w),0) (weX oel).

Lemma 2.12 Sei A ein DEA wie oben. Dann gilt stets fiir jedes w € X*
und alle p,q € Q: (p,w) =% (¢, €) genau dann, wenn é(p,w) = q.

Beweis. Durch Induktion iiber |w|.

Fiir |w| = 0 gilt w = e. Wir haben (p,e) =% (¢,¢€) gdw. p = ¢ gdw.

~

d(p,€) = q.

Sei die Behauptung bewiesen fiir alle Worter der Lange n > 0. Sei w =
w'o ein Wort der Lénge n + 1 iiber ¥ und o € 3. Wir haben (p,w'c) =%
(q,€) gdw. es existiert 7 € Q : (p,w'o) =% (r,0) =Y (p,¢) gdw. es
existiert r € Q : 4(p,w’) = r und d(r,0) = ¢ gdw. 0(p,w'c) = ¢. Dies
beendet den Beweis. O

Korollar 2.13 Unter Verwendung der obigen Bezeichnungen gilt L(A) =
{w e ¥* | d(s,w) € F}.

Beweis. Aus dem Lemma ergibt sich fiir beliebiges w € ¥*: w € L(A)
gdw. (s,w) =% (f,¢) fiirein f € F gdw. d(s,w) = f mit f € F. O
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Von dieser Charakterisierung wird an verschiedener Stelle Gebrauch ge-
macht. Wir werden sehen, dafl man zu einem gegebenen reguldren Aus-
druck « stets einen DEA A konstruieren kann mit L(A) = L(a) und vi-
ce versa. Als Beispiel zeigt Abbildung 2.2 einen DEA A, der die Sprache
L((abU aab)b*(a(ab U aab)b*)*) erkennt.

Abbildung 2.2: DEA fiir (ab U aab)b*(a(ab U aab)b*)*

Eine von vielen Anwendungen von deterministischen endlichen Automa-
ten im Bereich der Computerlinguistik illustriert Abbildung 2.3: Man kann
auch extrem umfangreiche Worterbiicher in sehr kompakter Weise als de-
terministische endliche Automaten abspeichern. Auf diese Art kann extrem
schnell festgestellt werden, ob ein gegebenes Eingabewort im Lexikon ist.

Bemerkung 2.14 Die Ubergangsfunktion eines deterministischen endli-
chen Automaten kann als Tabelle bzw. Matrix M der Dimension |Q| x |X|
dargestellt werden. Der Eintrag M; ; gibt das Bild des i-ten Zustands unter
dem j-ten Symbol des Alphabets an. Fiir den in Abbildung 2.1 beschriebe-
nen Automaten erhilt man beispielsweise die folgende Tabelle:
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acht
andacht
ansicht

applaus
aus

haus
heraus
hut

kraus
leicht

macht
maus
mut

Abbildung 2.3: Worterbuch D und Kodierung als deterministischer endlicher
Automat Ap.

qo || 90 | 1
q1 || 90 | 92
q2 || 90 | 93
q3 || 43 | 43

Bei der Implementierung deterministischer endlicher Automaten werden oft
Tabellen dieser Form verwendet. Sind nicht alle Uberggnge realisiert, so kann
man platzsparender auch jedem Zustand eine Liste der von ihm weggehenden
Ubergiinge zuordnen.

Bemerkung 2.15 Die Bedeutung der deterministischen endlichen Auto-
maten beruht vor allem darauf, dafl sie fiir das eingangs beschriebene Er-
kennungsproblem einen Algorithmus liefern, dessen Zeitkomplexitit linear
in der Lénge des Eingabeworts ist. Ist L = L(A) die Sprache des determi-
nistischen endlichen Automaten A und ist w ein Eingabewort der Liange n,
so kann man mittels n Aufrufen der Ubergangsfunktion und einem anschlie-
enden Test auf Finalitéit des erreichten Zustands tiberpriifen, ob w € L
gilt. Ein Aufruf der Ubergangsfunktion kann in konstanter Zeit realisiert
werden, etwa indem man die Ubergangsfunktion wie oben dargestellt als
Tabelle implementiert.
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Bemerkung 2.16 Wie die vorausgegangene Bemerkung deutlich macht,
ist es fiir das Konzept des deterministischen endlichen Automaten nicht we-
sentlich, daf§ es von jedem Zustand fiir jedes Symbol o des Alphabets einen
weglaufenden Ubergang mit Label o gibt. Solange wir pro Zustand ¢ fiir
jedes o € ¥ stets hichstens einen von ¢ startenden Ubergang mit Label o
haben, und solange jeder Ubergang als Label ein Wort der Linge 1 hat, er-
geben sich unverédnderte Erkennungsmoglichkeiten und Komplexitdten. Wir
erliutern dies anhand Abbildung 2.2. Beim dort abgebildeten Automaten
konnten wir ohne Schaden alle zum Zustand g4 fithrenden Uberginge weg-
lassen, da wir von g4 nicht mehr in einen Finalzustand gelangen koénnen.
Bei der Erkennungsprozedur wiirden wir das Eingabewort verwerfen, sobald
wir eine Konfiguration (g,ow) erreichen, wo es von ¢ aus keinen o-Uber-
gang mehr gibt. Wenn wir uns umgekehrt einen Automaten vorstellen, wo
es Zusténde gibt, die nicht fiir alle Symbole des Eingabe-Alphabets einen
entsprechenden Ubergang haben, so kénnen wir den Automaten um einen
neuen sogenannten ,,Fallenzustand “ ergénzen. Dieser ist nicht-final, alle feh-
lenden Ubergange lassen wir im Fallenzustand enden. Vom Fallenzustand
fithrt jedes Symbol stets wieder zum Fallenzustand.

2.3 Nicht-deterministische endliche Automaten

Die nun zu besprechenden nicht-deterministischen endlichen Automaten un-
terscheiden sich von den deterministischen endlichen Automaten vor allem
dadurch, daf} eine Konfiguration gleich mehrere mogliche Nachfolgerkonfigu-
rationen haben kann. Dies macht es in der Regel schwieriger, die Akzeptanz
eines Eingabeworts durch einen vorgegebenen Automaten algorithmisch zu
tiberpriifen, wie wir sehen werden. Der Vorteil der nichtdeterministischen
endlichen Automaten beruht darauf, dass die direkte Konstruktion eines
deterministischen Automaten fiir eine gegebene reguldre Sprache oft sehr
schwierig ist, die Konstruktion eines nichtdeterministischen endlichen Auto-
maten hingegen in der Regel einfach.

Beispiel 2.17 Es soll ein endlicher Automat konstruiert werden, der alle
Zeichenfolgen erkennt, die das Teilwort ,,haus“ enthalten. Die nachfolgende
Abbildung zeigt einen geeigneten nicht-deterministischen endlichen Auto-
maten A. Der Nichtdeterminismus beruht darauf, das im Zustand 1 zwei
Ubergiinge mit Symbol “h” existieren.
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a,..z 8,..,.2
e Y s

Die direkte Konstruktion eines deterministischen endlichen Automaten ist
sehr viel schwieriger.

Der genannte Vorteil nichtdeterministischer endlicher Automaten wird
spater noch deutlicher werden, wenn wir zeigen, wie man in systematischer
Weise zu einem vorgegebenen reguldren Ausdruck einen nichtdeterministi-
schen endlichen Automaten konstruieren kann.

Definition 2.18 [NDEA| Ein nicht-deterministischer endlicher Automat
(NDEA) A ist ein Quintupel A = (Q, X%, A, s, F') wobei Zustandsmenge @,
Eingabe-Alphabet ¥, Startzustand s € @) und die Menge der Finalzustinde
F C @ wie bei deterministischen endlichen Automaten erkliart sind. Es ist
A C Q x ¥* x Q eine Relation, die Ubergangsrelation von A.

Statt von NDEA spricht man manchmal auch einfacher von endlichen
Automaten, da jeder DEA auch als NDEA aufgefasst werden kann. Die
Elemente der Menge A werden Ubergiinge von A genannt. Elemente der
Form (p, ¢, q) heilen leere Uberginge.

Definition 2.19 Eine Konfiguration eines NDEA A ist ein Paar aus Q) X
¥*. A erlaubt den direkten Ubergang von (q,w) zu (¢’,w'), im Zeichen
(q,w) =1 (¢, w') genau dann, wenn w die Form uw’ fiir ein u € X* hat,
wo (q,u,q') € A. Mit =% bezeichnen wir wie iiblich die reflexive transitive
Hiille von :%1 Das Wort w € ¥* wird von A genau dann akzeptiert, wenn
es ein f € F gibt mit (s,w) =% (f,€). Die von A akzeptierte Sprache ist
L(A) :=={w € ¥*: A akzeptiert w}.

Definition 2.20 Sei A = (Q, X, A, s, F') ein NDEA. Die verallgemeinerte
Ubergangsrelation A C Q x ¥* x @ ist die kleinste Menge, fiir die gilt:

~

1. Fiir jedes q € Q ist (q,€,q) € A.
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A~

2. Mit (q1,w1,q2) € A und (g2, w2,q3) € A ist auch (g1, wiws,q3) € A.

Bildlich gesprochen gehéren zu A genau diejenigen Tripel (q1,w,q2), wo
man vom Zustand ¢; unter Konsum der Teileingabe w auf irgendeinem Weg
nach g9 gelangen kann. Mit diesem Begriff gelangen wir zu einer alternativen

Beschreibung der Sprache eines NDEA. Es ist L(A) = {w € ¥* | 3f € F':
(s;w, f) € A

Wir wollen nun genauer betrachten, wie ein man die Akzeptanz eines
Eingabeworts durch einen nichtdeterministischen endlichen Automaten al-
gorithmisch tiberpriifen kann. Hierzu macht es Sinn, drei Typen nichtdeter-
ministischer endlicher Automaten zu unterscheiden:

1. Typ 1. Beliebige NDEAs wie oben eingefiihrt.

2. Typ 2. NDEAs wo jede Kante mit einem Wort der Lange < 1 gelabelt
ist.

3. Typ 3. NDEAs wo jede Kante mit einem Symbol aus dem Eingabeal-
phabet gelabelt ist.

1. Akzeptanziiberprifung durch Backtracking. Eine erste Moglichkeit be-
ruht darauf, in jeder Situation, wo sich mehrere mdogliche Nachfolgerkonfi-
gurationen ergeben, zunéchst eine dieser Konfigurationen auszuwihlen, die
dann weiterverfolgt wird. Die Alternativen werden jedoch gemerkt, im Fal-
le eines Scheiterns werden diese nacheinander ausprobiert. Man kann die
Gesamtheit der so entstehenden Suchpfade durch einen endlich verzweigen-
den Baum darstellen. Die Methode funktioniert fiir alle drei Typen nichtde-
terministischer endlicher Automaten, solange es keine Schleifen von leeren
Ubergiingen gibt. Das nachfolgende Beispiel illustriert das Vorgehen.

Beispiel 2.21 Die nachfolgende Abbildung zeigt einen nichtdeterministi-
schen endlichen Automaten A vom Typ 3 mit den Zustédnden 1,...,5.
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Die Konfigurationsfolgen, die sich bei Eingabe des Worts aba ergeben, sind
im nachfolgenden Suchbaum dargestellt. Bei einer Implementierung werden
die Pfade des Suchbaums nacheinander durchlaufen.

(1,8ba)

(23

(2.ba)

(33

(5€) Success

(2€) Fail

Um eine alternative Moglichkeit der Akzeptanziiberpriifung darzustellen,
ist der nachfolgende Begriff niitzlich.

Definition 2.22 Sei A = (Q, %, A, s, F') ein NDEA und w € ¥*. Wir sagen,
dafl der Zustand ¢ € @ bei Eingabe w aktiv ist, genau dann, wenn (s, w, q) €
A gilt. Mit Akta(w) bezeichnen wir die Menge der bei Eingabe w aktiven
Zusténde.

2. Simultane Berechnung der Menge der aktiven Zustinde. Anstatt Back-
tracking zu verwenden, kann man auch simultan fiir jedes Préfix v des Ein-
gabeworts w die Menge aller aktiven Zustinde Akt4(v) berechnen und am
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Ende priifen, ob sich hierunter ein Finalzustand befindet. Die Berechnung
der jeweiligen Menge der aktiven Zustinde ist zwar prinzipiell fiir jeden
NDEA moglich. Einfacher wird sie jedoch, wenn wir uns auf NDEA vom
Typ 2 beschrénken. In diesem Fall lassen sich Mengen der Form Akt (vo)
(v € ¥*,0 € ¥) in einfacher Weise aus den Vorgéngermengen Akta(v)
berechnen. Wir illustrieren dies mit einer Variante des vorausgegangenen
Beispiels.

Beispiel 2.23 Die nachfolgende Abbildung zeigt einen nichtdeterministi-
schen endlichen Automaten A vom Typ 2 mit den Zustédnden 1,...,7.

1 a@bﬂz

Die induktive Berechnung der Menge der aktiven Zustédnde bei Eingabe aba
ist wie folgt:

1. Er ist Akta(e) = {1,3} die Menge der Zusténde, die sich vom Start-
zustand aus durch k > 0 e-Uberginge erreichen lassen.

2. Akta(a) = {6,5,2} ergibt sich daraus, dafl wir auf die Zusténde 1,3
aus Akt (e) (wo moglich)

e cinen a-Ubergang,
e gefolgt von k > 0 e-Ubergiingen
anwenden.

3. Akta(ab) = {3,4,2} ergibt sich daraus, daf wir auf die Zusténde 2, 5,6
aus Aktg(a) (wo moglich)

e cinen b-Ubergang,

e gefolgt von k > 0 e-Ubergéingen
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anwenden.

4. Die gesuchte Menge Akts(aba) = {5,2,1,3} ergibt sich daraus, dafl
wir auf die Zusténde 2,3, 4 aus Akt(ab) (wo moglich)

e cinen a-Ubergang,

e gefolgt von k > 0 e-Ubergéingen
anwenden.

5. Da Akta(aba) den Finalzustand 5 enthélt, wird aba akzeptiert.

Bemerkung 2.24 Im Hinblick auf die Zeitkomplexitit des Erkennungsver-
fahrens ist die zweite Methode zur Akzeptanziiberpriifung oft vorzuziehen.
Betrachten wir als vereinfachtes Beispiel einen NDEA vom Typ 3 mit m
Zustinden. Es sei k die maximale Zahl von Ubergéngen, die von einem
Zustand g € @) wegfithren. Im allgemeinen steigt die Zahl der beim Back-
trackingverfahren zu betrachtenden Pfade exponentiell mit der Lénge n des
Eingabeworts an, sie kann k™ betragen. Beim zweiten Verfahren hingegen
ergeben sich n+1 Schritte, wo wir die jeweilige Menge der aktiven Zustédnde
aus der entsprechenden Vorgéngermenge berechnen. Bei jedem Einzelschritt
miissen wir fiir maximal m aktive Zusténde der Vorgidngermenge die mogli-
chen Nachfolgerzustéinde fiir das betreffende Eingabesymbol berechnen und
die erhaltenen Mengen zusammenfassen. Jede Einzelmenge hat maximal
k < m Elemente. Die Vereinigung kann in Zeit O(km) berechnet werden,
wenn die Menge sortiert vorliegen. Hier ergibt sich eine deutlich bessere
Komplexitdt O(nkm). Methoden, um den Rechenaufwand bei der Berech-
nung von Mengen aktiver Zustidnde bei NDEA vom Typ 2 klein zu halten,
sind Gegenstand von Aufgabe 2.4.

2.4 Aquivalenz nicht-deterministischer und deter-
ministischer endlicher Automaten - die Po-
tenzmengenkonstruktion

In diesem Abschnitt beschreiben wir eine Konstruktion, mit der man einen
beliebigen NDEA A in einen DEA A’ iiberfiihren kann, der dieselbe Sprache
akzeptiert. Aus Griinden, die offenkundig werden, spricht man h#&ufig von
der Potenzmengenkonstruktion.
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Definition 2.25 Zwei endliche Automaten A und A’ heiflen dquivalent ge-
nau dann, wenn L(A) = L(A’) gilt.

Die wesentlichen Ideen des Verfahrens seien zunéchst an einem Beispiel
erlautert. Als Ausgangspunkt wihlen wir den folgenden NDEA A.

In einem ersten Schritt stellen wir einen #quivalenten NDEA A’ her, wo
alle Ubergangslabels die Form o € X oder € haben. Dies kann einfach da-
durch erreicht werden, da8 all diejenigen Ubergéinge von A, die mit einem
Wort der Lénge &k > 2 gelabelt sind, mittels neuer Zwischenzustéinde in
k Uberginge unterteilt werden. In unserem Fall bendtigen wir drei solcher
Zwischenzustéinde, die wir mit p1, po und p3 benennen. Der NDEA A’ hat
die folgende Form.

In einem zweiten Schritt wird nun intendierte deterministische Automat A”
konstruiert. Die wesentliche Idee ist es, dafl
e Jeder Zustand von A” fiir eine Menge moglicher Zustéinde von A’ steht,

e Ubergiinge von A” von einem Mengenzustand M immer alle von A’-
Zustinden g € M mdglichen A’-Ubergiéinge zusammenfassen.
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Dies soll ndher anhand des nachfolgend dargestellten Ergebnisautomaten A”
erldutert werden.

ab

Bevor wir iiberhaupt ein Symbol konsumiert haben, kénnen wir in A’ genau
die Zustinde gg und g¢3 erreicht haben. Daher beginnen wir in A” mit der
Menge {qo, g3}, die beide Moglichkeiten zusammenfafit und den Startzustand
darstellt. Nach dem Konsum des Symbols a kénnen wir in A’ entweder bei
p1 oder bei g3 stehen. In A” reichten wir daher einen a-Ubergang vom Start
zum neuen Zustand {pi, g3} ein. Tritt hingegen das Symbol b als erstes auf,
so konnen wir in A’ weder von g noch von ¢3 einen Ubergang machen. In
A" simulieren wir dies, indem wir mit b von {qo,¢3} in den Fallenzustand
{ } gehen. Die Konstruktion wird in derselben Weise fortgesetzt. Fiir jeden
Zustand M von A” fithren wir einen a-Ubergang zur Menge

{g€ @ |3pe M: qistin A’ von p durch Konsum von a erreichbar}

ein, fiir die b-Uberginge verfahren wir mutatis mutandis.

Um die Idee zu formalisieren, sind die folgenden Begriffe niitzlich.

Definition 2.26 [NF, SNF| Sei A = (Q, %, A, s, F') ein NDEA; fiir w € ¥*,
p € @ und P C @ definieren wir

e SNF4(p) ={q€Q: (p,e) =7 (q,¢)} als die Menge der Spontan-
nachfolger des Zustands p,
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o SNFA(P) = Upep SNFa(p) als die Menge der Spontannachfolger der
Zustandsmenge P,

e NFy(p,w) = {qg € Q : (p,w) =% (¢, €)} als die Menge der w-
Nachfolger des Zustands p,

o NFaA(P,w) = Upep NFa(p,w) als die Menge der w-Nachfolger von

Zustianden aus P.

Wir nennen eine Menge P C @Q abgeschlossen unter Spontannachfolgern
genau dann, falls fiir alle p € P gilt: SNF4(p) C P.

Es folgt leicht
Lemma 2.27 1. P C @ ist unter Spontannachfolgern abgeschlossen ge-

nau dann, wenn SNF4(P) = P,

2. Die Mengen SNF4(p), SNF4(P), NFa(p,w) und NFa(P,w) sind
stets unter Spontannachfolgern abgeschlossen.

3. Falls fir alle (p,w,q) € A stets |lw| < 1 gilt: Fir alle w € ¥* und
o €3 gilt NFA(NFA(P,w),0) = NFs(P,wo).

Nach dieser Vorbereitung kénnen wir zeigen:

Theorem 2.28 Zu jedem NDEA A = (Q,%,A,s, F) kann man algorith-
misch einen dquivalenten DEA A" = (Q', 3,6, s', F') konstruieren.

Beweis: Sei A = (Q, 3, A, s, F) gegeben. Wir gehen einfachheitshalber da-
von aus, daB jeder Ubergang von A mit einem Wort der Liinge k < 1 gelabelt
ist (A hat Typ 2). Wie im obigen Beispiel gezeigt, ist diese Form im Be-
darfsfall durch eine einfache Hilfskonstruktion zu erreichen. Wir definieren

A'={Q',%,0,s, F'} wie folgt

e ' :={P C Q| P abgeschlossen unter Spontannachfolgern bzgl. A},
o s’ :=SNFy(s),

o F''={PecQ|FNP#0} und
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e §(P,0) := NF4(P,0) fir alle P € Q'

Das obige Lemma zeigt, dal das Bild §(P, o) stets eine Menge in Q' ist.
Dies zeigt, daBl A’ in der Tat ein deterministischer endlicher Automat ist.
Es bleibt noch die Aquivalenz L(A’) = L(A) nachzuweisen. Dazu zeigen wir
folgende

Hilfsbehauptung: Fiir alle P € Q',w € ¥* gilt S(P,w) = NF4(P,w).
Beweis: Induktion iiber die Linge von w:

Induktionsbeginn: Es gelte |w| =0, also w = e
Es gilt 0(P,e) = P da A’ DEA ist. Andererseits folgt mit Lemma 2.27 Teil
1 auch NF4(P,e) = SNF4(P) = P.

Induktionsannahme: Die Behauptung sei fiir alle Worter w der Linge
< n bereits bewiesen.

Induktionsschlufl: Sei w = ow’, 0 € ¥ und | w’ |= n: Durch Anwendung
der Definition der verallgemeinerten Ubergangsfunktion ¢, der Induktions-
hypothese, Einsetzen der Definition von § und mittels Lemma 2.27 erhalten
wir

S(Pw'e) = 8(6(Pu),0)
= NFA(6(Pw'),0)
= NFA(NFA(P,w'),0)
= NFs(P,w'o),

was den Beweis der Hilfsbehauptung beendet. Damit folgt nun

w € L(A) df e F: fe NFy(s,w)

df € F: fe NFA(SNF(s),w)
FNNFA(SNF(s),w) # ()
NFEA(SNF4(s),w) € F'
NFEs(s',w) € F'

5(s',w) e F'

w € L(A").

rrerree

Dies beendet den Bewelis. O
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Bemerkung 2.29 Man koénnte fiir ' auch P(Q) setzen. Aber: Mengen
P C @Q, die nicht unter SNF abgeschlossen sind, wiren in A’ von s’ aus
unerreichbar. Bei der praktischen Konstruktion von A’ kann man sich
von vornherein auf Zustinde beschrianken, die von s’ aus erreichbar sind.
Man wird also zunéchst s’ bestimmen. Fiir die Ubergangsfunktion muf man
dann die einzelnen o-Ubergiinge zu s’ bestimmen. Dabei erhélt man neue
(erreichbare) Zusténde, die man dann in derselben Weise bearbeitet. Durch
Iteration erhilt man alle notigen Zustéinde von A’ und die Ubergangsfunkti-
on. Dies lduft genau auf eine komplette Vorberechnung aller fiir eine beliebi-
ge Eingabe moglichen Mengen aktiver Zustdnde des nichtdeterministischen
Eingabeautomaten hinaus!

Beispiel:

SNF(1)= {1,3}
SNF(2)= {2}
SNF(3)= {3}

SNF(4)= {1,3,4}

SNF(5)= {1,2,3,4,5}

Abbildung 2.4: Automat

s" ={1,3}

von 1,3 durch a erreichbar: 2,5. SNF(2,5)={1, 2, 3,4,5}

von 1,3 durch b erreichbar: 4. SNF(4)={1, 3,4}

von 1,3,4 durch a erreichbar: 2,5. SNF(2,5)={1,2,3,4,5}
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1,2,3.4,5 a,b

1,3 1,3,4

Abbildung 2.5: Automat

Definition 2.30 Sei A = (Q,%,0,s,F) ein DEA. Ein Zustand ¢ € @
lr}eiﬁt erreichbar genau dann, wenn ein Eingabewort w € ¥* existiert, wo

0(s,w) = q. Ein Zustand g € @ heifit terminalisierbar genau dann, wenn ein
Eingabewort w € ¥* existiert, wo d(¢,w) ein Finalzustand ist.

Ist ein nichtdeterministischer endlicher Automat mit n Zustinden gege-
ben, so kann der durch die Potenzmengenkonstruktion erreichte dquivalente
deterministische Automat 2" Zustdnde haben. Aus diesem Grund scheitert
die praktische Ausfithrung bereits bei nichtdeterministischen Automaten ei-
ner relativ geringen Grofle. In manchen Fillen 148t sich eine Milderung des
Speicherplatzproblems dadurch erreichen, dafl man sich bei der Konstruk-
tion des deterministischen Automaten von vorneherein auf solche Zustidnde
beschriinkt, die vom Startzustand s’ aus erreichbar sind. Im allgemeinen
168t sich aber die exponentielle Zustandsexplosion aus prinzipiellen Griinden
nicht vermeiden.

Bemerkung 2.31 [vgl. [?]] Sei L,, die Menge aller Worter der Liange > n
iiber dem Alphabet ¥ = {0,1}, wo der n-letzte Buchstabe eine 1 ist. Dann
kann L, mit einem NDEA mit n+ 1 Zustdnden erkannt werden. Es 14t sich
aber zeigen, dafl jeder DEA, der L,, akzeptiert, mindestens 2" Zustédnde hat.
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Hingegen kann man zu einem NDEA A einen dquivalenten NDEA A’
mit derselben Zustandszahl wie A anzugeben, der keine e-Uberginge hat.

Lemma 2.32 Zu jedem NDEA A = (Q, %, A, s, F) gibt es einen dquivalen-
ten NDEA A’, der dieselbe Zustandsmenge und denselben Startzustand hat,
aber keine e- Ubergdinge.

Beweis. Ist g € (Q, so nennen wir einen Zustand gy € () einen e-Vorgéinger
von ¢, falls ¢ ausgehend von ¢y in A durch eine (méglicherweise leere) Folge
von e-Ubergingen erreichbar ist. Wir fiigen nun ausgehend von A und fiir
jeden Ubergang (¢, w,q") von A mit |w| > 1 fiir jeden e-Vorgéinger ¢y von
q einen Ubergang (qo,w,q’) zu A hinzu. AbschlieBend eliminieren wir alle
Ubergiinge (q,€,¢') von A. Dies ergibt die Ubergangsrelation A’ von A’.
Eine Zustand ¢ € Q wird ein Finalzustand von A’ genau dann, wenn ¢ ein
e-Vorginger eines Finalzustands von A ist.

Ist nun w € L(A), so gibt es in A eine Folge von Konfigurationen

(s,w) =% (p1,w)
=, (q1,w1)

:>A (plmwkfl)
=4 (QK‘v 6)

= ([,

mit f € F, wo jeweils w;1 ein echtes Suffix von w; ist und wg_1 # €. In A’
erhalten wir

(va) :>114/ (Q17w1)
= (¢

Da ¢; Finalzustand von A’, folgt w € L(A’). Demnach gilt L(A) C L(A').
Ahnlich sieht man, daf auch umgekehrt L(A’) C L(A) gilt. m
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2.5 Von regulidren Ausdriicken zu endlichen Auto-
maten

In diesem Abschnitt beschreiben wir zwei Methoden, um zu einem gege-
benen reguldren Ausdruck einen endlichen Automaten zu berechnen, der
dessen Sprache erkennt. Hieraus ergibt sich inbesondere, dafl jede regulére
Sprache durch einen endlichen Automaten erkennbar ist. Die Umkehrung,
die besagt, dass die Sprache jedes endlichen Automaten regulér ist, wird in
einem spiéteren Kapitel bewiesen.

2.5.1 Die Thompson-Konstruktion

Um zu einem gegebenen reguldrer Ausdruck « iiber dem Alphabet 3 einen
NDEA A mit L(A) = L(«) zu berechnen, greifen wir auf folgende Teilkon-
struktionen zuriick. Es ergibt sich in jedem Schritt immer ein Automat mit
genau einem Finalzustand, der vom Startzustand verschieden ist.

1. Ein moglicher NDEA A fiir den reguléren Ausdruck 0 hat die Form

-0 O

2. Ein moglicher NDEA A fiir den reguldren Ausdruck 1 hat die Form
O0—0O

3. Ein moglicher NDEA A fiir den reguléren Ausdruck o (o € X) hat die
Form

~O—0O
4. (Konkatenation) Sind A; = (Q1,%,s1,{f1},A1) und Ay =
(Q2, X, 52,{f2},A2) NDEA fiir die reguldren Ausdriicke oy und ao

mit disjunkten Zustandsmengen, so ist A := (Q1UQ2, X, s1,{f2}, A1 U
AY)U{(f1,€,82)} ein NDEA fiir (o - ag).
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5. (Vereinigung) Sind A; und As NDEA fiir die reguléren Ausdriicke o
und «y wie unter 3., so ist A = (Q1 U Q2 U {s, f},%,s,{f},A1 U
Ay U {(Sa & 81)’ (5’ € 52)’ (fla & f)’ (f2, € f)}) ein NDEA fiir (041 + OQ)'
Hierbei sind s und f neue Zusténde.

6. (Kleene-Stern Ist A1 = (Q1,%,s1,{f1},A1) ein NDEA fiir den
reguldren Ausdruck ag, so ist A = (Q1 U {s,f},%,s,{f},A1 U
{(s,€,51), (s,€ f), (f1,€,81), (fi,€, f)}) ein NDEA fiir ;. Hierbei sind
s und f neue Zusténde.

Als eine offenkundige Folgerung erhalten wir das folgende Korollar.

Korollar 2.33 Jede requlire Sprache ist durch einen endlichen Automa-
ten erkennbar. Es gibt einen Algorithmus, um zu einem gegebenen requliren
Ausdruck o einen EA A mit L(A) = L(«) zu konstruieren.

Bemerkung 2.34 Wenn wir mit der oben dargestellten Methode von
Thompson einen NDEA A fiir den regulidren Ausdruck o konstruieren, so
hat A die nachfolgenden Eigenschaften. Hierbei bezeichne m die Zahl der
Symbole der Form ¢,0,1,U,---, % von .
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1. Die Gesamtzahl der Zusténde von A ist kleinergleich 2m.
2. Die Gesamtzahl der Uberginge von A ist kleinergleich 4m.
3. A kann aus « in Zeit O(m) berechnet werden.

4. Es gibt eine Nummerierung der Zustinde von A in der Form @ =
{1,2,...,n} so daB jeder nichtleere Ubergang die Form (i, 0,4 + 1) fiir
eini € {l,...,n— 1} hat.

2.5.2 Die Berry-Sethi Konstruktion

Die im vorigen Abschnitt dargestellte Konstruktion von Thompson hat Vor-
und Nachteile. Positiv ist die lineare Berechnungszeit des Automaten zu ei-
nem gegebenen reguldren Ausdruck. Im Rahmen praktischen Anwendungen
stellt die Vielzahl von leeren Ubergéngen, die entstehen kénnen, einen signi-
fikanten Nachteil dar. Sie erschwert auch eine anschlieBende Determinisie-
rung mit Hilfe der Potenzmengenkonstruktion. Wir gehen nachfolgend auf
eine zweite Konstruktions ein, bei der leere Uberginge vermieden werden.
Die Konstruktion geht auf Glushkov zuriick und wurde durch Berry und
Sethi bekannt gemacht.

Sei « ein reguldrer Ausdruck, zu dem ein endlicher Automat A mit
L(A) = L(«a) konstruiert werden soll. Wir nummerieren zunéchst alle Vor-
kommen von Symbolen aus ¥ in « in der Reihenfolge ihres Auftretens in
« von links nach rechts durch. Jedes Symbolvorkommen ist damit mit ei-
ner eindeutigen Nummer aus {1,...,n} versehen, wo n die Gesamtzahl der
Vorkommen beschreibt.

Von a gelangen wir zum reguléren Ausdruck & indem wir jedes Vorkom-
men eines Symbols aus X explizit mit seiner Nummer als Index versehen.
Der regulire Ausdruck @ ist iiber dem Alphabet 3 erklirt, das aus allen in
dieser Weise explizit indexierten Symbolen besteht. Die Zahlen {1,...,n}
konnen als Positionen im Ausdruck & betrachtet werden.

Beispiel 2.35 Es sei a der Ausdruck (a + b)*(ab)*(ac)*. Dann hat & die
Form (a1 + bg)*(a3b4)*(a5c6=)*.

Wir konstruieren nun zuniichst einen DEA A mit L(A) = L(a). Spéter
ergibt sich der gesuchte NDEA A einfach dadurch, da8 wir bei den Uber-
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gangslabels von A alle Symbolindices aus {1,...,n} wegloschen. Zur Defi-
nition von A werden die folgenden Hilfsmengen benétigt. Nachfolgend be-
zeichne 7; das eindeutig bestimmte Symbol aus ¥ mit Index i (1 <i < n).

First(@) = {i€{l,...,n}|Jwe X" :r;w e L(a)}
Last(a) = {ie{l,...,n}|3we T :wr € L(a)}
Follow(a,i) = {j€{l,...,n}|Jw,v € S*:wrrjv € L(a)}

Die Menge First(a) (resp. Last(a)) gibt diejenigen Positionen an, die
zum ersten (letzten) Symbol eines Worts aus L(a) korrespondieren kénnen.
Die Menge Follow(a, i) gibt diejenigen Positionen an, die auf die i-te Position
beim Lesen folgen kénnen.

Beispiel 2.36 Es habe & die Form (a; + b2)*(asbs)*(asce)*. Dann ist
First(a) = {1,2,3,5} und Last(a) = {1,2,4,6}. Weiter gilt

Follow(a,1) ={1,2,3,5},
Follow(a, 2) ={1,2,3,5},
Follow(a, 3) = {4},
Follow(a,4) = {3,5},
Follow(a, 5) = {6},
Follow(a, 6) = {5}.

Es bezeichne Empty(«) die Menge L(a)N{e}. Rekursiv kann diese Menge
wie folgt berechnet werden:

Empty(0) = 0,
Empty(1) = {e},
Empty(oc) = 0(c € X),

Empty(a + 3) = FEmpty(a) U Empty(B),
Empty(aB) = Empty(a) N Empty(j3),
Empty(a™) = {e}.
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Abbildung 2.6: Automat A zu Beispiel 2.37.

Nach dieser Vorbereitung kénnen wir den DEA A definieren als A :=
(Q,%,s,F,6) wo gilt

1. @ :={0,1,...,n} enthilt alle Positionen von & sowie die 0,
2. s:= 0 ist der Startzustand,

3. F := Last(a) falls Empty(a) = 0 und F := Last(a) U {0} falls
Empty(a) = {€},

4. 6(i,-) ist fiir alle Zustédnde i € {1,...,n} und alle Symbole 7; mit
j € Follow(@, i) definiert durch 6(i, 7;) := j. Weiter ist auch §(0, _) fiir
alle Symbole 7; mit i € First(a) definiert durch 6(0,7;) := 4.

Beispiel 2.37 Wie oben habe @ die Form (a; + b2)*(asgbs)*(asce)*. Dann
ist A der in Abbildung 2.6 dargestellte DEA.
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Es ist leicht zu sehen, daf} die aus der Berry-Sethi Konstruktion erhal-
tenen Automaten folgende Eigenschaft haben: fiir jeden Zustand ¢ existiert
ein eindeutig bestimmtes Symbol o € ¥, so daB jeder in ¢ endende Ubergang
mit dem Label ¢ versehen ist.

2.6 Weitere Konstruktionen, Abschlufleigenschaf-
ten und Entscheidungsfragen fiir endliche Au-
tomaten

2.6.1 Die Produktkonstruktion

Mit einem eleganten Verfahren kann man zu zwei gegebenen deterministi-
schen EA A; und As direkt einen DEA A konstruieren, so dafl L(A) =
L(Al)UL(AQ) (bZW L(A) = L(Al)ﬂL(Az)) gilt. Gilt A; = (Qu >, 0;, SZ,E)
(1 =1,2), so definiert man A als den DEA mit

1. Zustandsmenge Q1 x Qs,

2. Startzustand s := (s, $2),

3. Finalzustandsmenge F' := {(q1,¢2) € Q1 X Q2 | ¢1 € F» oder g2 € Fy},

W

. Ubergangsfunktion 6((q1, g2),a) := (81(q1,a), d2(q2, a)).

Dieser sogenannte ,,Produktautomat“ von A; und As simuliert einen paral-
lelen Erkennungsprozefl in A; und A,. Akzeptiert werden diejenigen Worter
w, die in zumindest einem der beiden parallelen Ablidufe in einen Final-
zustand des betreffenden Komponentenautomaten fithren. Dies zeigt, dafl
L(A) = L(A;) U L(Aj) gilt. Andert man die Definition der Finalzustands-
menge ab zu

3b. F:={(q1,02) € Q1 x Q2 | 1 € F> und ¢qo € F>},

so werden genau die Worter akzeptiert, die in beiden Komponentenautoma-
ten akzeptiert werden, es folgt L(A) = L(A;) N L(As2). Auch die Differenzen
L(Ay)\ L(A2) und L(As) \ L(A;) konnen durch entsprechend modifizierte

Produktautomaten erkannt werden. Fiir die erste Differenz definieren wir
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3c. F:= {(Q1,QQ) S Ql X Q2 | q1 € F5 und q2 ¢ FQ}.

2.6.2 Abschlusseigenschaften der Klasse der von endlichen
Automaten akzeptierten Sprachen

Satz 2.38 Die Klasse der von EA akzeptierten Sprachen iiber dem Alphabet
> ist abgeschlossen unter
1. Konkatenation,
2. Kleene-Stern,
Vereinigung,
Komplement

Mengendifferenz und

S v S

Durchschnitt.

Beweis: Offenkundig ist die Sprache ¥* von einem DEA A* erkenn-
bar. Es seien A7 und As zwei EA. Wir diirfen annehmen, daf3 beide DEA
sind (Potenzmengenkonstruktion). Die Produktkonstruktion zeigt, dass die
Sprachen L(A;)UL(As), L(A1)NL(Az), L(A1)\ L(Az), ¥*\ L(A;) von end-
lichen Automaten erkannt werden. Eine offenkundige Verallgemeinerung der
Thompsonkonstruktion zeigt, daf§ stets L(A;) o L(As) sowie L(A;)* durch
EA erkannt werden. m

2.6.3 Entscheidbarkeitsfragen fiir endliche Automaten

Als eine einfache Folgerung der Konstruktionsprinzipien fiir endliche Au-
tomaten kann man zeigen, dafl viele Fragen iiber endliche Automaten ent-
scheidbar sind.

Satz 2.39 FEs gibt Algorithmen, die zu gegebenen Automaten A, Ay und As
entscheiden:

1. gegeben w € ¥*, gilt w € L(A)?
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2. Gilt L(A) =
3. Gilt L(A) = x*?

J. Gilt L(Ay) C L(Ay)?
5. Gilt L(Ay) = L(A3)?

Beweis:

1. trivial.

2. Kennzeichne alle von s aus erreichbaren Zustinde. Ist ein Finalzustand
gekennzeichnet, so ist L(A) # ), sonst nicht.

3. OBdA ist A ein DEA. Konstruiere zuniichst EA A’ fiir ¥*\ L(A4). Dann
gilt L(A) = X* < L(A") = 0.
4. L(A1) C L(Ay) < (X*\ L(A2)) N L(A;) = 0.

2.7 Kleenes Theorem

Wir kénnen nun den Zusammenhang zwischen regulidren Sprachen und end-
lichen Automaten abschlieffend darstellen.

Theorem 2.40 (Kleenes Theorem) Die Klasse der reguliren Sprachen
ist genau die Klasse von Sprachen, die durch einen EA akzeptiert werden.

Beweis: Sei a ein regulirer Ausdruck. Wie wir bereits wissen, existiert ein
endlicher Automat A mit L(A) = L(«a).

Sei nun A ein endlicher Automat. Wir konnen OBdA annehmen, dafl
A= (Q,%,0,s, F) ein DEA ist. Wir numerieren nun die Symbole des Ein-
gabealphabets ¥ = {01, -+,0,} und der Zustandsmenge Q = {q1,--,qx}-
Hierbei gelte s = ¢;. Fiir ¢ € Q setze La(q) := {w € ¥*: 5(q,w) € F}. Es
ist L(q) die Menge der vom ,,neuen Startzustand“ ¢ aus in A akzeptierten
Worte.
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Wir fiithren nun «; als Variable fiir einen noch zu bestimmenden reguléren
Ausdruck, der L a(g;) reprasentiert (1 <14 < k). Ist 6(¢;,05) = gp, so bezeich-
ne x;; die Variable xp. Ferner sei y; := 0* falls ¢; € F, y; := () sonst. Nun
betrachten wir das System von Gleichungen

T = U ojx;jUy, (furi=1,---, k).
7j=1,...,n

Wenn man die Form der Ubergangsfunktion des Automaten beachtet, so
sieht man, daf8 die Gleichungen offenkundig giiltige Aquivalenzen zwischen
den gesuchte regulédren Ausdriicken fiir die Sprachen L4(g;) beschreiben
(1 = 1,...,k). Das nachfolgende Vorgehen entspricht dem Auflosen linea-
rer Gleichungssysteme mit & Unbestimmten {iber den reellen Zahlen. Falls
r1 in der rechten Seite von z1 = szl,---,n ojr1j Uy noch auftritt, etwa
beim Koeffizienten o, so formen wir unter Verwendung von Lemma 2.7 die
Gleichung zu

21 = 04%1,0 U Uj=1 o nyjta 051, U Y1

um. Hieraus ergibt sich nach Lemma 2.7, Teil 8 nun

T1 = (Ua)*(szl,---,n;j;éa oy, U Y1)

Man beachte, daf die in Lemma 2.7, Teil 8 geforderte Voraussetzung erfiillt
ist (¢ € L(0,)). Durch Wiederholen erhélt man eine Gleichung, in der z;
rechts eliminiert ist. Nun kann jedes weitere Vorkommen von z; in den
rechten Seiten der restlichen Gleichungen durch Ersetzen eliminiert werden.

Durch gleiche Behandlung der restlichen Gleichungen kénnen alle Varia-
blen aus der rechten Seite der Gleichung fiir 1 eliminiert werden. Es ist nun
x1 ist der gesuchte regulére Ausdruck fiir L(A). m

Beispiel 2.41 Wir betrachten den folgenden deterministischen endlichen
Automaten:
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Das zugehorige Gleichungssystem hat die zwei Gleichungen

axy +bxo +cx1 + 0
Ty = axg+ bxro+cxy +0F

T

Wir entfernen nun zunéchst x; aus den rechten Seiten.

x1 = cry+axg +bry + 0 = (¢)*(axy + bxs + 0)
(a+b)xg + c(c)" (axg + bxg + 0) + 07
(a+b+ccta+ cc*b)xg + 0

Z2

Hieraus ergibt sich
z3 = (a+ b+ cc*a + cc*b)* 0"

Wir kénnen nun xo analog aus den rechten Seiten entfernen.

T “(a+b)(a+ b+ cca+ cc*b) 0

c
c(a+b)(a+b+ccta+ cc™b)”

Aus Satz 2.38 erhalten wir nun sofort die entsprechende Aussage iiber re-
guldre Sprachen.

Satz 2.42 Die Klasse der reguliren Sprachen tiber dem Alphabet ¥ ist ab-
geschlossen unter

1. Konkatenation,

2. Kleene-Stern,

3. Vereinigung,

4. Komplement

5. Mengendifferenz und

6. Durchschnitt.
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2.8 Reduzierte endliche Automaten

Definition 2.43 [ununterscheidbar] Sei A = (Q, X, 4, s, F') ein DEA. Zwei
Zustinde p,q € Q heiflen k-ununterscheidbar (k > 0) genau dann, wenn
fir alle w € ¥* mit |w| < k gilt: §(p,w) € F < §(qw) € F. Zwei
Zustande heiflen ununterscheidbar genau dann, wenn sie fiir jedes k € N
k-ununterscheidbar sind.

Beispiel 2.44 Bei dem in Abbildung 2.7 dargestellten Automaten A sind
die Zustédnde s, p, ¢ und x paarweise O-ununterscheidbar; s und z sind

Abbildung 2.7: Automat mit ununterscheidbaren Zusténden p, q.

l-ununterscheidbar, aber nicht 2-ununterscheidbar; p und ¢ sind ununter-
scheidbar.

Enthélt ein Automat A zwei ununterscheidbare Zusténde p # ¢, so kann
stets einer der beiden eliminiert werden. Ist etwa ¢ vom Startzustand ver-
schieden, so 16schen wir ¢. Alle Ubergiinge von Zusténden r # ¢ aus A, die in
A auf g zeigen, weisen beim neuen Automaten auf p. Alle von ¢ in A ausge-
henden Ubergiinge werden geloscht. Bei dem in Abbildung 2.7 dargestellten
Automaten ergibt sich nach diesem Prinzip der folgende Automat:

Dieser Automat hat keine ununterscheidbaren Zustinde mehr. Im allgemei-
nen bleiben weitere ununterscheidbaren Zustédnde. Durch Iteration erreicht
man stets einen DEA, der keine ununterscheidbaren Zustinde mehr hat.
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Definition 2.45 [reduzierter DEA| Ein DEA A heifit reduziert, wenn je
zwei verschiedene Zustdnde von A unterscheidbar sind und wenn jeder Zu-
stand vom Startzustand aus erreichbar ist.

Wir wollen nun eine Konstruktion angeben, bei der in einem Schritt aus
einem DEA A = (Q, X, 4, s, F') ein dquivalenter reduzierter DEA A’ erreicht
wird. Als Hilfsmittel charakterisieren wir zunéchst k-Ununterscheidbarkeit
sowie Ununterscheidbarkeit mit Hilfe der folgenden Aquivalenzrelationen.
Fiir p,q € Q definieren wir induktiv

p~oq = pg€F oderp,qgF
prig1q <= pr~iq und 0(p,o) ~; 6(q,0)Vo € X

Lemma 2.46 Sei A = (Q,%,6,5,F) ein DEA. Fir i > 0 sei die Aquiva-
lenzrelation ~; wie oben definiert.

1. Zwei Zustdnde p,q sind k-ununterscheidbar genau dann, wenn p ~ q
gilt.

2. Es gibt ein n < |Q| so dass die Aquivalenzrelationen ~, ., fiir alle
k > 0 dbereinstimmen.

3. Es sind p,q ununterscheidbar genau dann, wenn p ~, q.

Beweis: Teil 1: Wir verwenden Induktion iiber k. Der Fall k£ = 0 ist trivial,
da sich in Definition 2.43 aus | w |< 0 und w = € die Bedingung p € F <
q € F ergibt.

Im Induktionsschritt nehmen wir an, dass die Aquivalenz aus Teil 1
fir ein k£ > 0 und alle p,q € @ gilt. Sind nun p,q als Zustinde k + 1-
ununterscheidbar, so folgt:

1. p,q sind k-ununterscheidbar (da ja alle Worter der Liange < k insbe-
sondere Linge < k + 1 haben),

2. fiir jedes 0 € X sind d(p, o) und 6(q, o) stets k-ununterscheidbar (da
fiir jedes Wort w’ der Linge < k stets ow’ Linge < k + 1 hat).
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Nach Induktionsvoraussetzung gilt damit p ~j g und 6(p, o) ~i 0(q,0) fur
jedes o € X, woraus p ~p1 ¢ folgt. Die Umkehrung zeigt man analog. Dies
beendet den Induktionsbeweis von Teil 1.

Der Rest des Beweises bleibt als Ubung offen. O

Lemma 2.47 Zu jedem DEA A laf$t sich algorithmisch ein dquivalenter und
reduzierter DEA A’ angeben. Enthdilt A zwei verschiedene ununterscheidbare
Zustinde, so hat A’ echt weniger Zustinde.

Beweis: 1. Im ersten Schritt entfernen wir, sofern nétig, alle unerreichbaren
Zustande. Wir nehmen nun an, dal in A = (Q, %, 4, s, F') alle Zustéinde ¢ € @
vom Startzustand s erreichbar sind.

2. Wir berechnen nun die Folge der Aquivalenzrelationen ~q, ~1, ... so-
lange, bis wir die maximale Verfeinerung ~,, erreicht haben, fiir die dann
~p=r~pgp1= ... gilt (Lemma 2.46). Hierzu setzen wir zunéchst Q/., =

{F,Q\F} = {ng), Q;O)}. Ist nun Q,, = {Qgi), e ,Qlf)} bereits berechnet,
so berechnen wir fiir alle p € Qy) die Aquivalenzklasse beziiglich ~;+1 in der
Form {q € ng) | Vo € ¥:4(p,0) ~i 6(q,0)}. Hierdurch ergibt sich Q. -

3. Nachfolgend bezeichne [q] die Aquivalenzklasse {p € Q | p ~n q}.
Wir definieren nun A’ in der Form A’ := (Q', X%, s, F', ") wo gilt

Q = {ld1qe}

s’ = s
F'o= {[f]| feF}
d(lgl,o) = [0(q,0)] (%)
Zunichst muss nun verifiziert werden, dass ¢’ wohldefiniert ist: Es gelte
[q] = [¢']. Dann folgt ¢ ~,, ¢’ sowie nach Wahl von n auch ¢ ~,11 ¢, also

0(q,0) ~n 8(¢',0) und damit &' ([¢], o) = d'([¢'], o) fiir alle o € X.

Es folgt sofort, dal A’ ein DEA ist. Wir zeigen als nichstes, daf§ A’
reduziert ist. Sei [q] € Q. Nach Voraussetzung existiert ein Wort w € 3*
mit §(s,w) = q. Hieraus folgt gemiB (x) auch §'([s],w) = [q], somit sind in
A’ alle Zustinde vom Startzustand aus erreichbar.

Es seien nun [p] # [q] zwei Zustéinde von A’. Dann sind p und ¢ in A
unterscheidbar (Wahl von n sowie Lemma 2.46). Es gibt somit OBdA ein
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Wort w € ¥* mit 3(p,w) € F und 3(q,w) ¢ F. Offenkundig ist 5(q,w)
beziiglich ~,, zu keinem Finalzustand dquivalent, da bereits in ~¢ Final-
zustinde und Nichtfinalzusténde in verschiedenen Klassen liegen. Es folgt,
daB &' ([p], w)] = [6(p,w)] € F' und & ([q], w) = [6(¢,w)] & F'. Damit sind [p]
und [¢] aber in A" unterscheidbar.

Wir zeigen die Aquivalenz von A und A’. Fiir alle w € ¥* gilt

we L) < §(s],w)eF
& 3feF: (s w)=[f]
& 3f € F:4(s,w) und f sind ununterscheidbar
& O(s,w) € F.

Bei der dritten Aquivalenz wird (*) verwendet. Bei der letzten Aquivalenz
niitzen wir aus, dass jeder Zustand, der zu einem Finalzustand ununter-
scheidbar ist, selbst final sein muss.

Die verbleibende Aussage folgt unmittelbar daraus, dass die Zustidnde
von A’ Aquivalenzklassen ununterscheidbarer Zustinde von A sind. O

Beispiel 2.48 Das Vorgehen lésst sich anhand des in Abbildung 2.7 dar-
gestellten Automaten illustrieren. Die Aquivelenzklassen beziiglich ~g sind

Q) = {s,p.q.0} wnd QY = {f}.

Betrachte s: mit a nach ng), mit b nach ng).

Betrachte z: mit a nach ng), mit b nach ng).

Betrachte p: mit a nach ng), mit b nach ng).

Betrachte ¢: mit a nach ng), mit b nach ng).

Man erhilt also beziiglich ~; die Aquivalenzklassen le) = {s,z}, le) =
{p.q} wmd QY = {f}.

Betrachte s: mit a nach Q;l), mit b nach le).

Betrachte z: mit a nach le), mit b nach le).

Betrachte p: mit a nach le), mit b nach le).

Betrachte ¢: mit a nach le), mit b nach le).

Man erhilt also beziiglich ~9 die Aquivalenzklassen Q§2) = {s}, Q§2) = {z},

QgZ) = {p,q} und Qgg) = {f}. Im néchsten Schritt &ndern sich die Klassen
nicht mehr. Als Ergebnis ergibt sich
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Definition 2.49 Es sei L eine beliebige Sprache iiber dem Alphabet . Auf
der Menge aller Worter ¥* definieren wir die Nerode-A quivalenzrelation ~7,
bzgl. L in der Form

vy ~pvr e (YweX ivw € L gdw. vow € L).

Zwei Worter sind vy, v9 sind im Nerode-Sinn dquivalent genau dann, wenn
sie in genau denselben Rechtskontexten w “grammatikalisch” (d.h. in L)
sind.

Theorem 2.50 (Satz von Nerode) Es sei L C ¥* und ~p wie oben.
Dann ist L requldr gdw. die Zahl der ~-Aquivalenzklassen von ¥* endlich
15t.

Beweis. Es sei L reguldr. Nach dem Theorem von Kleene existiert ein
DEA A= (Q,%,6,s, F) mit L = L(A). Wir definieren fiir ¢ € @) die Sprache
Las(q) = {w e =* | §(s,w) = ¢}. Sind nun vy, vy zwei Worter aus L4 s(q)
so gilt offenkundig vy ~, v1. Daher kann die Zahl der ~p-Aquivalenzklassen
nicht die Zahl der Zusténde von A iibersteigen.

Es sei nun umgekehrt {Mji, ..., M,} die endliche Menge aller ~-Aqui-
valenzklassen. Die ~-Aquivalenzklasse von v € ¥* sei in der Form [v] no-
tiert. Wir definieren einen DEA A in der Form A := (Q,%,4,s, F) mit
Q = {My,....,.M,}, 6([v],0) = [vo] fiir alle v € ¥*,0 € X, s := [,
F={MeQ|M;CL}

Offenkundig folgt aus vy ~r, v5 und o € ¥ stets auch vio ~, v9o. Dies

zeigt, dafl & wohldefiniert ist. Es ist damit A tatséchlich ein DEA. Weiter
gilt fiir w € ¥* nach Definition von § stets

weL & [weF
& ([, w) =d(s,w) € F
& we L(A).
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Bei der ersten Aquivalenz beachte man, dafl im Falle w' ~ w stets w =
we € L gleichbedeutend mit w’ = w'e € L ist. Damit gilt [w] C L. Somit
erkennt A die Sprache L. Nach dem Theorem von Kleene ist L damit regulér.
O

Lemma 2.51 Es sei L eine requldre Sprache. Der DEA A sei wie im Be-
weis von Theorem 2.50 Teil 2 definiert. Dann ist A reduziert. Jeder redu-
zierte DEA A" mit L(A") = L stimmt mit A bis auf eine Umbenennung der
Zustinde tiberein.

Beweis. Offenkundig ist in A = (Q, 2,9, s, F') jeder Zustand [w] vom
Start s = [¢] erreichbar, da 0(s,w) = [w] gilt. Enthielte A zwei verschiedene
ununterscheidbare Zusténde, so wiirden wir durch eine Reduktion gemif
Lemma 2.47 einen dquivalenten DEA A” mit echt geringerer Zustandszahl
erhalten. Dies widerspricht jedoch der Beobachtung, dafl die Zahl der ~-
Aquivalenzklassen nicht die Zahl der Zustéinde von A” iibersteigen kann, wie
wir im Beweis das Satzes von Nerode gesehen haben. Damit ist A reduziert.

Es sei nun A’ = (Q', %, ¢, s, F') ein reduzierter DEA mit L(A’) = L.
Jeder Zustand aus @’ ist in der Form §'(s',w) fiir ein w € ¥* darstellbar.
Wir definieren die Abbildung F : Q' — @ durch &§'(s',w) — [w]. Die Wohl-
definiertheit von F ergibt sich daraus, dass fiir §'(s',w) = §'(s',w’) stets
w e~ w gilt.

Offenkundig ist F' surjektiv. Wir zeigen, dafl F injektiv ist: Es gelte
F(q1) = F(ge) fiir zwei Zustinde ¢ = ¢'(s',v1) und g2 = 0'(s’,v2) von Q.
Nach Definition von F' folgt [v1] = [ve]. Fiir jedes w € ¥ ergibt sich daher

g, w) e F' = (s, vw) e F
& vwée L (daL(A)=1L)
& wvw € L (da [v1] = [v2])
& §(s vw) e F!
& §(g,w) e F.

Es sind damit ¢; und ¢o ununterscheidbar, woraus g; = ¢o folgt.

Es sei nun ¢ = &'(s',v) € Q' und o € ¥. Wir erhalten

F(8'(g,0)) = F(3'(s',00))
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[vo]
= 6([v],0)
= 6(F(q),0).
Hieraus ergibt sich, dafl die Abbildung F' homomorph bzgl. o-Nachfolgern
ist. Damit sind A und A’ bis auf die Umbenennung F' identisch. O

Lemma 2.52 FEs sei L eine requldre Sprache. Dann stimmen je zwei DEA
fir L mit minimaler Zustandszahl bis auf eine Umbenennung der Zustinde
tiberein.

Definition 2.53 Es sei L eine regulidre Sprache. Der bis auf Umbenennung
der Zusténde eindeutig bestimmte DEA A fiir L mit minimaler Zustandszahl
wird der minimale deterministische endliche Automat fiir L genannt.

2.9 Das Pumping-Lemma

Bemerkung 2.54 Jede endliche Sprache L iiber einem Alphabet 3 ist
regulér.

Beweis: 1. Methode: Man kann leicht einen reguldren Ausdruck ange-
ben.

2. Methode: Man konstruiert einen DEA A mit L = L(A) wie folgt: Setze
Q :={w € ¥ | w ist Prifix eines Wortes aus L} U {z}.

Hierbei wird das Symbol x ¢ ¥ als Fallenzustand benutzt. Setze s := ¢,
F:=1L, §(w,o) :=wo falls wo Prifix eines Wortes in L, sonst 6(w, o) := .
Es folgt nach Konstruktion, dal (s,w) =% (w,e€), falls w Préfix eines
Wortes in L, und (s, w) =% (z, €) andernfalls.

Fir w € L ist w (als Zustand) final, dh. w wird akzeptiert, alle anderen
Worte werden nicht akzeptiert. O

Der angegebene Automat, der die Form eines Baums hat, wird auch
Trie fiir die endliche Wortmenge L genannt. Tries werden oft verwendet,
um Lexika zu représentieren.
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Das nachfolgende Lemma stellt eine Standardmethode zur Verfiigung,
um nachzuweisen, dass eine gegebene Sprache nicht regulér ist.

Lemma 2.55 (Pumping- oder Schleifenlemma) Sei L eine unendliche
requldre Sprache iber 3. Dann gibt es eine Schranke k derart, daf$ sich jedes
Wort w € L der Linge |w| > k zerlegen lifit in der Form w = ujvugz, wo
u1, v, uo € X*, v nichtleer, so daff u1v™us € L fiir jedes n € N,n > 0.

Beweis: Sei A = (Q,%,9,s,F) ein DEA fiir L. Sei k = |Q|. Sei nun w =
010 ein Wort der Linge m > k. Setze q; :== NF4(s,01---0;) (0 <
i <m). Esist qo, ..., qn die Folge der Zusténde, die bei der Akzeptanz von
w durchlaufen wird. Wegen m > k mufl ein Zustand g zweimal durchlaufen
werden. Es gelte nun ¢; = g; fiir ein 7 < j. Wir definieren uy := o1 --- 04, v :=
Oit1---0jund up 1= 041 - - - 0. Offenkundig werden alle Worte uqv™up mit
n € N,n > 0in A akzeptiert, da bei der Akzeptanz lediglich die Schleife, die
beim Durchlaufen von v in A entsteht, anstatt einmal nun n mal durchlaufen
wird. Damit sind alle Worter uiv™us mit n € N, n > 0 in L. O

Korollar 2.56 Sei ¥ = {a,b}. Die Sprache L={a"b": n € N} ist nicht re-
guldr.

Beweis: Sei k € N. Fiir jede Zerlegung von a*b* in die Form wvw, w # €
gilt

1. v=adl, 0<1<koder
2. v:allbl2, 0 <l,lsg <k oder

3.v=0, 0<I<E.

Stets gilt, daB uv?w ¢ L. Mit dem Pumping-Lemma ist damit klar, dafl L
nicht regulér sein kann.

Korollar 2.57 Deutsch ist nicht reguldr.

Beweis: Betrachte Sitze als Worte, die Menge der Worte als Alphabet
3.
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Betrachte L; = {Ein Spion (der einen Spion)* observiert!, wird meist selbst
oberviert: k,l € N}.

Ly ist regulér.

Ly N Deutsch = Ly = {Ein Spion (der einen Spion)* observiert® ,wird meist
selbst observiert: & € N} ist (, da es nur eine triviale Modifikation von
{a"™b"™ : n € N} ist) nicht regulér.

Wiére Deutsch reguldr, dann miifite auch Ly N Deutsch regulér sein, da die
reguldren Sprachen unter Durchschnitt abgeschlossen sind.

Aufgaben zu Kapitel 2

Aufgabe 2.1 Zeigen Sie, daB fiir regulire Ausdriicke o und f stets gilt:

Aufgabe 2.2 Sei ¥ = {a,b}. Geben Sie je einen reguliren Ausdruck fiir die
folgenden Sprachen an:

(a) L1 = {w € ¥* : w hat kein Vorkommen des Teilworts abba}

(b) Ly = {w € ¥* : w hat genau ein Vorkommen des Teilworts aba}

Aufgabe 2.3 Sei ¥ = {a, b, c}. Geben Sie in Form von Zustandsiibergangs-
diagrammen endliche Automaten an, die folgende Sprachen iiber ¥ akzep-
tieren.

1. Menge aller nichtleeren Worter, die mit demselben Buchstaben
aufhoren, mit dem sie auch anfangen.
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2. Menge aller Worter, die zwischen 2 und 4 Vorkommen des Symbols
“a” haben.

3. Menge aller Worter, die kein Vorkommen des Teilworts “aba” haben.

4. Menge aller Worter, wo die Zahl der Vorkommen von “a” und “c”

jeweils eine gerade Zahl ist.

Aufgabe 2.4 Gegeben sei der NDEA A aus der nachfolgenden Abbildung.
Berechnen Sie fiir jedes Prifix p des Wortes aabbabbaaabab, wie die jeweilige
Menge der aktiven Zustéinde von A nach Konsum des Prifixes p aussieht.
Eine naive Heransgehensweise vorausgesetzt, werden Sie werden nach einiger
Zeit bemerken, dass sich verschiedene Rechenschritte bei unterschiedlichen
Priafixen immer wieder wiederholen. Welche einmalig durchgefiihrten Hilfs-
berechnungen konnen dazu beitragen, die Berechnung der Mengen aktiver
Zusténde zu vereinfachen? Welche Tabellen werden zum Speichern der Hilfs-
rechungen benétigt?

Aufgabe 2.5 Der Levenshtein-Abstand zweier Worter v und w ist die mini-
male Anzahl von Symbolléschungen, Symboleinfiigungen und Symbolerset-
zungen, die man braucht, um v in w umzuschreiben. Beispielsweise haben
“sahne” und “sonne” den Levenshtein-Abstand 2 (Ersetzung von a durch
o, Ersetzung von h durch n). Geben Sie einen endlichen Automaten A an,
der alle Worter iiber dem Alphabet {a,b, ..., z} akzeptiert, die Levenshtein
Abstand < 2 zu “sonne” haben.

Aufgabe 2.6 Sei X = {a,b}. Geben Sie (in der Form von Zustandsdiagram-
men) deterministische endliche Automaten an, die die folgenden Sprachen
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akzeptieren:

(a) L((((aba)* Ubb*a)*aa))
(b) L((b*aa*bba(a Ub)*)) und
(c) ¥*\ L((aUba U bb)b*a)*

Aufgabe 2.7 Geben Sie regulidre Ausdriicke an, die die Sprache repréisen-
tieren, die durch die deterministischen endlichen Automaten in Abb. 2.8
akzeptiert werden.

Abbildung 2.8: Wie lauten die reguldren Ausdriicke 7

Aufgabe 2.8 Gemifl Definitionen 2.10 und 2.18 haben endliche Auto-
maten — deterministisch oder nicht — nur einen Startzustand, aber i.a.
mehrere Finalzustinde. Es lassen sich aber leicht eingeschrdinkte endliche
Automaten (genau ein Start- und ein Finalzustand) und verallgemeinerte
endliche Automaten (endlich viele mdogliche Start- und Finalzusténde)
definieren. Welche Anderungen ergeben sich fiir die Definitionen 2.10, 2.11,
2.18 und 2.197 Welche der folgenden Behauptungen sind richtig (Beweis
oder Gegenbeispiel)?

1. zu jedem endlichen Automaten A gibt es einen eingeschrinkten endli-
chen Automaten A’ mit L(A) = L(A").



56 KAPITEL 2. REGULARE SPRACHEN UND ENDLICHE AUTOMATEN

2. zu jedem verallgemeinerten endlichen Automaten A gibt es einen (nor-
malen) endlichen Automaten A’ mit L(A) = L(4’).

3. zu jedem deterministischen endlichen Automaten A gibt es einen ein-
geschriinkten deterministischen endlichen Automaten A’ mit L(A4) =

L(A).

4. zu jedem verallgemeinerten deterministischen endlichen Automaten A
gibt es einen (normalen) deterministischen endlichen Automaten A’

mit L(A) = L(A").

Aufgabe 2.9 Beweisen Sie Lemma 2.27 (Hinweis: zeige C und D).

Aufgabe 2.10 Es sei ¥ ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.

(a) Der reguldre Ausdruck v ;== QU (1U2U---U9)(OUL1U---U9)* re-
préasentiert die Menge aller Dezimaldarstellungen natiirlicher Zahlen. Geben
Sie moglichst einfache endliche Automaten A;, Ay und As an, die L(0),
Llu2U---U9) und LOU1U---U9) akzeptieren. Folgen Sie nun der
Konstruktion des Beweises von Satz 2.38, um einen endlichen Automaten
A fir L(o) zu erhalten. Transformieren Sie dann A in einen Adquivalenten
DEA.

(b) Geben Sie direkt einen EA Agp an, der genau die Dezimaldarstellun-
gen gerader natiirlicher Zahlen akzeptiert. (Machen Sie diesen nicht unnétig
grof}, drei Zustédnden reichen!) Transformieren Sie Agp in einen dquivalen-
ten DEA.

(c) Geben Sie einen DEA an, der genau die Dezimaldarstellungen von durch
drei teilbaren natiirlichen Zahlen akzeptiert. Zur Erleichterung kénnen Sie
zunéchst einen EA konstruieren, der beliebige Ziffernfolgen mit durch drei
teilbarer Quersumme akzeptiert — drei Zustdnde reichen hierfiir.

Aufgabe 2.11 Zeigen Sie: ist A ein DEA, so wird die in Lemma 2.46 de-
finierte Folge ~q,~1, - spétestens nach n — 2 Schritten konstant, dh. es
stimmen ~,, s und ~,_1 iiberein. Geben Sie fiir jede natiirliche Zahl n > 2
einen DEA A,, mit n Zustidnden an, fiir den tatsichlich ~,_3 und ~,,_o noch
verschieden sind.

Aufgabe 2.12 Es sei ein EA A mit Eingabealphabet > gegeben. Das Wort
w = o010 € X* kann zu einem Wort in L(A) aufgebliht werden, wenn
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es Worte wy, - - -, wy in X* gibt derart, dal wogoiw; - - - opwy € L(A). Zeigen
Sie: es ist fiir jeden EA A und jedes Wort w entscheidbar, ob w zu einem
Wort in L(A) aufgebldht werden kann.

Aufgabe 2.13 In Abb. 2.9 sehen Sie Geriiste fiir Automaten iiber dem Al-
phabet {a, h}. Das linke “Geriist” steht fiir einen DEA H und das rechte fiir
einen DEA A. Ergénzen Sie die Diagramme derart, dafl sich durch Reduk-
tion des resultierenden DEA H der DEA A ergibt. Tragen Sie dazu Start-
und Finalzustédnde in die Diagramme ein, ebenso Labels und Richtungen
der angedeuteten Uberginge, sowie, falls notig, zusitzliche Uberginge (die
jedoch nur zwischen schon verbundenen Zusténden einzurichten sind, damit
die H- bzw. A-Form nicht verloren geht). Wenn Sie Lust haben, kénnen
Sie auch noch versuchen Ergéinzungen anzugeben, so daf3 sich das H zu der
Form X oder I reduziert.

Abbildung 2.9: Automatengeriiste

Aufgabe 2.14 Beweisen Sie Lemma 2.52.

Aufgabe 2.15 Es sei ¥ ein Alphabet. Ein w-Wort iiber X ist eine unend-
liche Folge 010903+ von Symbolen aus ¥ (formaler konnen w-Worter als
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Abbildungen von N in ¥ beschrieben werden). Hintergrund dieser Aufgabe
ist die einstmals von Axel Thue gestellte Frage, ob es moglich ist, ein w-Wort
iiber ¥ zu finden, das quadratfrei ist, dh. kein Teilwort der Form vv hat, wo
v € BT nichtleer ist. Es ist recht trickreich zu zeigen, daf dies in der Tat im
Fall |X| > 2 moglich ist. (Dieses Ergebnis diirfen Sie fiir (b) verwenden.)
(a) Zeigen Sie, daf fiir |3| = 2 kein Wort w der Lénge |w| > 4 quadratfrei
ist.

(b) Zeigen Sie, daf es fiir |X| > 2 unendlich viele quadratfreie Worter iiber
Y gibt, und daB es sogar unendlich viele quadratfreie w-Worter iiber X gibt.
(c) Verwenden Sie (b), das Pumping-Lemma und eine kleine Zusatzi-
dee, um zu zeigen, daf fiir |¥| > 2 die Sprache L = {w € ¥* |
w hat ein Teilwort der Form vv,v € ¥} nicht regulir ist.

Aufgabe 2.16 Konstruieren Sie unter Verwendung des im Kapitel beschrie-
benen Verfahrens einen reguléren Ausdruck, der die Sprache reprisentiert,
die durch den DEA in Abb. 2.10 akzeptiert wird.

q2

q1 b

q3

Abbildung 2.10: Regulédrer Ausdruck ?

Aufgabe 2.17 Es sei a kein Element des Alphabets ¥ und Ly eine beliebige
Sprache iiber X, die zumindest ein nichtleeres Wort enthélt. Zeigen Sie (etwa
durch eine kleine Modifikation des Beweises des Pumping-Lemmas), dafl die
Sprache Lo = {a"wa™ : w € Ly1,n € N} nicht regulér ist. (Dies 148t sich so
interpretieren, daf regulére Sprachen kein ,,Z&hlgedachtnis“ haben.)

44
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Kapitel 3

Die Chomsky-Hierarchie

Definition 3.1 Ein Semi- Thue-System ist ein Paar (3,II), wo ¥ ein Alpha-
bet ist und II = {l; — r;; i=1,---,n} C ¥* x ¥* ein Produktionensystem
(n > 0). Seien u,v € ¥*: v wird vermoge II in einem Schritt nach v abge-
leitet, in Zeichen u —i; v, falls es eine Zerlegung u = wylws, wy,ws € X,
gibt und eine Regel | — 7 in II wo v = wirws.

Mit —1 bzw. —} wird die transitive bzw. reflexiv transitive Hiille von
— 1} bezeichnet. (—}; Ableitbarkeit)

Beispiel 3.2 S = ({a,b}, {aa — b, ab — ba})

baabab —>%[ bbbab
baabab —1; baabba

Definition 3.3 [Grammatik] Eine (Phrasenstruktur-)Grammatik ist ein
Quadrupel G=(N,T,IL,S), wobei gilt:

N ist ein Alphabet (Nichtterminale),

T ist ein Alphabet (Terminale), wobei TN N =0; ¥ =NUT,

(3,1I0) ist ein Semi-Thue-System

S € N ist Startsymbol

59
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Die von G erzeugte Sprache ist L(G)={w € T* : S —* w} wobei —* die
durch II bestimmte Ableitungsrelation ist. Man schreibt manchmal auch
—G

Notation: Wir schreiben fir [ — 71, ---, [ — 17, auch
l—ry|re |- |rg

Beispiel 3.4 1. G = {Z},{(,)},{Z — €| ZZ | (Z)}, Z) liefert Klam-
mergeriiste wohlgeklammerter Ausdriicke.
Z— 2% — 2(2) = Z((2)) = Z(() = (£)(0) = 0(0)
(Aufgabe: Ist L(G) regulér? )

2. G = ({S,B,C},{a,b,c}, 11, S) wobei II folgende Ubergiinge hat:

S — aSBC
S — aBC
CB — BC
aB — ab
bB — bb
bC — be

cC — cc

AR S i - v

Es gilt L(G) = {a"b"c" : n € Ny}. (L(G) ist nach dem Pumping-
Lemma nicht regulir.)

L(G) 2 {a™"c" : n € Ny}: einfach

L(G) C {a™"c": n € Ny}: dain den Regeln 4-7 nur Nichtterminale
durch entsprechende Terminale ersetzt werden, existiert zu jeder
Herleitung S —, w, w € T™ eine dhnliche, in der alle Regelan-
wendungen vom Typ 1-3 vor denen vom Typ 4-7 stattfinden.

1-3 4-7
S—6 z—5 w

Leicht zu sehen: x hat die Form oy fiir ei y € {B,C}* und
k> 0.
Wegen der Gestalt der Regeln 4-7 miissen Nichtterminale von
links nach rechts durch Terminale ersetzt werden. Hétte y ein
Teilwort CB, so wiirde der Prozef stoppen. Daraus folgt L(G) C
{a™b™2c™ : n; > 0}. Der Rest ist einfach.
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Noam Chomsky stellte (in den 50er Jahren) folgende Einteilung von Gram-
matiken auf: (X =NUT)

Definition 3.5 [Chomsky-Hierarchie| Fiir i=0,1,2,3 hat G=(N,T,II,S) den
Typ i, falls G die i-te der folgenden Restriktionen erfiillt:

0: keine Restriktion

1: jede Produktion in II hat die Form x1Axzs — x1yrs wobel x1,z9 €
Y*, y€XT, Ac N mit der moglichen Ausnahme der Regel S — ¢,
deren Existenz aber impliziert, dafl S nicht in einer rechten Seite einer
Regel aus II auftritt.

2: jede Produktion in IT hat die Form A — z wobei a € N und z € X*.
3: jede Produktion in II hat die Form A — aB oder A— ¢ wobei A, B €
NundaeT.

Eine Sprache L hat den Typ i, falls L von einer Grammatik vom Typ i
erzeugt wird. Grammatiken vom Typ

e 1 heiflen kontext-sensitiv
e 2 heiflen kontextfrei

e 3 heiflen rechtslinear

Eine Grammatik heifit linkslinear, falls alle Produktionen die Form A —
Ba oder A — € (entspr. Typ 3) haben.

Produktionen der Form A — a (A € N,a € T) heiflen terminierend, I— €
heiBen e- oder leere Produktion und | — r wobei | |<| r | heiflen nicht-
verkiirzt oder beschrénkt.

VORSICHT: Eine Sprache kann von Grammatiken verschiedenen Typs
erzeugt werden und damit mehrere Typen haben. Man kann sich durchaus
einen Typberg vorstellen, auf dessen Spitze Typ 3 steht.

Theorem 3.6 FEine Sprache L C T ist requlir <= L wird von einer
rechtslinearen Grammatik erzeugt.
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Der Vollsténdigkeit halber sollen hier noch folgende Entsprechungen erwéhnt
werden:

e Typ 0 +— Turing-Maschinen
e Typ 1 +— linear beschriankte Automaten
e Typ 2 +— Kellerautomaten

e Typ 3 «+— endliche Automaten

Aufgaben zu Kapitel 3

Aufgabe 3.1 (a) Ein Wort, das von vorne gelesen dasselbe ergibt wie von
hinten gelesen, heifit Palindrom. Schreiben Sie eine kontextfreie Gramma-
tik, die genau die Palindrome iiber dem Alphabet {a,b} erzeugt. (Handelt
es sich um eine regulidre Sprache?)

(b) Schreiben Sie eine kontextsensitive Grammatik, die die Sprache
{a"b"a™b" : n € N} erzeugt.

Aufgabe 3.2 Eine Grammatik G = (N, T,II,S) heifit linear, wenn alle
Produktionen in II die Form A — uBv oder A — ¢ haben, wo u,v €
T*, A,B € N. Geben Sie ein Beispiel einer linearen Grammatik G, wo
L(G) nicht regulér ist.

Aufgabe 3.3 Geben Sie eine Sprache L vom Typ 3 an und fiir jedes i =
3,2,1,0 eine Grammatik G;, die genau L erzeugt.

Aufgabe 3.4 (a) Es sei L eine reguléire Sprache. Beweisen Sie, da§ dann
auch die Sprache L™ = {u"®’ : wu € L} regulir ist.

(b) Zeigen Sie, dafl die Klasse der reguléren Sprachen genau diejenigen Spra-
chen umfafit, die durch eine rechtslineare Grammatik erzeugt werden.

(c) Verwenden Sie (a), um zu zeigen, dafl die Klasse der reguléren Sprachen
genau diejenigen Sprachen umfafit, die durch eine linkslineare Grammatik
erzeugt werden.



Kapitel 4

Kontextfreie Spachen,
Kellerautomaten

4.1 Kellerautomaten

Definition 4.1 Ein Kellerautomat ist ein Sechstupel A = (Q,I,T, A, s, F).
Dabei sind

e () eine endliche Zustandsmenge,

I ein (Eingabe-) Alphabet,

I ein (Stack-) Alphabet,

A C(Q x I* xT™*) x (Q x I'*) eine Ubergangsrelation,

s € Q der Startzustand,

F C @ die Menge der Finalzusténde.

Eine Konfiguration von A ist ein Element aus @ x I* x I'* und besteht
intuitiv aus einem aktuellen Zustand, einem Restwort und einer Stack- bzw.
Kellerbeschreibung. Die Konfiguration (¢, w, 8y) kann direkt von (p,vw, ary)
erreicht werden genau dann, wenn es einen Ubergang ((p, v, @), (¢, 8)) gibt;
wir schreiben dann (p, vw, ay) =1 (q,w, By).

=" bezeichne wieder die reflexive transitive Hiille von ==1.

63
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Ein Wort w € I* wird von A akzeptiert (wir schreiben w € L(A)) genau
dann, wenn (s, w,e) =% (f,€,€) fiirein f € F.

Eine Grundidee (bzw. héufige Verwendungsart) des Stacks bzw. Kellers be-
steht darin, Regeln A — wBuz einer kontextfreien Grammatik (w € T*, B €
N,z € ¥*) algorithmisch in der Form ,,von Zustand A lies w, gehe zu B und
vermerke x als noch zu erledigen auf dem Stack* zu interpretieren. Man ver-
gleiche dies mit reguléren Sprachen bzw. rechtslinearen Grammatiken. Dort
kann eine Regel A — aB algorithmisch als ,,von A lies a und gehe zu B“
interpretiert werden.

Beispiel 4.2 Wir betrachten den Kellerautomaten A =
({s,q, f},{a,b},{a,b,4},A,s,{f}) mit der Ubergangsrelation A mit
den Regeln

L ((s,€,€), (a,4))
2. ((¢;a,8), (¢, alt))
3. ((:0,4), (q,08))
4. ((g:a,b),(g.¢€))
5. ((¢:b,a), (g, €))
6. ((¢,a,a),(q,aa))
7. ((g;b,0),(q,bb))
8. (g€ ). (f,€))

In diesem Fall wird der Keller dazu genutzt, den momentanen Uberschuss
eingegangener Symbole a bzw. b zu notieren. Es ist

L(A) = {w € {a,b}* | w enthilt gleich viele a’s wie b’s}.
Als Beispiel fiir einen Akzeptanzvorgang betrachten wir die Eingabe w =
abba. Sie fiihrt zu folgender Konfigurationsfolge:
(s,abba,e) =Y (q,abba,})
=} (g, bba, at)
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— (g,ba, 1)
— (g,a,bf)
= (¢,61)
=4 (f,e€)

Da f € F gilt, wird w von A akzeptiert.

4.2 Aquivalenz von kontextfreienGrammatiken
und Kellerautomaten

Das erste grofie Ziel ist es, zu zeigen, dafl die kontextfreien Sprachen genau
diejenigen Sprachen sind, die durch einen Kellerautomaten erkannt werden
konnen.

Notation: Im folgenden Abschnitt seien jeweils

® u,v,w,uy, - Worte im Eingabealphabet,

e «,(3,7v,a1,-- Worte im Stackalphabet,

e x.,y,2,x1, - Worte iiber ¥ = N UT oder Stackworte,
® p,q,7,s Zustinde

e N, M nicht-terminale Symbole.

Definition 4.3 Sei G = (N, T,1I1,S) eine kontextfreie Grammatik (kfG),
Y. = N UT. Eine Herleitung S —¢ z heifit leftmost (Im), wenn in je-
dem Schritt das am weitesten links stehende nicht-terminale Symbol ersetzt
wurde.

Beispiel 4.4 G habe die Produktionsregeln S — ABC, A — a, B — b,
C —ec
S —1 ABC —!' aBC —' abC — abce

ist eine leftmost-Herleitung.
S —! ABC —!' AbC —' abC — abe

ist keine leftmost-Herleitung.
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Lemma 4.5 Sei G = (N, T,11,S5) kfG. Fualls S —§ w, so existiert eine
im
Im-Herleitung S — 7, w.

Beweis: Falls eine Herleitung S — w im Schritt ¢ nicht leftmost: &ndere
i

S —bt ... b wyNeMy —' wiNzzy —! -+ — wi Nz AN
W1T121 —> - —— W

in S —'!... -l wNeMy —' wiz1aMy — wiz121y —> -+ - und las-
sen j-ten Schritt nun weg.

Man erhélt so eine Herleitung von w mit gréferem leftmost-Teil am Anfang.
Durch Iteration erhélt man eine leftmost-Herleitung fiir w.

Lemma 4.6 Set A = (Q,I,T,A,s,F) ein Kellerautomat. Falls
(p,w,a) =% (q,6,8) und v €T'*, so auch (p,w,ay) =% (¢, € 7).

Beweis: triviale Induktion.

Theorem 4.7 Zu jeder konteztfreien Grammatik G = (N,T,11,5) existiert
ein Kellerautomat A mit L(A) = L(G).

Beweis: Konstruktion eines Kellerautomaten:
Setze A = (Q,T,X,A,s,F) woX:=NUT, Q :={s,q}, F :={q} und wo
A folgende Ubergiinge hat:

1. Stack-Initialisierung: ((s, €,€), (¢, S5)),

2. Vorhersagen: ((g,€, M), (¢, x)) fiir jede Regel M — x in II.

3. Eingabevergleich: ((q,a,a), (q,¢€)) fiir jedes a € T

Zunéchst benotigen wir noch folgende Hilfsbehauptungen:
im

1) Falls S —§ wa, a € N¥*U{e}, dann (q,w,S) =% (q,¢€, ).
2) Falls (¢,w,S) =% (¢,6, ), a € X", s0 S —F wa.

Der Rest ist dann einfach: fiir w € T™ gilt

weLlG) < S—gw
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lm
= S—gw
— (q,w,S) =" (q,¢,¢)
<~ we L(A).

Beweis der Hilfsbehauptungen:

1) durch Induktion iiber Herleitungslénge k.

Induktionsanfang: im Falle £ = 0 folgt w =€, a = 5, es gilt wie gefordert
(Q7€7 S) :>j<4 (q7 €, S)

Induktionsschritt: es sei k£ > 0. Wir betrachten eine leftmost Herleitung mit
k 4+ 1 Schritten

S —% —% wi| My oy, —% WETaE = wiv|a.

Der Strich “|” deutet hierbei lediglich das Ende des maximalen terminalen
Préfixes des hergeleiteten Strings an. Im letzten Ableitungsschritt wurde die
Regel My — x verwendet, w = wyv ist das maximale terminale Prifix, a
das verbleibende Suffix von wizrar = wa. Nach Induktionsvoraussetzung
gilt (q,wx, S) =" (q,€, Myay). Hieraus folgt (¢, w,S) =% (q,v, Mpoy).
Eine Vorhersage fiihrt zur Konfiguration (¢, v, zax) = (q, v, va). Mittels Ein-
gabevergleiche erreichen wir in A die Konfiguration (g, €, «).

2) Induktion iiber die Zahl & > 0 der beteiligten Konfigurati-
onsiibergénge.
Induktionsanfang: £ = 0. Dann gilt w = ¢ und o = S. Natiirlich gilt
S —5 S
Induktionsschritt: Es sei k& > 0. Der Akzeptanzdurchlauf in A fiihre von
(¢, w,S) in k Schritten zu (g,v,a17y), danach in einem Schritt zu (g, €, a).
Hierbei sei ((¢,v, 1), (¢, 8)) der verwendete Ubergang von A, es gilt dann
a = fv. Hat w die Form w = wyv, so folgt (¢, wg, S) =% (¢,€,17). Aus
der Induktionsvoraussetzung ergibt sich S — ¢ wro7y.

e Falls ((q,v,1),(q,5)) eine Vorhersage mit zugehoriger Produktions-
regel M — (3 ist, so folgt v = €, w = wy, sowie oy = M. Wir erhalten
S —GwMy _>é wphy = wa.

e Falls ((¢,v,1),(g,B)) ein Eingabevergleich ist, so folgt v = a € T,
w hat die Form wga, es gilt a; = a, § = € und a = 7. Wir erhalten
S —§ wpao = wa.

Dies beendet den Bewelis.
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Bemerkung 4.8 Im Beweis wurde ein Top-Down-Kellerautomat fiir die
Grammatik konstruiert, d.h. die Akzeptanz entspricht der Konstruktion ei-
nes Parse-Baums von der Spitze S bis zu den terminalen Blittern. Man
kann auch einen Bottom-Up-Kellerautomaten zu der Grammatik G angeben.
Hierzu setzt man A = ({s,¢}, T, NUT, A, s,{q}) wo A folgende Uberginge
hat:

1. Shift: ((s,a,¢€),(s,a)) fir jedes a € T,

2. Reduce: ((s,€,2™), (s, M)) fiir jede Regel M — = in II,

3. Finish: ((s,¢,9), (g,¢€)).

Dann gilt wieder L(A) = L(G). Wir verzichten auf den Beweis.

Fiir die Umkehrung des Lemmas brauchen wir noch folgende Definition.

Definition 4.9 Ein Kellerautomat A = (Q,I,T,A,s, F) heifit einfach,
wenn gilt:

L. wenn ((¢q,u,a), (p, B)) € A, sogilt [ a |< 1,

2. wenn ((q,u,¢), (p, 8)) € A, so auch ((¢,u, M), (p, BM)) € A, fiir jedes
M eT.

Lemma 4.10 Falls L von einem Kellerautomaten A akzeptiert wird, so
auch von einem einfachen Kellerautomaten A’.

Beweis: Falls A nicht einfach, so machen wir folgende Anderungen:

Zu (1): Falls ((q,u, Ay - -+ Ag), (p, B)) € A, so fiige neue Zusténde t1,- -, tx_1
zu @ hinzu und ersetze ((q,u,A;---Ag),(p,B)) durch ((g,€, A1), (t1,¢€)),
((th ) AQ)? (th 6))7 B ((tk*% 6 Ak*})v (tkflv 6))7 ((tkfla u, Ak)7 (p, /8)) Das

Resultat dieser Anderungen sei die Ubergangsrelation A’.
Zu (2): fiige zu A’ die notigen Uberginge ((q,u, M), (p, 3M)) hinzu. Dies
dndert an der akzeptierten Sprache nichts.

Theorem 4.11 Fualls die Sprache L von einem Kellerautomaten A akzep-
tiert wird, so ist L kontextfrei.
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Beweis: Die nachfolgende Konstruktion einer kontextfreien Gramma-
tik wird manchmal als ,, Tripelkonstruktion®* bezeichnet. Sei A =
(Q,I,T,A,s,F) OBdA einfach. Sei G := (N, I,II,5) wobei N := {S} U
{{p,B,q) | p,q € Q,B € T'U{e}}. Intuitiv représentiert ein nichtterminales
Symbol (p, B, q) einen terminalen String, der in A bei der Wanderung von p
nach ¢ konsumiert wird, wobei auf dem Stack im Resultat B entfernt wur-
de (hierbei kénnen iiber dem betreffenden Vorkommen von B zusétzliche
Symbole auf- und abgebaut werden). Die Relation IT hat folgende Regeln:

1. S — (s,e, f) fir alle f € F,

2. (p,B,q) —> u (r,B1,q1) (@1, B2,42) -+ (qn—1, Bn, q)

fiir jeden Ubergang ((p,u,B),(r,B1---By)) € A, won >0, BeT U
{€} und fiir alle ¢1,--+,gn-1,9 € Q.

(Lies: Eine Wanderung in A von p nach ¢, bei der im Resultat B gepopt
wird, kann dadurch zustande kommen, dafl man von p zunéchst nach
r lauft, wobei u konsumiert wird und B durch B --- B,, ersetzt wird,
und dann n Wanderungen der Form (g;, Bi+1, ¢;+1) durchfiihrt, die zu
q fithren.)

3. <p’B’q> —u <T’€aQ>
fiir alle ((p,u, B),(r,€)) € A mit B € T'U {e} und fiir alle ¢ € Q,

4. (p,e,p) —> € fiir jedes p € Q.

Behauptung: Fiir alle p,q € Q, BeT'U{e}, w e I'*:
(P, B.q) —¢ w <= (p,w, B) =} (¢, ¢ ¢).

Der Rest ist dann einfach: w € L(GQ) <= (s,€, f) —§ wfiirein f € F <=
(s,w,€) =% (f,€,¢€) furein f € F <= w € L(A).

Beweis der Behauptung:
=" Sei (p, B,q) —¢ w eine Herleitung in k Schritten. Wir verwenden
Induktion iiber k. Gilt k£ = 1, so wurde eine Regel vom Typ (4) angewandt,
damit gilt p = g und B = € = w. Es sei nun k£ > 1. Dann muf} der erste
Herleitungsschritt vom Typ (2) oder (3) sein.

1. Falls eine Regel vom Typ (2) korrespondierend zum Automateniiber-
gang ((p,u,B),(r,B1---By)) € A angewandt wurde, so hat die Her-
leitung die Form

<p;B;q> —>é‘ u <7’1,Blaﬁh> o <Qi71,Biaqi> e <Qn71aBn,Q> —>>& w.
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Es habe hierbei w die Form wvi ...v, wo (gi—1,B;,q;) —¢& v; die
betreffenden Teilherleitungen der obigen Herleitung sind (i = 1,...,n,
mit g := 7). Geméf Induktionsvoraussetzung gilt (g;—1,v;, Bi) =%
(gi, € €) fiir 1 <i<n.

(p,w, B) = (p,uvy -+ - vy, B) :>A14 (r,v1 - vn, By Bp)
:}Z (ql,v2...vn,B2...Bn)

=% (qn, € €).

2. Falls eine Regel vom Typ (3) korrespondierend zur Automateniiber-
gangsregel ((p,u, B),(r,€)) angewandt wurde, so hat die Herleitung
die Form

(p,B,q) —& u {r,e,q) —* uv = w.

Nach Induktionsvoraussetzung gilt (r,v,€) =% (¢, €, €). Damit folgt
unter Verwendung der Ubergangsregel

(p, uv, B) =>114 (ryv,e) =% (g, € €).

=" Sei (p,w,B) =% (¢,¢,¢€) eine Konfigurationsabfolge von A mit k
Schritten. Wir verwenden Induktion iiber k. Falls k£ = 0 gilt, so folgt w =
e = B, p = ¢, und wir haben (p,€,p) —¢ € durch Anwenden einer Regel
vom Typ 4. Es gelte nun k > 0. Die Konfigurationsfolge hat die Form

(p,w, B) :>114 (ryv,By -+ Bp) =% (q,€¢€).

Hier gilt w = uv wo u beim ersten Ubergang konsumiert wird. Wir analy-
sieren die Form der beim ersten Ubergang verwendeten Regel aus A. Falls
B = ¢, so hat die Regel die Form ((p,u, B),(r,B1 -+ By,)). Falls B € T, so
hat die Regel die Form ((p,u, B), (r, By - - - By)) oder es gilt B = B,, und die
Regel hat die Form ((p,u, €), (r, By - - - Bp—1)). Da aber A einfach ist, konnen
wir auch in diesem Fall annehmen, dass die Regel ((p,u, B), (r, By --- By))
verwendet wurde. Wir unterscheiden nun zwei Fille

1. Falls n > 0. Da A einfach ist, werden die B; in der zweiten Hélfte der
Konfigurationsfolge sukzessive abgebaut. Es gibt Zustédnde ¢1,- -, ¢,—1 und
Teilworter vy, -+, v, von v = vy - - - v, Mit

(ryv1--vp, B+ Bp) =% (q1,v2- vn, B2+ Bp)

:>ik4 (Qnyeae) = (Q7 €, E)'
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Aufgrund der Form der verwendeten Automatenregel
((p,u, B),(r, By --- By)) haben wir in II die Produktionsregel

(p,B,q) — u (r,B1,q1) {¢1,B2,92) - - {(qn—1, Bn,q)

vom Typ 2 in II, wobei nach Induktionsvoraussetzung (r, Bi,q1) —¢& v,
o {qn—1, Bn,q) —& vpn. Also gilt

(PaBaQ> —%uvr--vn:uv:w.

2. Falls m = 0. Es hat die Konfigurationsfolge die Form
(p,w, B) =Y (r,v,€) =% (q,¢€,€).

Wir haben die Regel (p, B,q) — u (r,e,q) vom Typ 3. Nach Induktions-
voraussetzung gilt (r,€,q) — ¢ v. Es folgt (p, B,q) —¢ uv = w.

4.3 Abschlufleigenschaften kontextfreier Sprachen

Theorem 4.12 Die Klasse der kontextfreien Sprachen ist abgeschlossen un-
ter

1. Vereinigung,
2. Konkatenation und

3. Kleene-Stern.

Beweis: Seien G; = (N;, T;,11;, S;) (i=1,2) kontextfreie Grammatiken; OB-
dA gelte Ny N Ny = 0.

1. Setze G = (Nl UNQU{S},Tl UTs, 11 UHQU{S — 5 | SQ},S), wobei
S ein neues Startsymbol ist. Dann gilt L(G) = L(G1) U L(Gs), G ist
kontextfrei.

2. Setze G = (Nl U Ny U {S},Tl UTs, I Ully U {S — 5152}, S), wobei
S ein neues Startsymbol ist. Dann gilt L(G) = L(G1) o L(G2), G ist
kontextfrei.
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3. Setze G = (Ny U{S}, 71, I U{S — €| SS | S1},5) wo S ein neues
Symbol ist. Es ist klar, dal G kontextfrei ist.
L(G) € L(G1)*: man zeigt, dafl jede G-Herleitung eines nichtleeren
Wortes w durch Abénderung der Reihenfolge der Expansionen so um-
geformt werden kann, dafl zuerst £k > 0 Anwendungen der Regel
S — S erfolgen, dann k Schritte der Form S — S; und danach
nur Regeln aus II;. Damit ist w € L(Gp)*.
L(G1)* C L(G): trivial

Bemerkung 4.13 Der Durchschnitt zweier kontextfreier Sprachen ist nicht
notwendig kontextfrei; das Komplement einer kontextfreien Sprache ist
ebenfalls nicht notwendig kontextfrei. Dies werden wir weiter unten sehen.

Lemma 4.14 Der Durchschnitt einer kontextfreien Sprache mit einer re-
guldren Sprache ist stets kontextfrei.

Beweis: Wir kénnen annehmen, daf3 wir einen Kellerautomaten A fiir I
und einen DEA A, fiir Ly haben.

Ay = (Q1, 11,11, A, 51, F1), Ay = (Q2,12,02,52, Fy).

Setze A = (Ql X Q2,11 N Iy, T, A, (81,52),F1 X Fg) wobei
(((p17p2)aw704)7((%a@%ﬂ))) € A — ((p17w7a)7(q17/8)) €
Ay A(p2, w) =74, (g2, €)

Durch eine einfache Induktion zeigt man, dafl

((51,82),10,6) :>*A ((q15q2),6518) — (Sl,w,ﬁ) :>*Al
(q1,6 B8) N(s2,w) =7, (q2,€) Yw € (I; N I2)*.

Der Rest ist trivial.

4.4 Parse-Biaume

Definition 4.15 Sei G=(N,T,1I, S) kfG. Die Menge der (G-) Parse-Bdiume
ist wie folgt definiert.

1. Fiir jedes A € NUT ist A ein Parse-Baum mit Wurzel A und Blattfolge
A.

2. Sind 17, - - -, T, Parse-Bdume mit Wurzeln A4, -, A,, und Blattfolgen
BI(1), - -,Bl(n) und ist A — A; --- A,, € II, so ist der Baum mit Wur-
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zel A und unmittelbaren Teilbdumen (von links nach rechts) 73, ---, T},
ein Parsebaum mit Wurzel A. Die Blattfolge ist Bl(1),- - -,Bl(n).

3. Ist A — € € II, so ist der Baum mit Wurzel A und einzigem Blatt ¢
ein Parse-Baum mit Wurzel A und Blatt(folge) e.

4. Jeder Parse-Baum wird nach den oberen drei Regeln mittels endlich
vieler Regelanwendungen gebildet.

Ein Parse-Baum T heifit vollstindig, falls jedes Blatt terminal ist und falls
T Wurzel S hat. T heifit Parse-Baum fiir o1 --- 0y, wenn o1 ---0p € T die
Blatter von T sind, von links nach rechts, € auslassend.

Notation: Ich verwende der leichteren Schreibweise wegen die Termnota-
tion fiir Baume. Einen Baum mit Wurzel A und Nachfolgern b, ¢, d und e

schreibe ich A(b, ¢, d,e).

Bemerkung: Es gilt 01 -0 € L(G) <= es existiert ein vollstindi-
ger Parse-Baum fiir oy - - - 0.

Beispiel: S — Ae | aCe | aD, A — Bd, B — abc, C —»
bed, D — bE, E — cde.

(Kleinbuchstaben sind terminal, Grobuchstaben nicht.)
S(A(B(a,b,c),d),e), S(a,C(b,c,d),e) und S(a,D(b,E(c,d,e))) sind Parse-
Baume fiir abede. Sie zeigen, dafl die gewihlte Grammatik mehrdeutig ist,
dh. mehrere leftmost-Herleitungen eines Wortes zuléft.

Bemerkung 4.16 1. Ein vollstéindiger Parse-Baum fafit alle Herleitun-
gen eines terminalen Worts zusammen, die sich nur durch die Reihen-
folge der Regelanwendungen unterscheiden.

Beispiel: I1: S — AB, A—a, B—b

Die Herleitungen S — AB — aB — abund § — AB — Ab —
ab haben beide den Parse-Baum S(A(a),B(b)).

Es ist ein wesentlicher Unterschied, ob ein Wort mehrere Parse-Biaume
hat oder nur mehrere Herleitungen.

2. Wir geben hier keine exakte Definition eines Baumes (vergleiche Lo-
gikbiicher)

3. Das Konzept des Parse-Baumes ist genau auf die Eigenschaft der Kon-
textfreiheit abgestimmt, wo in Regeln links nur ein Symbol steht.
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4. Die Parse-Baume fiir rechtslineare Grammatiken haben Kammform:
S(a,B(b,C(c,D(d,...)))) - sie wachsen nach rechts.
Beachte: Hier entspricht ein Parse-Baum genau einer moglichen Her-
leitung.

Definition 4.17 Die Héhe h(T) eines Parse-Baumes T' der kontextfreien
Grammatik G ist die maximale Linge eines Pfades von 7. Ein Pfad ist eine
Folge von Knoten derart, dal jeder direkte Nachfolger (in der Folge) ein
direkter unterer Nachbar im Baum ist.

Beispiel 4.18 h(S(a, X (b,c))) = 2.

Theorem 4.19 (Pumping-Theorem fiir kontextfreie Sprachen) Se:
G eine kontextfreie Grammatik. Dann existiert ein k € N derart, daf$ jeder
String w € L(G) der Linge |w| > k dargestellt werden kann in der Form
W = ujviuvau3, wo viv2 # € und wo jedes Wort der Form wujviugvyus
(n € N) zu L(G) gehort.

Beweis: Sei G = (N, T,11,S). Sei p = maz{|z| | es gibt eine Regel A —
x € TI}. Setze k = p!Nl. Jeder Parse-Baum T mit h(T) = r hat héchstens
p" Blitter. Also: Hat T' mehr als k& Blitter, so gilt h(T) > |N|, d.h. ein
A € N muf} in einem Pfad (mindestens) zwei Mal auftreten. Ist w € L(G),
|w| > k, so gilt dasselbe fiir jeden vollstdndigen Parse-Baum fiir w. Sei |w| >
k. Wir betrachten einen vollstdndigen Parsebaum fiir w minimaler Hohe,
unter diesen einen Parsebaum minimaler Knotenzahl. In einem Pfad trete
etwa A € N (zumindest) zweimal auf. Der Baum hat die in Abbildung 4.1
dargestellte Form. Es gilt vjvs # €, denn sonst kénnte man den Teilbaum
T (vgl. Abbildung) mit Wurzel A direkt am oberen A anhéingen und man
erhielte einen kleineren, nichththeren Parse-Baum fiir w.

Um die im Lemma beschriebenen Worter zu erfasssen, wiederholen wir
den durch die beiden dargestellten Vorkommen von A bestimmten “Kon-
text” (Baum mit Loch) n mal und héngen unten wieder 7' ein. Dadurch
erhalten wir einen vollstindigen Parse-Baum fiir ujvfugvius € L(G). O

Bemerkung 4.20 Wie schon im Fall der regulidren Sprachen wird auch
hier das Pumping-Theorem benutzt, um zu zeigen, dafl bestimmte Sprachen
nicht kontextfrei sind.
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Abbildung 4.1: Illustration zum Beweis des Pumpinglemmas fiir kontextfreie
Sprachen

Beispiel 4.21 Die Sprache L = {a"b"c" | n € N} ist nicht kontextfrei.

Beweis: Wir nehmen an, L sei kontextfrei. Dann gibt es nach dem Pumping-
Theorem ein m so, dal a”b™c¢™ in der angegebenen Weise zerlegt werden
kann. Sowohl in v; als auch in vy kann nur ein Buchstabentyp auftreten.
Damit existiert ein Buchstabentyp, der weder in v; noch in vy auftritt. Der
wire dann aber in ujviugviug unterrepriasentiert. WIDERSPRUCH!

Korollar 4.22 Die Klasse der kontextfreien Sprachen ist weder unter
Durchschnitts- noch unter Komplementbildung abgeschlossen.

Beweis: L; = {a"b"c¢™ : m,n > 0}, Ly = {a™b"c" : m,n > 0} sind
kontextfrei, denn mit Lig = {a"b" : n > 0}, L13 = {c¢™ :m > 0}, Ly =
{a™ :m >0} und Loy = {b"c" : n > 0}, die offenbar kontextfrei sind, gilt
dies auch fir L1 = Ligo L11 und Lo = Log o L.

Aber: Ly N Ly =T*\ ((T*\ L1) U (T* \ L2)) ist nicht kontextfrei !
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4.5 Kontextfeie Grammatiken in Chomsky-
Normalform

Definition 4.23 Zwei Grammatiken G und G’ heiflen (schwach) dquivalent
genau dann, wenn L(G) = L(G").

Definition 4.24 Eine kontextfreie Grammatik G = (N, T,II,S) heiit e-
frei, wenn sie keine Regel der Form A — € enthélt, mit der moglichen
Ausnahme S — ¢, falls € € L(G). Dann soll S nicht in rechten Seiten einer
Ableitungsregel vorkommen.

Lemma 4.25 Zu jeder kontextfreien Grammatik G = (N, T,11,S) lafst sich
algorithmisch eine dquivalente e-freie kontextfreie Grammatik G' konstruie-
ren.

Bewelis: Setze

Wy = {Ae N:A— ececll},
Wit1 = {AeN:A—zeclllzeW'} (i1>1).

Dann gilt

1. WZ g Wi+1 fir alle ¢ 2 1,
2. Falls Wi = Wi+17 SO Wi = WiJrk (k > 1),
3. Wy, = Wy41, wobeil n=| N |,

4. W, ={AeN:A—%e}

Setze
N’ = NU{S}, wobei S’ ein neues Startsymbol ist,
T =T
' = {S — S}URed(II) UIL,.

Hierbei sei Il := 0, falls € ¢ L(G) und Il := {S" — €} sonst. Weiter
steht Red(II) fiir die Menge aller Regeln, die sich aus Regeln von IT dadurch
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ergeben, dafl man auf der rechten Regelseite irgendwelche (z.B. alle, einige
oder keine) nichtterminale Symbole aus W, weglafit, ohne da jedoch die
rechte Seite hierbei leer werden darf. Es entstehen aus einer Regel von II
ggfs. mehrere Regeln von Red(IT).

Klar: G’ ist e-frei. Ist w # € in G herleitbar, w € T*, so auch in G’:
dazu 148t man bei allen Anwendungen der Regeln auf der rechten Seite alle
Nichtterminale weg, die spéter zu € terminalisiert werden. Die modifizierten
Regeln sind in IT’, also erhalten wir eine G’-Herleitung. Umgekehrt kann jede
G’-Herleitung durch Auffiillen der rechten Regelseiten zu einer G-Herleitung
umgeschrieben werden.

Definition 4.26 [Kettenproduktion] Sei G = (N, T,1I, S) eine kontextfreie
Grammatik. Eine Produktion der Form A — B mit A, B € N heifit Ket-
tenproduktion.

Lemma 4.27 Zu jeder e-freien kontextfreien Grammatik G lGfst sich algo-
rithmisch eine dquivalente e-freie kontextfreie Grammatik G' ohne Ketten-
produktionen konstruieren.

Beweis: Fiir alle A € N definiere

Wo(4) = {4},
Wit1(A) = {B eEN:C— Bellfirein C € WZ(A)} UW;i(A).

Dann gelten
1. Wi(A) C Wi1(A)
3. Wip(A) = Wyt1(A), wobei n=| N |

4. Wyp(A) ={B e N: A—} B}. (Dies gilt, da G e-frei.)

Wir definieren G' := (N',T',1I', S") wo

N' = N,
T = T,
S =S,

I = {A—z|ze(NUT)*\N,IB € W,(A): B — z €1I}.
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G’ enthilt keine Kettenproduktionen und ist e-frei. Eine G-Herleitung
kann durch ,,Zusammenziehen” von G-Kettenproduktionen zu einer G'-
Herleitung umgeformt werden. Umgekehrt kann jede G’-Herleitung in eine
G-Herleitung umgeformt werden, da Regeln aus II’ durch mehrere Regeln
aus II imitiert werden koénnen.

Definition 4.28 [terminalisierbar| Sei G = (N, T,II, S) kontextfreie Gram-
matik. A € N heifit terminalisierbar genau dann, wenn es ein w € T gibt
mit A —¢ w.

Lemma 4.29 Fir jede kontextfreie Grammatik G ist entscheidbar, ob das
Startsymbol S terminalisierbar ist. S ist terminalisierbar genau dann, wenn
L(G) # 0. Zu jeder kontextfreien Grammatik G mit L(G) # 0 lafst sich algo-
rithmisch eine dquivalente kontextfreie Grammatik G' konstruieren, wo jedes
nichtterminale Symbol terminalisierbar ist. Falls G eine e-freie Grammatik
ist und frei von Kettenproduktionen, so gilt dies auch fir G'.

Beweis: Definiere
Wy = {AeN:JweT":A—well}
Wit1 = {AeN|Jze(W,UT)" : A— zecll} UW,.

Wy, enthélt somit alle Nichtterminale, aus denen ein terminales Wort mittels
eines Ableitungsbaumes der Hohe < k ableitbar ist. Es gilt

1. Wy € Wi,

2. falls Wy, = W1, so gilt Wi = Wipy, (m>1),

3. W, = Wy41, wobei n=|N|

4. W, ={Ae N: A —} wfirein w e T*}.
Die berechenbare Menge W, enthélt also alle terminalisierbaren Nicht-
terminale. Offenkundig gilt, dal S terminalisierbar ist genau dann, wenn

L(G) # 0. Im folgenden setzen wir voraus, dal L(G) # (). Wir definieren
G = (N',T',1I', 8") wo

N' = W,,
T = T,
S =S,

I = {A—aell| Aaxe (T'UN).
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Da II' C II folgt L(G’) C L(G). Falls andererseits S —¢ w € T™, so sind
alle Nichtterminale der Ableitung terminalisierbar. Nach Punkt 4 und der
Wahl von N’ gilt dies auch in G’. Daher sind alle Ableitungsregeln dieser
Ableitung in II” und damit gilt S —¢, w.

Nachfolgend sei fiir die betrachteten Grammatiken G stets L(G) nicht-

leer.

Definition 4.30 [erreichbar] Sei G = (N, T,11, S) kontextfreie Grammatik
und A, B € NUT. Das Symbol B € N UT heifit von A aus erreichbar (wo
A € N) genau dann, wenn es z,y € (N UT)* gibt mit A —% zBy.

Lemma 4.31 Zu jeder kontextfreien Grammatik G lGfst sich algorithmisch
eine dquivalente kontextfreie Grammatik G' konstruieren, so daf8 jedes Sym-
bol aus N' UT" von S’ aus erreichbar ist. Ist G eine e-freie Grammatik, frei
von Kettenproduktionen und ist jedes Nichtterminal in G terminalisierbar,
so gilt dies alles auch fiir G.

Beweis: Definiere

Wy = {S},
Wiyr = {BeNUT |Jz,ye (NUT)" AecW),: A— xzBycll} UW,

Wi, umfafit alle Symbole (Terminale und Nichtterminale) von G, die von S
aus mit weniger als k Ableitungsschritten erreichbar sind. Es gelten

L. Wi(S) € Wit1(95),

2. falls Wi(S) = Wi41(S5), so Wi(S) = Wigm(S) (m = 1),

3. W(S) = W1 (S), wobei n=| N/,

4 Wo(S)={Ae(NUT):3z,y € (NUT)* mit S — zAy}

Setze G' := (N',T',1I', S") wo

N' = NNW,(S),
T = TNnWyS),
S =8,

' = {A—zell|Ac N'}.
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Offenkundig gilt L(G') C L(G). Ist w € T* in G ableitbar, so sind alle
Symbole von S aus erreichbar und somit w € L(G'). G’ ist e-frei und frei
von Kettenproduktionen, sofern G es ist.

Sei jedes A € N in G terminalisierbar. Fiir A € N sei degg(4) =
min{k|A € Wi}, Wi wie im Terminalisierungsalgorithmus (vgl. Beweis von
Lemma 4.29). Angenommen

M :={A € N'| Ain G’ nicht terminalisierbar} # 0.

Wiihle aus M ein Element minimalen Grades degg(A) = m (es gilt m > 0).
Da A in G terminalisierbar ist, existiert eine Regel A — x € II, wo jedes
Symbol aus x einen kleineren Grad als A hat. Da A in G von S erreichbar,
gilt dies auch fiir alle Nichtterminale in z. Solche muf} es geben, andernfalls
A — x € II',) A in G’ terminalisierbar. Nichtterminale B aus z haben
kleineren Grad, sind also in M. WIDERSPRUCH!.

Definition 4.32 [reduziert] Eine kontextfreie Grammatik G heifit reduziert
genau dann, wenn IT = ) oder falls fiir jedes A € NUT Worte z,y € (NUT)*,
w € T* existieren mit S —¢, xAy —§ w.

Korollar: Zu jeder kontextfreien Grammatik G 1at sich algorithmisch eine
dquivalente reduzierte kontextfreie Grammatik G’ konstruieren, die e-frei
und frei von Kettenproduktionen ist.

Definition 4.33 [Chomsky-Normalform| Eine e-freie reduzierte kontext-
freie Grammatik G = (N, T,1I,S) ist in Chomsky-Normalform genau dann,
wenn alle Regeln in II die Foom A — a (A € N, a € T), A — BC
(A,B,C € N) oder S — € haben.

Theorem 4.34 Zu jeder kontextfreien Grammatik G = (N, T,I1,S) lqft
sich algorithmisch eine dquivalente kontextfreie Grammatik G' in Chomsky-
Normalform konstruieren.

Beweis: G sei ObdA e-frei, reduziert und frei von Kettenproduktionen. Sei
T = {ay,---,ar}. Falls a; in der Regel B — za;y vorkommt, wo z,y €
(NUT)™, so fithren wir ein neues nichtterminales Symbol 4; ein, eine Regel
A; — ay, ersetzen B — za;y durch B — xA;y. Durch Iteration kann
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man alle diese Fille eliminieren. Danach sind alle Regeln von der Form § —
¢, B—a;oderB— By---B,,mit B,By,---,B,,S€N, a;, €T, k>2.
Falls £ > 2, nimm neue Symbole N, -, Ny_o und ersetze B — B --- B,
durch B — BlNl, N — B2N27 RN Nk,Q — kalBk-

4.6 Der Algorithmus von Younger, Cocke, Kasami

Gegeben sei eine kontextfreie Grammatik G in Chomsky-Normalform. Der
folgende Algorithmus von Younger, Cocke und Kasami entscheidet fiir jedes
w € T*, ob w € L(G) oder nicht:

Schritt 0: falls w = ¢, so gilt w € L(G) <= S — e € IL.

Schritt 1: falls w = o1---0,, n > 1, so berechne das obere Dreieck einer
n x n-Matrix M; j(w) wie folgt:

a) Hauptdiagonale (Bottom) fiir i =1,...,n

MLZ’:{AENZA—)O'Z'GH}
b) I-te Diagonale (Up) fir [ =2,---,n: fiir j =1,---,n:
(i:=j—1+1; Myj = Ujcpe;{A: A — BC €1, B € My, C € Myi1;})

(Kommentar: die horizontalen Nummern j der [-ten Diagonale laufen von [
bis n. Die zugehorigen vertikalen Nummern sind durch ¢ = j — [+ 1 gegeben.
Die Summation bei der Berechnung von M;; beginnt immer mit den B-
Eintrédgen der Hauptdiagonalen derselben Héhe ¢, also bei M; ;, und geht bis
zu M; ;1. Die Positionen der Partnerfelder ergeben sich zu My ;.)

Es gilt w € L(G) <= S € M ,(w)

Beispiel: G habe die Produktionen

1. S— AB
2. A—C1
3. A—(C2
4. B — 1C
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5. B —2C
6. 2— DD
7. C —c
8. D—d

9.1 —d

a) zu testen: liegt cdc in L(G) 7
b) zu testen: liegt cdddc in L(G) ?

Theorem 4.35 Der Algorithmus von Younger, Cocke und Kasami ist kor-
rekt und vollstindig.

Beweis: Zeige allgemeiner: fiir jedes A€ N, e£Aw e T*:

A€ M17|w‘(w) — A —>*G w

Beweis durch Induktion iiber | w |:

Induktionsanfang: | w |=1: A —L w <<= A — w e ll <= A €
Ml,l(w)

Induktionsannahme: Es gelte die Behauptung bis zur Wortlange n — 1.
Induktionsschritt: Sei | w |=n > 2:

Ae M, y(w) <= Cu#teFveT", w=uw, A— BCecll) und B €
M, y|(w) und C € My jw|(w) <= Bu#e#FveT*, w=u, A—
BC € ) und B € My y(u) und C € M, (v) AR (Ju # € # v €
T, w=uv, A— BC€ll) und B—%u und C —§ v A —;
w.

Bemerkung 4.36 (n=Wortlinge) Wenn man die Gréfie von G als konstant
ansieht, so sind fiir jeden Matrixeintrag k£ < n Rechenschritte nttig. Insge-
samt erhilt man einen Zeitbedarf tycx der Gréfienordnung O(n?), da die
GroBe der Matrix O(n?) hat.

4.7 Der Earley-Algorithmus

Der Earley-Algorithmus dient zur Entscheidung der Akzeptanz bei
beliebiger gegebener kontextfreier Grammatik G = (N,T,I1,S). Wir



4.7. DER EARLEY-ALGORITHMUS 83

fiihren eine neue Wurzel (die Superwurzel) S,S ¢ N, ein Stopzeichen
§ ¢ NUT und eine Startproduktion S — Sf ein. Dann setzen wir
H=TTU{S — St},N = NU{S},T =T U {t}.

Definition 4.37 Eine gepunktete Produktion (zu G) hat die Form X —
X1 X;0X;1q--- X, wobei 0 <4 <pund X— Xy --- X, € II gilt.

Definition 4.38 Um im Earley-Algorithmus zu testen, ob a; ---a, €L(QG)
gilt, wird aj---a,f als Eingabe verwendet. Ein Zustand ¢ des Earley-
Algorithmus ist eine gepunktete Produktion, die mit einer Startnummer
nach dem Pfeil versehen ist:

g: X —jlaef

hierbei gilt also X —» a8 € II. Der Zustand ¢ heiBt final genau dann, wenn
B = €. Zustand ¢ heifit terminal genau dann, wenn 8 = av mit a € T,

v € (T'UN)*, q heiBt nicht-terminal, falls B = Av mit A € N,v €

(T UN)*.
Eine Zustandsfolge ist eine geordnete Menge von Zusténden. Wir werden
bei Eingabe von aq - --a,f nacheinander die Zustandsfolgen Qq,- -, @pn+1

berechnen. Ist X — j | e 3 € Q;, dann gilt j < i < n+ 1 und wir
schreiben auch X — j | « . B, lies ,,Aufgrund der erfolgten Kontrolle
von aj - - - a;a;41 - - - a; ist moglich, da8 X fiir die Herleitung eines Teilwortes
@jy1---a;---ap (I > i) verwendbar ist.“ Insbesondere liest sich gegebenen-

falls S — 0 | S4 "¢ so: ,,nach vollstéandiger Kontrolle von ay - - - a,f steht
fest, daB aus S tatsichlich aq - - a,f herleitbar ist.“

Definition 4.39 [Earley-Algorithmus]

Initialisierung: Setze Q; = () fiir 0 < i < n+1, i=0 und fiige S — 0 | &St

zZu Qo.

Hiillenbildung, Entscheidung: Bearbeite die Zustandsfolgen (@; der
Reihe nach (nummeriere alle Produktionen beim Bearbeiten und ver-
merke, aus welchen Regeln sie entstanden sind). Bilde jeweils den
Abschluf} beziiglich Vorhersage, Rekonstrukion und Eingabevergleich.
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Falls @; abgeschlossen ist, ¢ < n+ 1, berechne Q; 1. (Die Berechnung
von ;41 beginnt eigentlich schon beim Eingabevergleich in @;.) Falls
am Ende Q,41 = {S — 0 | Sfe}, so akzeptiere das Eingabewort,
andernfalls verwerfe es.

Vorhersage: Falls @); einen nichtterminalen Zustand X — j | av e Av
enthélt, so fiige alle Produktionen A — ~ € 1II als Zustand
A —i| ey zu Q.

Rekonstruktion: Falls @; einen finalen Zustand X — w | «e enthélt
und @, einen Zustand C' — ¢ | @ Xv, so fiige den Zustand C —
g | 0X ev zu Q;. (Anschaulich: Alle Produktionen, fiir die in @,, eine
Vorausschau fiir X gemacht wurde, werden jetzt in Q; vermerkt mit
dem Unterschied, da8 der Punkt hinter dem X steht.)

Eingabevergleich: Falls @; einen terminalen Zustand X — j | a e av
enthélt und falls a;11=a gilt, so fiige X — j | aa e v zu Q;41.

Beispiel 4.40 G habe die Superwurzel S und folgende Produktionen:

1. S— Rf
2. R— aRb
3. R— A
4. A — Aa

5 A —a

Es soll gepriift werden, ob G das Wort aaabf erzeugt.
Qo ={

01: S—0|eRt (Initialisierung)

02: R—0|eaRb Vorausschau(l)

03: R—0|eA Vorausschau(1)

04: A—0]|eda Vorausschau(3)

05: A—0]|ea } Vorausschau(3)

Q1 ={
06: R—>0|aeRb Fingabevergleich(2)
07: A—O0fae Eingabevergleich(5)
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08: R—>1|eaRb Vorausschau(6)

09: R—1]eA Vorausschau(6)

10: R— 0] Ae Rekonstruktion(7, mit 3)
11: A— 0| Aea  Rekonstruktion(7,mit 4)
12: A—1]ea Vorausschau(9)

13: A—1]eAa Vorausschau(9)

14: S— 0| Ret } Rekonstruktion(10,mit 1)
Q2 ={

15: R— 1| aeRb FEingabevergleich(8)

16: A— 0] Aae  FEingabevergleich(11)

17: A—1lae Eingabevergleich(12)

18: R — 2| eaRb Vorausschau(15)

19: R— 2] eA Vorausschau(15)

20: R— 0] Ae Rekonstruktion(16, mit 3)
21: A— 0| Aea  Rekonstruktion(16, mit 4)
22: R—1|Ae Rekonstruktion(17, mit 9)
23: A— 1| Aea  Rekonstruktion(17, mit 13)
24: A— 2| eAa Vorausschau(19)

25: A—2]ea Vorausschau(19)

26: S— 0| Reff  Rekonstruktion(20,mit 1)
27: R— 0| aReb } Rekonstruktion(22,mit 6)
Qs ={

28: R— 2| aeRb FEingabevergleich(18)

29: A— 0] Aae®  FEingabevergleich(21)

30: A— 1| Aae  Eingabevergleich(23)

31: A—2]ae Eingabevergleich(25)

32: R—> 3| eaRb Vorausschau(28)

33: R—3]|eA Vorausschau(28)

34: R—0]|Ae Rekonstruktion(29, mit 3)
35: A— 0| Aea  Rekonstruktion(29, mit 4)
36: R—1]|Ae Rekonstruktion (30, mit 9)
37: A— 1| Aea  Rekonstruktion(30,mit 13)
38: R—>2|Ae Rekonstruktion(30, mit 19)
39: A— 2| Aea Rekonstruktion(30,mit 24)
40: A— 3| eAa Vorausschau(33)

41: A— 3| ea Vorausschau(33)

42: S — 0| Ref  Rekonstruktion(34,mit 1)
43: R— 0| aReb Rekonstruktion(36, mit 6)

85
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44: R— 1|aReb } Rekonstruktion(38, mit 15)

Qs={

45: R— 0| aRbe FEingabevergleich(43)

46: R—>1|aRbe FEingabevergleich(44)

47: S — 0| Ref  Rekonstruktion(45, mit 1)
48: R— 0|aReb } Rekonstruktion(46, mit 6)

Qs ={
49: S — 0| Rte } FEingabevergleich(47)
Somit wird die Eingabe akzeptiert.

4.8 Deterministische Kellerautomaten und deter-
ministische kontextfreie Sprachen

Da zu jedem endlichen Automaten ein dquivalenter deterministischer Auto-
mat existiert, kann jede reguldre Sprache L durch einen deterministischen
endlichen Automaten A erkannt werden. A liefert gleichzeitig einen determi-
nistischen und backtrackingfreien Algorithmus, um zu entscheiden, ob ein
Fingabewort zu L gehort. Wir gehen nun der Frage nach, unter welchen
Umsténden man auch fiir eine kontextfreie Sprache L einen deterministi-
schen Kellerautomaten konstruieren kann, der eine dhnliche Funktionalitét
bietet. Zunéchst miissen wir die Frage kldren, was unter einem deterministi-
schen Kellerautomaten zu verstehen ist. Um unnétige Einschrankungen zu
vermeiden, ist es an dieser Stelle sinnvoll, das Konzept des Kellerautomaten
unwesentlich zu verallgemeinern:

Definition 4.41 Sei k& > 0 eine natiirliche Zahl. Ein Kellerauto-
mat mit V8 -Ubergangsrelation (V' fiir Vorausschau) ist ein Sechstupel
A = (@Q,%,T,A, s F), wobei Q,%,T',s,F wie iiblich definiert sind und
AC(QxX*xT*) x (Q x * x T'*) eine endliche Menge von Ubergiingen
der Form

(¢, u,0), (¢ u, ) (¢, € Que ¥, a,peT*) (Typ 1)
und

(g, av',a), (¢, v/, B)) (¢,4' € Q,a € X,u" € ¥ a, 8 €T*) (Typ 2)
wo |u|,|au |[<k
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Eine Konfiguration von A ist ein Element von () x X* xI'™*. A erlaubt folgende
Ein-Schritt Ubergiinge zwischen Konfigurationen:

(¢, wv, ay) =} (¢, uv, By) falls ((q,u, @), (¢, u, B)) € A

(q,av/v,ay) =1 (¢',uv, By) falls ((q,a, ), (¢, v/, 3)) € A.

=" bezeichnet die reflexive transitive Hiille von :>114

weL(A) < 3IfeF: (s,we) =% ([, €¢€)

Kommentar: Die Ubergangsregeln machen eine ,,Vorausschau® von (ma-
ximal) k£ Elementen. Hierbei wird maximal ein Symbol konsumiert.

Offenkundig kann man jeden Kellerautomaten im Sinn von Definition 4.1
auffassen als einen Kellerautomaten mit VM-Ubergangsrelation. Man be-
achte hierbei, da man bei den Ubergiingen eines Kellerautomaten mit V ()-
Ubergangsrelation nicht gezwungen ist, eine Vorausschau von k& Symbolen
zu betreiben, auch wenn dies erlaubt ist. Wir zeigen nun, daf§ das Konzept
des Kellerautomaten mit V*)-Ubergangsrelation nicht wirklich méchtiger
ist als das Konzept des konventionellen Kellerautomaten.

Satz 4.42 Zu jedem Kellerautomaten A mit V¥ -Ubergangsrelation ewxi-
stiert ein Kellerautomat A" im Sinn von Definition 4.1 mit L(A) = L(A").

Beweis: Sei A = (Q,%,T, A, 5, F) Kellerautomat mit V*)-Ubergangsrelati-
on. Die Idee besteht darin, die bei A in Form einer Vorausschau erhaltene In-
formation bei A" in die Zustéinde zu kodieren. Setze A’ := (Q', X, T, A, s', F')

mit
Q = {qulqeQueX |ul <k},
s = s
F' = {f|feFy},
A" = {((qur 15 ), (quor ©)) 1 ¢ € Q u,v € X7, Jun| <k}

U{((quo €, @), (@ B)) | (50, @), (¢, 1, B)) € A, Juw] < K}
U{((Qau’wea a)7 (qgﬂmﬂ)) ‘ ((Q7au/7a)7 (qlvu/7ﬂ)) € Av \au/v\ S k}

Es gilt L(A) = L(A’). (Der Beweis bleibt dem Leser iiberlassen.)
Beispiel 4.43 Es sei A ein Automat fiir die Grammatik G mit Regel

S — aSh | € mit V()-Ubergangsrelation A. Q = {p,q}, F = {q}, ¥ =
{a,b}, T'={a,b,S} und A wie folgt
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1.

N

= W
— — — — —
—~ o~ o~ o~
=
o
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—
=
\.ﬂ'\
)
~—
SN—

Akzeptanz von ab in A:

(p,ab,e) =1 (q,ab,S) =" (g, ab,aSbh) ="' (q,b,9b) ="' (q,b,b) =!
(g,€:¢€)

Akzeptanz in A’

(pe, ab, €) =1 (pa,b,€) ="' (qu,b,5) ="' (qu,b,aSb) ="' (q.,b, Sb) =1
(Qbae, Sb) =1 (Qb,ﬁ, b) = (qe,E,E)

Bemerkung 4.44 In manchen Biichern werden von vorneherein alle Kel-
lerautomaten mit V*)-Ubergangsrelation definiert, wobei k nicht notwendi-
gerweise a priori eingeschrankt ist.

Definition 4.45 Der Kellerautomat A heifit deterministisch genau dann,
wenn zu jeder Konfiguration von A maximal eine direkte Nachfolgerkonfi-
guration existiert.

Bemerkung 4.46 Durch Einfithrung einer Vorausschau gelingt es in man-
chen Fillen, Kellerautomaten deterministisch zu machen.

Nachdem klar ist, was unter einem deterministischen Kellerautomaten
zu verstehen ist, stellt sich die Frage, welche kontextfreien Sprachen von
einem deterministischen Kellerautomaten akzeptiert werden.

Definition 4.47 Eine kontextfreie Sprache L heifit deterministisch genau
dann, wenn L von einem deterministischen Kellerautomaten akzeptiert wird.

Bemerkung 4.48 Man kann zeigen, dafl die Klasse der deterministischen
kontextfreien Sprachen - anders als die Klasse aller kontextfreien Sprachen -
unter Komplementbildung abgeschlossen ist. Hieraus folgt sofort, dafl nicht
jede kontextfreie Sprache deterministisch kontextfrei ist.
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Das Ziel der nachfolgenden Darstellungen ist es, zwei wichtige Klassen
von deterministischen kontextfreien Sprache zu charakterisieren. Ausgangs-
punkt sind hierbei zwei spezielle Arten deterministischer Kellerautomaten.
In Abschnitt 4.2 hatten gezeigt, wie man zu einer gegebenen kontextfrei-
en Grammatik G einen passenden Top-Down- bzw. Bottom-Up Kellerau-
tomaten A konstruieren kann, der L(G) akzeptiert. Wir fragen nun, unter
welchen Voraussetzungen an die Grammatik G der entsprechende Keller-
automat durch eine verfeinerte Konstruktion, die Vorausschau einer festen
Anzahl k von Symbolen mit in Betracht zieht, deterministisch gemacht wer-
den kann. Es stellt sich heraus, dafl die Antwort davon abhingt, ob wir
einen Top-Down-Kellerautomaten oder einen Bottom-Up Kellerautomaten
konstruieren wollen.

4.8.1 Deterministische Top-Down Kellerautomaten und
LL(k)-Grammatiken

Wir orientieren uns zunéichst am Ziel, einen deterministischen Top-Down
Kellerautomaten zu konstruieren. Am Ende des Kapitels gehen wir dann
auf Bottom-Up-Kellerautomaten ein.

Hilfsbegriffe

Im Folgenden nehmen wir an, daf} die kontextfreien Grammatiken stets eine
Produktion S — S haben, die die einzige ist, in der S auftritt.

Definition 4.49 Sei G = (N, T,1I, 5‘) kontextfreie Grammatik, w € T%,
k > 0. Das k-Prdifix von w ist

] wi falls Jw| <k
hiw = { w falls w=uv, |ul==k
Fiir alle o € (N UT)* ist

Firsty(a) = {ve(TU{#})" |a —5w,we T u=kw}
Follow, (o) = {ue (TU{t})* |8 —% vaw, v,w e T u = kw}

Fiir Q C(NUT)* ist
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Abbildung 4.2: Parsing-Reihenfolge fiir LL(k)- (links) resp. LR(k)-

Grammatiken.

Firsty(Q) = Ugeq Firsty(a)
Follow(Q2) = Ugpeq Followy(a)

Notation: a2 = {af | § € Q}.

Wir kénnen nun diejenigen kontextfreien Grammatiken G beschreiben,
die in einen deterministischen Top-Down Kellerautomaten mit V*)-Uber-
gangsrelation iibersetzt werden konnen.

Definition 4.50 Eine kontextfreie Grammatik G = (N,T,II,S) ist eine
LL(k)-Grammatik genau dann, wenn fiir beliebige leftmost Herleitungen
mit Anwendungen von Regeln X — o und X — o' aus I der Form

a[l...a,fafy —>Z'a1"‘afaf+1"‘am

S —%ay-apXy —
G f G a/l...a/falfy Hgal...afa/f—’—l..-a;]/

(wobei a;,a; € T, v € (NUT)") stets aus kiagiq---ap, = ki, --aj,
bereits a = o folgt.

Die Namensgebung ,,LL(k)“ geht auf folgende Eigenschaft zuriick. Bei ei-
ner Top-Down-Analyse von Links nach rechts mit einer Leftmost-Herleitung
reicht eine Vorausschau von k Elementen, um eindeutig festzustellen, wel-
che Regel angewandt wurde. Dieses Prinzip soll mit Hilfe von Abbildung 4.2
néher erldutert werden. Auf der linke Seite ist ein G-Parsebaum (nichttermi-
nale Symbole sind weggelassen) fiir einen Eingabestring ajasasasasagarag
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angegeben. Die Nummern 0-6 geben die Reihenfolge der Regelanwendun-
gen bei einer Leftmost-Herleitung mittels G an. Wir gehen davon aus, daf
wir diesen Parsebaum mit Hilfe eines Topdown-Kellerautomaten ,,rekon-
struieren “ wollen. Dies bedeutet, dafl der Kellerautomat damit beginnt, den
Startzustand von G auf den Stack zu laden. Nachfolgend soll die Ersetzung
nichtterminaler Symbole auf dem Keller in Art und Reihenfolge genau der
Regelanwendung der Leftmost-Herleitung entsprechen. Natiirlich kommen
beim Kellerautomaten Eingabevergleichsschritte hinzu. Es sei nun erschwe-
rend angenommen, daf fiir jedes nichtterminale Symbol A in G mehrere
Regeln mit linker Seite A existieren. Im allgemeinen miissen wir dann be-
reits bei der Wurzel ,,raten*, welche Regel zur Expansion des Startsymbols
verwendet wurde. Entsprechende Rateschritte sind bei jedem weiteren in-
neren Knoten notwendig. Insgesamt erhalten wir ein hochgradig nichtdeter-
ministisches Verfahren. Betrachten wir nun die Situation, wo G eine LL(k)-
Grammatik ist, etwa fiir K = 3. Um hier festzustellen, welche Regeln an den
Stellen 0,1,2 angewandt wurden, reicht es jeweils, ajaoaz im Rahmen einer
Vorausschau anzusehen. In der Tat garantiert die LL(3)-Eigenschaft, daf fiir
ein gegebenes 3:a; - - - ag = ajasa3 nur eine rechte Seite a zur Ersetzung des
Startsymbols in Frage kommt. Entsprechendes gilt an anderen Stellen der
Analyse. Wenn wir die Regelanwendungen an den Stellen 0, 1,2, 3 ermittelt
haben, so reicht eine Analyse von a4asag, um die Regelanwendung 4 korrekt
vorherzusagen. Nachfolgend werden die Regelanwendungen an den Stellen 5
und 6 durch Vorausschau ermittelt.

Wir geben nun ein Verfahren an, zu einer LL(k)-Grammatik einen Top-
Down Kellerautomaten mit Vorausschau zu konstruieren, der genau nach
der so beschriebenen Idee arbeitet.

Satz 4.51 Zu jeder LL(k)-Grammatik G ezistiert ein deterministischer
Kellerautomat A mit V) -Ubergangsrelation derart, daff L(G) = L(A).

Beweis: Sei G = (N, T,11, S). Die Zustiinde von A haben die Form [X —
pev, Q] wo X — pv Produktionen aus IT und © die Menge der k-Préfixe
ist, die auf X folgen koénnen, d.h. Q = Followy(X).

Konstruiere nun A := (Q,T,I', A, s, F') wie folgt:

1. (Initialisierung) Setze qo := [S — @S, #] und Q := {qo}, A := 0.

2. (Zustand bearbeiten) Sei ¢ = [X — p o v, Q] ein Zustand von @), der
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noch nicht behandelt wurde. In Abhéngigkeit von der Gestalt von v
unterscheiden wir drei moégliche Formen der Bearbeitung:

. (Terminalisierung und Rekonstruktion) Falls v = ¢, so fiige

((q,€,%), (*,€,€)) zu A. Spiiter setze fiir * jeden Zustand ¢’ aus @ ein.
(

Eingabevergleich) Falls v = av fiir ein a € T,y € (NUT)*, so fiige

¢ =X — paey,Q] zu Q und ((q,a,€),(q, € ¢€)) zu A.

. (Vorausschau) Falls v = By, B€ N,y € (N UT)*, so sei

¢ =X — pBe~v,Q] und

H :={[B — op;, Firsty(vQ)] | B — p; € II}. Sei
Q:=QU{¢}UH und

A= AU{((q,vi,€), (hi,vi,q')) | hi € H,v; € Firsti(8;vQ)}.

. Falls alle Zustédnde in Q behandelt wurden, so stoppe, ansonsten gehe

zu Punkt 2.

Der Automat akzeptiert wf, falls nach Konsum von w der Zustand gy bei
leerem Stack erreicht wird. Beim Start wird gg auf den Stack geladen.

Bemerkung 4.52 1. Zu jeder Regel X — X;---X,, der Grammatik

treten im allgemeinen Zusténde

Po = [X—)OXl---Xn,Q],
pro= X — XXy X,,,0Q],
Pn = [X—)XanO,Q]

auf.

Wenn man von p; weitergeht, mufl man zu p;;1 (bei Akzeptanz) spéter
zuriickkehren. Dazu wird in der Vorausschau ¢’ auf den Stapel geladen.
, Weitergehen in die Tiefe“ bedeutet zunéichst zu h; zu gehen. Die
Riickkehr zu ¢’ wird spéter durch die Terminalisierung erzwungen, wo
steht, dafl der einem terminalen Zustand nachfolgende Zustand vom
Stack zu entfernen ist.

. Die Wahl von A in der Vorausschau erzwingt, dafl man, bevor man in

die Tiefe geht (Wechsel von ¢ nach h;), eine Vorausschau von maximal
k Eingabesymbolen macht. Dafiir sind die Uberginge in der Voraus-
schau so eingeschrénkt, dafl der Schritt von ¢ nach h; nur gemacht
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wird, wenn die k£ folgenden Eingabesymbole konsistent sind mit der
Annahme, daf} tatsdchlich die Regel B — g; fiir ein Anfangsstiick
des Restwortes verantwortlich ist.

3. Konsumiert wird nur, um den e iiber ein terminales Symbol hinweg-
zusetzen (siehe Eingabevergleich).

4. Der Algorithmus kann auf jede kontextfreie Grammatik angewandt
werden. Er liefert genau dann einen deterministischen Kellerautoma-
ten, falls G vom LL(k)-Typ ist.

Beispiel 4.53 G habe folgende Regeln: 7 — X, X — VY, X —
bYa, ¥ — ¢, Y — ca. Fir k = 3 liefert der Algorithmus folgende
Zustinde und Uberginge:

1. Initialisierung:
Qo = [Z2 — o X, {#1}].

2. Vorausschau mit gy (B = X,y =¢,Q = {#}):
¢ = q wo
@1 =7 — Xe {t}]
H :={q2,q3} wo
g2 = [X — oY, {1}],
g3 :=[X — obYa, {t}}.
Fiige zu A Ubergénge von ¢y zu g2 der Form

((QO,Cﬁ,E),(C]%Cﬂ,C]l)), (1)

(g0, cat, €), (g2, cat, @), @)

und zu g3 der Form

((q0, bea €), (g3, bea, q1)). (3)
3. Terminalisierung mit ¢; ergibt Ubergangsschema:

((Q1767 *)7(*767 6)) (4)
4. Vorausschau mit ¢o (B =Y,y =¢,Q = {t}):

q' = qu wo

q4 = [X — Ye, {ﬁ}]
H :={g5,q96} wo
g5 = [Y — ec, {t}],

g == [Y — eca, {#}]}.
Fiige zu A Ubergénge von ¢o zu g5 der Form
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((Q2acﬂa€)’ (qL’)acﬂaCM)) (5)
und zu gg der Form
((QQ,CQﬂ,E), (qL’)acaﬂaCM))' (6)

Eingabevergleich zu g3 ergibt neuen Zustand
g7 :=[X — beYa,{}].
und Ubergang ((g3, b, €), (47, €, €)). (7)

Terminalisierung mit g4 ergibt Ubergangsschema:

((Q4767*)7(*767 6)) (8)

Eingabevergleich zu g5 ergibt neuen Zustand

qs :[Y — ce, {ﬁ}]
und Ubergang ((gs, ¢, €), (gs, €, €)). 9)

(7) Eingabevergleich zu ¢g ergibt neuen Zustand
@ = [V — coa,{t}).
und Ubergang ((gs, ¢, €), (g9, €, €)). (10)

Vorausschau mit g7 (B =Y,y = a,Q = {t}):

q' = qio wo

qi0 ‘= [X —bY e a, {ﬁ}]

H :={q1,q12} wo

qu = [Y — ec, {at}],

a1 = [V —> eca, {az}].

Fiige zu A Ubergénge von g7 zu ¢q11 bzw. ¢12 der Form

(g7, cat, €), (q11, call, q10)), (11)
((g7, caa,€), (q12, caa, q10)) (12).

Terminalisierung mit gg ergibt Ubergangsschema:
((gs, €, %), (*,€,¢€)) (13).

Eingabevergleich zu g9 ergibt neuen Zustand
Q13 = Y — cae, {#}].
und Ubergang ((qo, a, €), (q13, €, €)) (14).

Eingabevergleich zu g1 ergibt neuen Zustand
Q14 := [X — bY ae, {1}].
und Ubergang ((q10, @, €), (q14, €, €)) (15).

Eingabevergleich zu g11 ergibt neuen Zustand
@15 :=[Y — ce, {afi}].
und Ubergang ((q11, ¢, €), (q15, €, €)) (16).



4.8. DETERMINISTISCHE KELLERAUTOMATEN UND DETERMINISTISCHE KONTEXTFREIE

14. Eingabevergleich zu ¢g12 ergibt neuen Zustand
qi6 :=[Y — cea,{a}].

und Ubergang ((¢12, ¢, €), (q16, €, €)) (17).
15. Terminalisierung mit g3 ergibt Ubergangsschema:

((QI&G’*)’(*’E’G))' (18)
16. Terminalisierung mit ¢4 ergibt Ubergangsschema:

((q147€7*)7(*767 6)) (19)
17. Terminalisierung mit g5 ergibt Ubergangsschema:

((q157€7*)7(*767 6)) (20)

18. Eingabevergleich zu ¢¢ ergibt neuen Zustand
Q7 = [Y — cae, {af}].
und Ubergang ((g16,a €), (d17,€, ). (21)

19. Terminalisierung mit g7 ergibt Ubergangsschema:
((QI7a€’*)’(*’6a€))' (22)

Nur von den Zusténden ¢o, g2 und g7 aus gibt es mehrere Uberginge. An
den Ubergéingen von Zustand g7 sieht man: wegen 3-Vorausschau ist der
Automat deterministisch. Fiir K = 2 wére ein entsprechender Automat nicht
deterministisch.

Beispiel 4.54 Wir betrachten die Eingabe bcaat:

3 7 12
(qo, beaat, qo) 151 (g3, beaatt, q1qo) 101 (g7, caat, q1qo) )

17 21 22

(q12, caalf, g109190) an (q16, aat, q109190) &y (q17, a4, q10,91,90) &2
15 19 4 . )

(q10, at, q190) 43 (q14, 8, q190) 49 (q1,4,90) SO (qo,8,€), also wird die

Eingabe akzeptiert. Eine Vorausschau war notwendig, um ausgehend von
den Zustéinden ¢y = [Z — X, {f}] und ¢ = [X — b e Ya,{4}] die
richtigen Umformungsregeln fiir X und Y zu finden.

4.8.2 Deterministische Bottom-Up Kellerautomaten und
LR (k) Grammatiken

Wir haben im vorausgegangenen Abschnitt gesehen, dal man fiir LL(k)-
Grammatiken die Konstruktion eines Top-Down-Kellerautomaten aus G so
verfeinern kann, dafl wir einen deterministischen Kellerautomaten (mit einer
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Vorausschau von k Elementen) erhalten. Die Konstruktion eines Bottom-
Up-Kellerautomaten zu einer gegebenen kontextfreien Grammatik gehorcht
etwas anderen Prinzipien. Wenn man &hnlich diejenigen kontextfreien Gram-
matiken charakterisieren mochte, zu denen wir einen deterministischen
Bottom-Up-Kellerautomaten berechnen koénnen, so kommen wir auf den
nachfolgenden Begriff.

Definition 4.55 Eine kfG G heifit LR(k)-Grammatik genau dann, wenn
fiir je zwel Rechtsherleitungen

S —&aBw —¢ aflw
S —&dBw =l B

(die Striche “|” sind nur Hilfsmarkierungen, vgl. nachfolgende Bemerkungen)
mit letzter Regelanwendung B — 8 bzw. B’ — ' aus aff = o/ und
Firsti(w) = Firstp(w') stets 8 = 8’ sowie B = B’ folgt.

Informell besagt die Eigenschaft, dal es im String afw geniigt, das Teilwort
aff und Firstp(w) zu kennen, um zweifelsfrei zu entscheiden, ob B — [ die
zuletztverwendete Regel war.

Wir werden nicht im Detail erkldren, wie man zu einer LR(k)-
Grammatik einen deterministischen Bottom-Up Kellerautomaten konstru-
iert. Das Akzeptanzverhalten eines solchen Kellerautomaten soll jedoch an-
hand Abbildung 4.2 angedeutet werden. Wir beziehen uns hierbei auf das
rechte Teilbild und nehmen an, die zugrundegelegte kontextfreie Grammatik
G sei eine LR(3)-Grammatik. Der zugehorige deterministische Kellerauto-
mat A liest nacheinander die Symbole a1,as und ag auf den Stack und
macht in jedem Schritt eine Vorausschau von drei Elementen. Aufgrund die-
ser Informationen erkennt A in den Zwischenschritten, dafl weder a; noch
as oder ajao rechte Seiten einer Regelanwendung in der zugrundegelegten
Rechtsableitung darstellen. Erst nachdem ajasas eingelesen sind, folgt aus
der Vorausschau auf aqasag, da as, ag zu einem Nichtterminal (etwa A) zu-
sammenzufassen sind (Regelanwendung 0). Aus der Kenntnis von a1 A (auf
dem Stack liegt wie iiblich das invertierte Wort Aaj) und agasas kann da-
nach eindeutig die Regelanwendung 1 ermittelt werden, auf dem Stack wird
Aaq durch das entsprechende Nichtterminal ersetzt. Im weiteren Verlauf muf
nun erst agqasag eingelesen werden, bis aufgrund der Vorausschau auf arag
wieder eine Regelanwendung, in diesem Fall die Anwendung 2, erkannt wird.
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Danach wird a7ag eingelesen, es konnen nun nacheinander die Regelanwen-
dungen 3 — 6 erkannt werden. Man beachte, dafl sich die zugrundegeleg-
te Rechtsableitung durch Inversion der Reihenfolge der erkannten Regelan-
wendungen ergibt. Bei dieser werden nacheinander die Regelanwendungen
6,...,0 durchgefithrt. Man kann nun den Sinn der Strich-markierungen in
den Ableitungen in Definition 4.55 erkennen: der Balken | markiert genau die
Grenze zwischen Stack und Resteingabe des Automaten. Die Vorausschau
erfolgt auf der Resteingabe w bzw. w’. Im Hinblick auf den Stack besteht das
Problem darin, einerseits zu sehen ob eine Reduktion erfolgen soll oder ein
neues Symbol von der Eingabe auf den Stack geladen werden soll, im ersteren
Fall dann die Zahl der zur Reduktion zu verwendenden Stackelemente (also
B) zu bestimmen, und die korrekte linke Regelseite (Reduktionsergebnis B)
zu finden.

4.8.3 Beseitigung von Linksrekursion und Grammatiken in
Greibach-Normalform

Definition 4.56 Eine kontextfreie Sprache L heifit deterministisch genau
dann, wenn sie von einem deterministischen Kellerautomaten akzeptiert
wird.

Bemerkung 4.57 Es gibt viele kontextfreie Sprachen, die nicht determini-
stisch sind.

Beispiel: Fiir die Sprache L gelte

a) Es existiere fiir jedes u € T* ein v € T™ mit wv € L und

b) Es sei T* \ L nicht kontextfrei.

Dann ist auch L nicht deterministisch kontextfrei.

Wir haben ein Verfahren kennengelernt, wie man aus einer kontextfreien

Grammatik einen Kellerautomaten A konstruiert, der deterministisch ist,
falls G eine LL(k)-Grammatik ist.
Falls A nicht deterministisch ist, kann es an der speziellen Grammatik liegen,
d.h. unter Umsténden existiert eine kontextfreie Grammatik G’ mit L(G) =
L(G"), bei der man einen deterministischen Kellerautomaten erhilt. Eine
typische Quelle von Nichtdeterminiertheit, die in der Grammatik liegt, aber
nicht notwendig in der Sprache, ist die folgende:

Definition 4.58 [linksrekursiv] Eine kontextfreie Grammatik mit A € N
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und A —§ AB, B € (NUT)" heift linksrekursiv in A.

Lemma 4.59 Sei G kontexifreie Grammatik und linksrekursiv in A € N.
Dann ist G fiir kein k € N eine LL(k)-Grammatik.

Lemma 4.60 Zu jeder linksrekursiven kontextfreien Grammatik G, wo
L(G) nicht das leere Wort enthdlt, gibt es eine dquivalente kontextfreie
Grammatik G' ohne Linksrekursionen, die algorithmisch bestimmt werden
kann.

Beweis: Es bezeichne N die Menge der nichtterminalen Symbole von G.
Wir nehmen einfachheitshalber an, daf§ in G die rechte Seite jeder Regel
entweder zumindest zwei Symbole enthilt oder aber aus einer nichtleeren
Folge von terminalen Symbolen besteht (vgl. Konstruktion der Chomsky-
Normalform). Sei Xi,---,X,, eine Ordnung auf N. Falls X; — X, stets
1 < j impliziert, dann ist G nicht linksrekursiv. Falls so eine Ordnung nicht
existiert, fithren wir fiir i = 1,...,|N| die folgenden Schritte durch (fiir jedes
i jeweils beide Schritte, bevor der Index erhoht wird).

1. Fiir j =1, ---,7 — 1 ersetze jede Produktion der Form
Xi — Xjwell
durch die Menge der Produktionen
{Xi — yjw | X; — 5 € 1}

(Danach impliziert X; —* X stets i < j).

2. Es sei X; — X;01,...,X; — X0k eine Aufzdhlung aller Produk-
tionsregeln fiir X;, wo die rechte Seite mit X; beginnt, es seien
X; = v,...,X; — v die tibrigen Produktionsregeln fiir X;. Wir
fithren ein neues Hilfssymbol H ein und ersetzen diese zwei Regel-
mengen durch Regeln der Form X; — v H,....X; — vH und
H— pH,...,H — (B H sowie H — €.

Alle von den eingefiihrten Hilfssymbolen H verschiedenen Symbole wer-
den nachfolgend ,,Nichthilfssymbole“ genannt. Regeln, deren linke Seite ein
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Hilfssymbol ist, werden nachfolgend Hilfsregeln genannt, Regeln der Form
X; — a heiflen X;-Regeln (1 < j < |NJ).

Es ist nicht schwer zu zeigen, dafl die obigen Ersetzungsschritte die er-
zeugte Sprache nicht verindern. Es ist weiter induktiv leicht zu verifizieren,
dafl nach Schritt 7 gilt:

1. Fir 1 < j < fiir jede X;-Regel X; — 3 ist 8 nichtleer und beginnt
mit einem terminalen Symbol oder einem Symbol X; wo j < k. Im
letzteren Fall beginnt 8 mit zumindest 2 Nichthilfssymbolen.

2. Fiir jede Hilfsregel H — 3 ist 8 leer oder es beginnt mit einem termi-
nalen Symbol oder mit zwei Nichthilfssymbolen.

Hieraus ergibt sich, daf§ nach Schritt |N| die erhaltene Grammatik keine
Linksrekursion enthlt.

Beispiel 4.61 Gegeben sei eine Grammatik mit den Regeln X; — Xoa,
Xy —> ng, X9 —> a.

fiir 7 = 1: nichts zu tun

fiir i = 2: X9 — Xob wird ersetzt durch H — bH, H — e und Xo — a
wird ersetzt durch X9 — aH.

Man erhilt eine Grammatik G’ mit den Produktionen X; — Xsa, Xo —
aH, H— bH |e.

Definition 4.62 Eine kontextfreie Grammatik G ist in Greibach-
Normalform genau dann, wenn jede rechte Seite einer Produktionsregel mit
einem terminalen Symbol beginnt.

Lemma 4.63 Zu jeder kontextfreien Grammatik G, wo L(G) nicht das lee-
re Wort e enthilt, kann eine dquivalente kontextfreie Grammatik G’ ein
Greibach-Normalform konstruiert werden.

Zum Beweis konstruiert man zunéchst eine zu G dquivalente Gramma-
tik G1 ohne Linksrekursion (s.o.). Es seien X7,...X,, die nichtterminalen
Symbole von G, die so angeordnet seien, daf fiir jede Regel X; — X;a von
G stets ¢ < j gilt. Wenn in G eine Regel der Form X; — Xja existiert,
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so kénnen wir das Vorkommen von X; durch alle rechten Seiten 8 von Re-
geln der Form X; — [ ersetzen. Bei diesem Schritt erhalten wir aus der
Regel X; — Xjo im allgemeinen mehrere Nachfolgerregeln. Diese Vorge-
hen iterieren wir. Offenkundig terminiert aufgrund der gew#hlten Ordnung
von Xq,...,X, das Verfahren. Die so erhaltene Grammatik (5 ist offen-
kundig zu G, damit zu G, dquivalent. Jede Regel von (G5 mit nichtleerer
rechter Seite beginnt mit einem terminalen Symbol. Durch eine Elimination
von Regeln der Form X; — €, die nach dem Schema erfolgt, wie wir es bei
der Herstellung der Chomsky-Normalform angegeben hatten, erreicht man
schliefflich eine zu G dquivalente Grammatik in Greibach-Normalform.

4.8.4 Zu erginzen

Entscheidbare und unentscheidbare Probleme fiir kontextfreie Sprachen und
Grammatiken.

Nichtkontextfreiheit natiirlicher Sprachen.

Aufgaben zu Kapitel 4

Aufgabe 4.1 Hier geht es darum zu zeigen, dafl man bei einem leicht modi-
fizierten Konzept des Kellerautomaten mit einem einzigen Zustand auskom-
men kann. FEin Kellerautomat mit Endmarke ist dhnlich wie ein Standard-
Kellerautomat definiert, jedoch gibt es nur einen einzigen Zustand (etwa
z), auerdem hat das Stackalphabet ein besonderes Symbol £, das verwen-
det wird, um das Stackende zu markieren. Ahnlich wird das Eingabewort
fiir die Akzeptanzentscheidung mit einem f am Ende versehen. Man startet
also mit der Konfiguration (z,wf, ). Die moglichen Nachfolgekonfiguratio-
nen sind wie beim Standard-Kellerautomaten definiert, Akzeptanz erfolgt,
wenn man die Konfiguration (z, €, ) erreicht. Zeigen Sie: zu jedem Standard-
Kellerautomaten A; gibt es einen Kellerautomaten mit Endmarke Ay so dafl
L(Ay) = L(As).

Aufgabe 4.2 Konstruieren Sie Kellerautomaten, die die folgenden Spra-
chen akzeptieren:

(a) {a™b": m <n<2m}

(b) {w € {a,b}* : w hat genau zweimal soviele b’s wie a’s}
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Aufgabe 4.3 Ist A ein DEA, so konnen wir A selbst verwenden, um fiir
ein Wort w des Eingabealphabets zu entscheiden, ob w € L(A) gilt oder
nicht: die Akzeptanzprozedur ist deterministisch und hat das Eingabewort
nach |w| Schritten aufgebraucht — wir miissen nur schauen, ob wir in einem
Finalzustand gelandet sind. Gilt auch im Falle eines beliebigen EA A, daf
die {ibliche Akzeptanzprozedur ein Entscheidungsverfahren fiir ,,w € L(A)?*
darstellt (insbesondere muf sie dazu stets terminieren)? Welche Modifikatio-
nen sind u.U. notwendig? Auf welche Schwierigkeiten st68t man, wenn man
einen Kellerautomaten A verwenden will, um ,w € L(A)?“ zu entscheiden?

Aufgabe 4.4 Die terminalen Symbole 1,2,5,(10),(50),(1) sollen fiir eine 1-
,2-,5-,10- bzw. 50-Pfennig Miinze stehen und (1) fiir ein Markstiick.

(a) Schreiben Sie eine kontextfreie Grammatik, die Folgen von Miinzen er-
zeugt, die zusammen eine Mark ergeben. Bis auf mogliche Anderungen in
der Reihenfolge sollen alle moglichen Folgen konstruiert werden.

(b) Konstruieren Sie einen Geld-Kellerautomaten, der genau alle Folgen von
Miinzen akzeptiert, die zusammen eine Mark ergeben.

Aufgabe 4.5 (a) Es sei die kf. Grammatik G = ({S},{[,]},{S —
€|SS|[S]}, S) gegeben, die Klammergeriiste wohlgeklammerter Ausdriicke er-
zeugt. Wenden Sie genau das in Beweis von 4.7 angegebene Verfahren an,
um einen Kellerautomaten A zu konstruieren, der genau L(G) akzeptiert.
Zeigen Sie, mit welchen Schritten das Wort [[]][] akzeptiert wird (ein Akzep-
tanzweg geniigt).

(b) Es sei A der in Teil (a) konstruierte Kellerautomat. Wenden Sie das
im Beweis zu 4.11 angegebene Verfahren an, um eine kf. Grammatik H zu
finden, die genau L(A) erzeugt. (Natiirlich erzeugt G die Sprache L(A), es
geht hier darum, den Beweis von 4.11 besser zu verstehen.) Da der Auto-
mat A vom Startzustand gleich in den Finalzustand geht und diesen dann
nicht mehr verlafit, erhilt man etliche unnétige Produktionsregeln, wenn
man das Verfahren wortlich anwendet. Wenn klar ist, dafl eine Produkti-
onsregel iiberfliissig ist, kann sie weggelassen werden. Zeigen Sie, wie H das
Wort [[]][] erzeugt, indem Sie den in (a) gefundenen Akzeptanzweg fiir [[]]]]
in A nach H ,iibersetzen®.

Aufgabe 4.6 (a) Konstruieren Sie eine kfG in Chomsky-Normalform, die
zu der folgenden Grammatik dquivalent ist (Grobuchstaben: Nichttermi-
nale; S=Startsymbol).
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S — H|AB, A - BAB|a, F - AGB, H — J, B — SBS|bh, G —
BFD, J— FG, D— AS, L - AMBMC, C —- ¢, K - ABC, E —
SA, M —e.

(b) Es sei G die in Teil (a) konstruierte kfG. Wenden Sie den Algorith-
mus von Younger, Cocke und Kasami an, um zu entscheiden, ob die Worte

bbabbbc bzw. ababbcb in L(G) sind.

Aufgabe 4.7 Es sei L = {w € {a,b}* : w enthilt gleich viele a und b}.

(a) Zeigen Sie, dafl L nicht regulér ist.

(b) Geben Sie eine kfG in Chomsky-Normalform an mit L=L(G).

(c) Wenden Sie den Akgorithmus von Yonger, Cocke, Kasami an, um zu
zeigen, dafl die Worte bbbaaa bzw. ababab in L(G) sind.

Aufgabe 4.8 Gegeben sei das Akzeptanzbeispiel 4.40 fiir den Earley-
Algorithmus. Es ist leicht zu zeigen, dafl die Mehrzahl der berechneten
Zusténde fiir die Akzeptanz des Wortes aaab unnétig ist. Welche Zustéande
werden wirklich benétigt? Wie kann man einen Ableitungsbaum fiir aaab
aus der Darstellung ablesen? Geben Sie drei weitere Worte an, deren Ableit-
barkeit man aus dem Beispiel ersehen kann, finden Sie mit dem Beispiel auch
Ableitungsbiume fiir diese Worter! Bietet die Darstellung einen Uberblick
iiber alle Worte der Linge< 5, die von G erzeugt werden?

Aufgabe 4.9 Gegeben sei die kf. Grammatik mit den Produktionen S —
StlaS|aSb|c (Kleinbuchstaben sind terminal).

Verwenden Sie den Earley-Algorithmus, um zu zeigen, dafl abff akzeptiert
wird. Berechnen Sie alle Zusténde, die der Algorithmus erzeugt.

Aufgabe 4.10 Gegeben sei die kf. Grammatik G mit den Produktionen
Z— X, X —>Y|bYa, Y — blaa (Kleinbuchstaben sind terminal).

Stellen Sie zunéichst anhand Definition 4.50 fest, fiir welches minimale k die
Grammatik eine LL(k)-Grammatik ist. Wenden Sie dann den in Satz 4.51
angegebenen Algorithmus an, um einen deterministischen Kellerautomaten
mit V(¥)-Vorausschau zu konstruieren, fiir den L(A)=L(G) gilt.

Aufgabe 4.11 Gegeben sei die kf. Grammatik G mit den Produktionen
Z — X, X — Xb|a (Kleinbuchstaben sind terminal).

Die Grammatik enthélt eine Linksrekursion. Zeigen Sie, daf§ G fiir kein k
eine LL(k)-Grammatik ist.
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