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Zum Umgang mit
mathematischen Aussagen

Es ist eine ganz wesentliche Grundlage der mathematischen Denkweise, daf3
alle Behauptungen stets durch entsprechende Beweise zu verifizieren sind.
Gerade dieser Aspekt der Mathematik wird jedoch in der Schulmathematik
hiufig nur am Rande thematisiert. Beim Einstieg in den Mathematikunter-
richt an der Hochschule bereitet es anfangs fast immer erhebliche Schwie-
rigkeiten, ein Gefiihl dafiir zu erhalten, was denn eigentlich als ein Beweis
zu betrachten sei. Eines unserer Ziele wird sein, diese Unsicherheit soweit
wie moglich zu beseitigen. Hierzu gibt es kein Patentrezept, insbesondere
es unmoglich, an dieser Stelle eine formale Definition eines Beweises zu ge-
ben. Man kann aber doch eine Reihe einfacher Regeln vorab beschreiben,
von denen in Beweisen immer wieder—mehr oder weniger stillscheigend—
Gebrauch gemacht wird. Aus der Erfahrung, dafl sich damit viele Unsicher-
heiten und Verwirrungen beheben lassen, werden wir in diesem einleitenden
Kapitel einige dieser Prinzipien darstellen.

1.1 Awussagen und Wahrheitswerte

Eine Aussage im Bereich der natiirlichen Sprache ist ein Satz, der wahr oder
falsch sein kann. Typisch fiir die natiirliche Sprache sind aber auch Aussa-
gen, wo es fraglich erscheint, ob die blofle Auswahl zwischen Wahrheitswer-

9



10 1. MATHEMATISCHE AUSSAGEN

ten ,,wahr“ oder ,,falsch“ eine addquate Beurteilung liefern kann. Nach der
Richtigkeit von Sétzen wie

,,Miinchen ist schon “
,,Der Mond ist rund “

gefragt, werden wir vielleicht dazu tendieren, weitere Charakterisierungen
wie ,,Geschmacksfrage“, ,,vage richtig“ oder ,,ambig“ als sinnvolle und mog-
liche Wahrheitswerte heranzuziehen.

Auch in der Mathematik hat man stdndig mit Aussagen zu tun. Um
zu einer hinreichend formalen Betrachtungsweise zu gelangen, verlangt man
aber, dafi mathematische Aussagen stets entweder wahr oder falsch sind,
weitere Moglichkeiten gibt es nicht. Dieses Prinzip bedeutet natiirlich nicht,
dafl der Wahrheitswert einer mathematischen Aussage bekannt sein muf}, es
bedeutet nicht einmal, dal der Wahrheitswert prinzipiell ermittelt werden
kann. Es ist z.B. kein Verfahren bekannt, mit dem festgestellt werden kénnte,
ob die Ziffernfolge

w = 122333444455555666666

in der Dezimaldarstellung der Kreiszahl m vorkommt. Gleichwohl wissen wir,
dafl die Aussage

,,die Ziffernfolge w kommt in der Dezimaldarstellung von m
114

vor

entweder unzweifelhaft stimmt oder eindeutig falsch ist.

Sicherlich wére es trotzdem ohne weiteres moglich, mit weiteren Wahr-
heitswerten zu arbeiten. Insofern stellt die angegebene Grundregel lediglich
eine — im folgenden fiir uns bindende — Konvention dar.

Wir werden spéter fortlaufend mit konkreten mathematischen Aussagen
konfrontiert sein. Um den Umgang mit solchen Aussagen vorab zu erklédren,
fithren wir Symbole

aaﬁafya"'70407507707"'70417517717"'

ein', die fiir beliebige mathematische Aussagen stehen sollen. Als Wahrheits-
werte verwenden wir die Symbole ,,1“ und ,,0“ , es bedeutet

WW(a) =1 (bzw. WW(a) = 0)

L, B, liest sich: alpha, beta, gamma.
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dafl die Aussage o wahr (bzw. falsch) ist.

1.2 Aussagenlogische Junktoren

Wiéhrend die Frage, ob fiir eine mathematische Aussage a nun WW(a) = 1
oder WW(a) = 0 gilt, oft schwierig oder gar nicht zu beantworten ist, ist es
einfacher, Regeln festzulegen, die beschreiben, welche Wahrheitswerte man
erhélt, wenn man Aussagen bestimmter Wahrheitswerte mit Hilfe sogenann-
ter Junktoren oder Bindewdrter zu komplexeren Aussagen kombiniert. Die
gebrauchlichsten Junktoren sind, in ihrer umgangsprachlichen Bezeichnung,

und, oder, falls, wenn—dann, genau—dann—wenn, nicht.

Diese Junktoren werden auch in mathematischen Aussagen sehr oft verwen-
det, manchmal natiirlich—sprachlich, manchmal abgekiirzt durch folgende
Symbole:

und, Konjunktion)

oder, Disjunktion)

¢l < >

genau-dann-wenn, Biimplikation)

-

(
(
(wenn-dann, Implikation)
(
(

nicht, Negation)

In der Umgangssprache kénnen diese Junktoren — zumindest zur Verbin-
dung von Teilphrasen — mit unterschiedlichem Sinn verwendet werden:

,,An Sonn— und Feiertagen fihrt der Bus micht. “
., An kithlen und regnerischen Tagen wverkriecht sich der
Dachs. “

In der Mathematik hingegen folgt die Verwendung dieser Junktoren genau
festgelegten Spielregeln, um mathematischen Aussagen einen eindeutigen
Inhalt zu geben. Diese Regeln wollen wir hier vorab darstellen.? Die Ver-
wendung der Negation ist naheliegend. In der Mathematik wie im Alltag

2Fiir Leser mit etwas Hintergrundwissen: wir sollten klarstellen, daf8 wir an dieser Stelle
keine Einfithrung in die Aussagenlogik im Sinn haben, auch wenn wir im folgenden Teile
der Aussagenlogik oberflachlich streifen. Uns geht es hier zunéchst nur darum, die Verwen-
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empfindet man eine Aussage der Form —« genau dann als wahr, wenn «
falsch ist. Kiirzer:
WW(—a) =1« WW(a) = 0.

In einer Wahrheitswert-Tabelle kann man diese Regel so festhalten:

=

0
1

1
0

Ahnlich legt die folgende Tabelle den mathematischen Gebrauch der iibrigen
Standardjunktoren fest.

‘a‘ﬁ“a/\ﬁ‘a\/ﬁ‘aiﬁ‘a@ﬁ‘
010 0 0 1 1

011 0 1 1 0
110 0 1 0 0
11 1 1 1 1

Hierzu einige Kommentare. Die Festlegung der Konjunktion ,,A“ entspricht
der Erwartung: eine Aussage der Form a A § ist genau dann wahr, wenn
sowohl « als auch 8 wahr ist. Die Verwendung des Junktors ,,V* (Disjunkti-
on) entspricht dem lateinischen ,,vel“, also dem nicht—ausschlieenden oder.
Am willkiirlichsten ist die Festlegung des Gebrauchs der Implikation ,,=“.
Gemifl der Tabelle ist eine Aussage der Form o = S automatisch richtig,
wenn das Vorderglied « falsch ist. Dieses Prinzip ist unter dem Stichwort
,,ex falso quodlibet“ bekannt. Wenn wir o und 8 mit natiirlich-sprachlichen
Inhalten fiillen, bedeutet dies etwa, daf} ein Satz wie

,, Wenn Prag am Rhein liegt, dann ist zwei und zwei finf. “

als wahr eingestuft wird. Dies ist zumindest diskutabel — man kénnte auch
den Standpunkt vertreten, daf ein derartiger Satz iiberhaupt keine Aussage
macht, da die Pramisse falsch ist. Man kann aber auch die Festlegung kriti-
sieren, dafl Aussagen der Form ,,wenn «, dann 3 stets als wahr eingestuft
werden, wann immer « und § wahr sind. Nehmen wir den Satz

dungsweise von Junktoren in mathematischen Aussagen zu kldren. Insbesondere fiithren
wir keine Unterscheidung in Objekt- und Metasprache ein, demzufolge ist fiir uns ein Junk-
torensymbol wirklich nur eine Abkiirzung fiir den entsprechenden natiirlich-sprachlichen
Ausdruck in seiner mathematischen Verwendung.
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,, Wenn morgen Montag ist, dann ist zwei und zwei vier. “

Auch an einem Sonntag geduflert, kann man in als inakzeptabel einstufen,
da die Pramisse keinerlei Relevanz fiir die Konklusion hat.

Hier wird offensichtlich, dal die Wahrheitswert-Tabellen letztlich eine
Ubereinkunft darstellen, die den Gebrauch der Junktoren bindend festsetzt,
und nicht etwa eine ,,objektive und ewig und iiberall unumstéiliche Wahr-
heit“, die lediglich einmal explizit festgehalten werden muf. Natiirlich ver-
sucht man solche Ubereinkiinfte, die an anderer Stelle etwa auch in der Form
von Axiomen in die Mathematik eingehen, intuitiv richtig und verniinftig zu
treffen. Der Vorteil der gegebenen Formalisierung der Implikation ist ihre
Einfachheit. Insbesondere folgt aus unserer Festlegung das folgende

Kompositionalitétsprinzip: Es sei J einer der Junktoren \,V,=, <.
Dann kann der Wahrheitswert einer Aussage der Form o J B allein aus
den Wahrheitswerten WW (a)) und WW (B) sowie aus der Kenntnis von J
ermittelt werden. Entsprechendes gilt fiir Aussagen der Form —a.

Entscheidend hierbei ist, daf} in die ,,innere Form* der Bestandteile «
und S nicht hineingeschaut zu werden braucht, wenn ihre Wahrheitswerte
bekannt sind.

1.3 Aussagenlogische Tautologien

Nachdem die Wahrheitswert-Tabellen den Gebrauch der Junktoren fest-
schreiben, stellt man nun fest, dafl es gewisse zusammengesetzte Aussagen
gibt, die allein aufgrund ihrer Junktoren-Struktur immer wahr sind, un-
abhéngig davon, wie die Wahrheitswerte der einfachsten Bestandteile aus-
sehen. Wir werden solche Aussagen als aussagenlogische Tautologien bezeich-
nen. Beispielsweise ist jede Aussage der Form a V —a oder —(a A =) eine
aussagenlogische Tautologie, wie sich mittels einer Wahrheitswert-Tabelle
an folgender Fallunterscheidung ablesen l4f3t:

o] a]av-a|aA-a]-(an-a)]
0 1 1 0 1
1 0 1 0 1
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Da die Aussage a entweder wahr oder falsch ist, ist die Fallunterscheidung
komplett. Der nachfolgende Satz gibt eine Reihe weiterer Tautologien. Die
Lénge der Liste wird dadurch motiviert, dafl uns die meisten der angegebe-
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nen Tautologien noch in anderen Zusammenhéingen begegnen werden.

Satz 1.1 Seien «, B und v Aussagen. Die nachfolgenden Aussagen sind

aussagenlogische Tautologien:

10.
11.
12.
13.
1.
15.
16.
17.
18.

19.

aVa) < a (Idempotenz von V),

aAa) < a (Idempotenz von N),

aAp) e (BAa) (Kommutativitat von A),

aVp) e (BVa) (Kommutativitat von V),

(aAB)ANY) < (aN(BAY)) (Assoziativitit von N),

(aVp)Vvqy) <

ah(BV9))
) &

aV(BAY)

aV (B V7)) (Assoziativitit von V),

aAB)V (aAy) (Distributivitit von A\ und V),

(
(
(
(
( (
( (
( (
( (

aV p) A (aVy) (Distributivitit von V und A),

~(-a) & a,
~(aAB) & (maV=p),
~(aV B) & (maA=p),

(a=p) = (aVp)=h),
(a=p8) = (anp) < a),
(a=pB) < (~8=a),
~(a=B) & (an=p),

as f) e (a=B)N(B=a),
al(a=B)) =5,
(a=B)A=pP)) = ~a,

(a=B)AN(B=7)) = (a=7) (Transitivitit von =),

(
(
(
(
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20. (<= B)AN(B <) = (aer) (Transitivitit von < ).

Beweis. Ein Beweis ergibt sich jeweils aus einer Fallunterscheidung iiber
die moglichen Wahrheitswerte der Aussagen «, 8 und ~. Wir fithren dies
exemplarisch fiir Tautologie 12 vor:

‘a‘ﬂHa:ﬂ‘a\/ﬁ‘(a\/ﬂ)@ﬁ‘lz‘
00 1 0 1 1

011 1 1 1 1
110 0 1 0 1
11 1 1 1 1

Kommen drei Teilaussagen «, 8 und v vor, so sind natiirlich 8 = 23 Fille zu
unterscheiden. m

Viele der angegebenen Tautologien kénnen in der Weise gelesen werden,
daf sie eine Strategie zur Beweisfiihrungen fiir eine Behauptung beinhalten.
So besagt zum Beispiel Tautologie 19 (Transitivitit von ,,=“ folgendes:
wenn eine Aussage « eine Zwischenbehauptung § impliziert, und wenn die
Zwischenbehauptung 3 ihrerseits die Aussage v impliziert, so ist damit auch
gezeigt, daf} aus o die Aussage v folgt. Die Beobachtung wird in Aufgabe 1.2
vertieft.

1.4 Aquivalente Aussagen

Man nennt zwei Aussagen o« und 8 Gquivalent genau dann, wenn o < 3 wahr
ist. Zum Beispiel sind « und § stets ,,aussagenlogisch“ dquivalent, wenn
a < f eine aussagenlogische Tautologie ist. In Satz 1.1 geben die ersten
sechzehn Tautologien aussagenlogische Aquivalenzen wieder. Die Transiti-
vitit von ,,<“ (Tautologie 20) macht deutlich, dal der Beweis der Aquiva-
lenz zweier Aussagen o und v auch mit Hilfe zweier Zwischenschritte erfolgen
kann, wo man die Aquivalenz von o und 7 zu einer Aussage (3 verifiziert.
Offenkundig kénnen dann auch mehrere solcher Zwischenschritte verwendet
werden. Ketten giiltiger Aquivalenzen

0] <= 2,02 <> A3,...,0,_1 < Qp

zeigen damit eine giiltige Aquivalenz oy < a,,. Viele Aquivalenzbeweise fol-
gen dieser einfachen Struktur, wobei dariiberhinaus haufig zusétzlich von
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¢ o(a/B)

Abbildung 1.1: Sind « und S dquivalent, so auch ¢ und ¢(a/f3).

folgendem Prinzip Gebrauch gemacht wird, das man als eine Verallgemeine-
rung des Kompositionalitdtsprinzips ansehen kann.

Ersetzungsprinzip: FErsetzt man in einer Aussage ¢ einige Vorkom-
men einer Teilaussage o durch eine zu a dquivalente Aussage 5, so ist die
entstehende Aussage p(a /) dquivalent zu . Es ist also p(a/3) wahr genau
dann, wenn @ wahr ist.

Abbildung 1.1 bietet eine Illustration. Ein verwandtes Prinzip, das in
der Mathematik oft verwendet wird, ist das folgende

Leibniz-Prinzip: FEs secien s und t zwei Terme, das heiffit Ausdriicke,
die Elemente bezeichnen. Kommt s in einer Aussage ¢ vor und gilt s = t,
so ist @ wahr genau dann, wenn auch die Aussage p(s/t) wahr ist, die aus
 entsteht, wenn man einige Vorkommen von s durch t ersetzt.

1.5 Implikationen

Sehr hiufig sind in der Mathematik Implikationen zu verifizieren. Eine Im-
plikation ist eine Aussage der Form

(1 Ao Nay) = B.

Hierbei ist n > 1. Wegen der Assoziativitat von ,,A“ (Satz 1.1 Nr. 5) fithren
alle expliziten Klammerungen der «;’s zu dquivalenten Aussagen.

Bemerkung: Um die Giiltigkeit (Wahrheit) einer solchen Aussage zu
beweisen, kann man annehmen, daf$ alle Primissen o; (i = 1,...,n) wahr
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sind. Kann unter dieser Voraussetzung die Konklusion 8 gezeigt werden, so
ist die Implikation bewiesen.

Entscheidend ist, daf} all diejenigen Falle, wo eine Pramisse «; falsch ist,
iitberhaupt nicht betrachtet werden miissen. Ein Rechtfertigung ergibt sich
unmittelbar aus den Wahrheitstafeln fiir ,,A“ und fiir ,,=“. Wie im Falle
der Biimplikation kann man auch Ketten giiltiger Implikationen

] = 2,00 = 3,...,0p_-1 = O

zu einer giiltigen Implikation o1 = «, zusammenfassen, wie sich aus Tau-
tologie 19 aus Satz 1.1 ergibt.

1.6 Aussageformen

Neben Aussagen treten in der Mathematik haufig Aussageformen auf. Aus-
sageformen sind dhnlich wie Aussagen, enthalten aber Variable, die mit be-
stimmten Werten belegt werden kénnen. Wenn x eine Variable ist, die als
Wert eine natiirliche Zahl annehmen kann, so sind

,,x 1st eine Primzahl“ und
(> 14) = (x> 10) “

Aussageformen. Beim Umgang mit Aussageformen treten in der Mathematik
hiufig der Allquantor ,,vV* (lies: fiir alle) und der Existenzquantor ,,3“ (lies:
es existiert ein) auf. Mit diesen Quantoren kann man die Variablen einer
Aussageform binden. Wenn alle Variablen gebunden sind, erhélt man eine
Aussage:

,,Jx: x ist eine Primzahl“ und
LV (x> 14) = (x> 10) ¢

sind wahre Aussagen iiber die natiirlichen Zahlen, die sich ausfiihrlicher
geschrieben wie folgt lesen:

,,es existiert ein x mit der Eigenschaft x ist eine Primzahl*
,fir alle x gilt die Eigenschaft (x > 14) = (x > 10) ¢



18 1. MATHEMATISCHE AUSSAGEN

Allgemein ist eine Aussage der Form Vz: a(z) in einem Bereich M wahr
genau dann, wenn all diejenigen Aussagen a(x/n) wahr sind, die man durch
Belegung der Variablen z in der Aussageform «(z) mit Werten n € M erhilt.
Eine Aussage der Form Jz: a(z) ist wahr genau dann, wenn es zumindest
einen erlaubten Wert n fiir  gibt, so dal «(z/n) wahr ist. Der Bereich
M der erlaubten Werte ergibt sich aus dem Kontext, oder er wird explizit
angegeben, wie in den Aussagen

,,Jx € IN: x ist eine Primzahl“ und
Ve eN: (z>14) = (z > 10)

wo IN die Menge der natiirlichen Zahlen bezeichnet.

Wir wollen kurz festhalten, wie ,,universelle“ Aussagen (Aussagen der
Form Vz: a(z)) und ,existentielle“ Aussagen (Aussagen der Form Jz: a(x))
typischerweise verifiziert oder falsifiziert werden. Diese Rezepte werden ins-
besondere dann wichtig, wenn die Variable z unendlich viele Werte anneh-
men kann, die man nicht mehr einzeln inspizieren kann. Wir werden von
der Sprechweise Gebrauch machen, sich ,,einen beliebigen, (generischen, ge-
dachten) Wert herauszugreifen “. Was damit gemeint ist, 148t sich am besten
mit folgendem Beispiel aus der Biologie klarmachen. Wie wiirde man einem
Zweifler plausibel machen, dafl alle Pinguine Vogel sind? Man koénnte die
Argumentation etwa in der folgenden Form beginnen:

,,Nehmen Sie sich irgendeine Pinguindame, nennen wir sie
Frieda. Sie werden feststellen, dafl Frieda in der Tat Federn hat
und Eier legt...“

Natiirlich ist nicht von einem bestimmten Pinguin die Rede, sondern ,,Frie-
da“ ist ein generisches, nur gedachtes Objekt, das stellvertretend fiir je-
den beliebigen—weiblichen—Pinguin steht. Dieselbe Art der Argumentation
wird auch in der Mathematik sehr oft verwendet.

Bemerkung 1.2 Um eine Aussage der Form Vz: a(x) zu beweisen, kann
man sich einen ,,generischen“ moglichen Wert g von = herausgreifen. Ange-
nommen, wir machen iiber g keinerlei spezielle Annahmen. Wenn wir den-
noch zeigen kénnen, dal «(z/g) wahr ist, so heifit dies, daf man dieselbe
Art der Argumentation auch auf jeden konkreten moglichen Wert n von
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x anwenden koénnte. Man kidme stets zum Ergebnis, daf§ a(xz/n) wahr ist.
Deshalb ist Va: a(x) verifiziert. Um eine Aussage der Form Vz: a(z) zu wi-
derlegen, reicht es ein Gegenbeispiel anzugeben, das heifit einen moéglichen
konkreten Wert n von z, fiir den a(x/n) falsch ist.

Dual hierzu lassen sich fiir existentielle Aussagen folgende Regeln angeben.

Bemerkung 1.3 Um eine Aussage der Form Jz: a(z) zu beweisen, reicht es
ein Beispiel anzugeben, das heifit einen moglichen konkreten Wert n von z,
fiir den a(z/n) wahr ist. Um eine Aussage der Form Jx: a(z) zu widerlegen,
kann man sich einen beliebigen, generischen Wert g von x herausgreifen.
Angenommen, wir machen iiber g keinerlei spezielle Annahmen. Wenn wir
dennoch zeigen kénnen, daBl a(x/g) falsch ist, so heifit dies, dafl man die-
selbe Art der Widerlegung auch auf jeden anderen konkreten Wert n von x
anwenden konnte. Deshalb ist Jz: a(x) widerlegt.

Wenn wir eine Aussage der Form Vz: o(z) widerlegen, so ist dies gleichbe-
deutend damit, die Aussage —Vz: a(x) nachzuweisen. Dual gilt: Wenn wir
eine Aussage der Form Jz: a(x) widerlegen, so ist dies gleichbedeutend da-
mit, die Aussage ~3x: a(x) nachzuweisen. Daher folgt aus Bemerkungen 1.2
und 1.3 zusammen mit Tautologie 9 aus Satz 1.1 folgende Beobachtung.

Bemerkung 1.4 Ist a eine Aussageform mit der Variablen z, so sind

-V a(r) und Jz: —a(x),

—3Jz: a(x) und  Va: —a(z),
Vo ax) und -3z —a(z),
Jdz: a(z)  und Vo oa(z)

jeweils dquivalente Aussagen.

1.7 Awufgaben zu Kapitel 1

Aufgabe 1.1 Fiihren Sie den Beweis von Satz 1.1 fiir weitere Félle durch.
Geben Sie einige weitere Tautologien an.
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Aufgabe 1.2 Verschiedene aussagenlogische Tautologien lassen sich in der
Weise interpretieren, dafl sie etwas iiber die mogliche ,,Architektur* von
Beweisen sagen. Beispielsweise konnen wir

(aef)=(a=7) = (B=1)

wie folgt lesen: sind zwei Aussagen « und S &quivalent, und wollen wir
zeigen, daf v aus a (bzw. () folgt, so kénnen wir stattdessen auch zeigen,
dal v aus 8 (bzw. «) folgt. Beweisen Sie, daf§ die obige Aussage und die
folgenden Aussagen stets aussagenlogische Tautologien sind. Versuchen Sie
fiir die folgenden Aussagen, jeweils eine dhnliche Interpretation zu geben.

L ((a=B)A((aAB)=17)) = (a=1),

2. ((aAB)= (yA=y)) = (a=-B),

3. (= p) & (- = ).
Aufgabe 1.3 Man sagt manchmal, dafl eine allquantifizierte Aussage eine
moglicherweise unendliche ,,Konjunktion“ représentiert, und eine existen-
tielle Aussage eine moglicherweise unendliche ,,Disjunktion . Verdeutlichen

Sie diese Betrachtungsweise im Spezialfall, wo die quantifizierten Variablen
als Werte die natiirlichen Zahlen annehmen kénnen.

Aufgabe 1.4 Was bedeuten die folgenden Aussagen iiber die natiirlichen
Zahlen in ausfiihrlicher Schreibweise? Welche Aussagen sind wahr?

1. JaVy: =z > v,

2. JaVy: x <y,

&0

Ve: (x=0V3Iy:z=y+1),

>

Vedy: (e <yAVz: (z<z<y=(z=zVz=y))),

5. dx: (x #0AVy: (z-y <z +Yy)),

6. VoVy3zVu: (Bk:z=u-k)AN Bl y=u-1)) = (Fm: z =u-m)).
Aufgabe 1.5 Geben Sie fiir die folgenden Aussagen iiber die natiirlichen

Zahlen eine mathematische Kurzdarstellung unter Verwendung der Quanto-
ren ,,3° und ,,V* sowie der Zeichen ,,+*, ,,<“ und ,,-“.
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1. Jede Zahl, die hochstens um 2 kleiner ist als ihr Doppeltes, ist kleiner-
gleich 2.

2. Es gibt eine Zahl z, so dafl jede Zahl y, die kleinergleich x ist, schon
mit x identisch ist.

3. Fiir alle Zahlen x und y gilt: x und y sind identisch, oder x ist kleiner
als y, oder y ist kleiner als =x.

Aufgabe 1.6 Fiir Aussagen « und S sei a 4+ 8 eine Abkiirzung fiir

(aA=B)V (B A—a).

Berechnen Sie die Wahrheitswert-Tabelle von des Junktors ,,-+“. Was ist die
umgangssprachliche Bedeutung des Junktors ,,+“? Zeigen Sie, daf} stets a+f
und (aV B) A =(aA ) dquivalente Aussagen sind. Zeigen Sie ferner, daf fiir
beliebige Aussagen «, 5 und v die folgenden Aussagen stets aussagenlogische
Tautologien darstellen:

(1) (a+p) e B+

2 (@+B)+7) e (a+(B+7)

3)  (@n(@B+7) e (anp)+(any))
“4)  (a+a)e (BA-D)

(5) o+ o

6) (a+(a+p)=p
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Mengen und
Mengenoperationen

In der Mathematik ist man bestrebt, jedes zu verwendende Konzept prizi-
se zu definieren. Gerade fiir die einfachsten mathematischen Entitéiten, wie
Zahlen, Punkte, Geraden oder Funktionen fillt es aber schwer, diese Begriffe
formal auf noch einfachere Dinge zuriickzufiihren. Die Bedeutung der Men-
genlehre in der Mathematik beruht teilweise darauf, dafl man tatséchlich alle
mathematischen Begriffe—also auch die oben genannten—definieren (oder
vielleicht besser modellieren) kann, wenn erst einmal der Begriff der Menge
als Grundlage anerkannt ist. Uber diesen Modellierungsaspekt hinaus bilden
mengentheoretische Prinzipien aufgrund ihrer Abstraktheit und universellen
Anwendbarkeit eine unerldfiliche Grundlage aller mathematischen Diszipli-
nen.

In diesem Kapitel geht es um eine minimale Prézisierung des Mengenbe-
griffs, damit einhergehend werden grundlegende Operationen zwischen Men-
gen und die dafiir geltenden Gesetze besprochen. In Abschnitt 2.4 werden wir
dariiberhinaus einen kleinen roten Faden beginnen, der spéter verschiedent-
lich aufgegriffen wird: es handelt sich um die Beobachtung, daf3 bestimmte
Gesetzméifigkeiten in dhnlicher Form bei der Behandlung verschiedener ma-
thematischer Objekte immer wiederkehren. Hierzu stoflen wir die Nase auf
die Verwandtschaft zwischen aussagenlogischen Tautologien und mengen-
theoretischen Identitéiten, die sich oft wechselseitig ineinander iibersetzen
lassen. Natiirlich kann dies bei einem genaueren Blick auf die Definition der

23



24 2. MENGEN UND MENGENOPERATIONEN

einfachen mengentheoretischen Operationen im Abschnitt 2.3 nicht {iberra-
schen. Im weiteren Verlauf gehen wir kurz auf auf die sogenannte Russell-
sche Antinomie ein, die zeigt, dafl der Mengenbegriff bei genauem Hinsehen
problematischer ist, als es unsere ,,naive“ Darstellung im ersten Abschnitt
erwarten l48t. Das Kapitel schlieft mit ergdnzenden Bemerkungen zu soge-
nannten Multimengen umd zum Problem der Fundiertheit von Mengen.

2.1 Mengen und ihre Darstellung

Unsere Beschreibung des Mengenbegriffs basiert auf folgender

,,Definition“ (G. Cantor)': Unter einer Menge verstehen wir jede
Zusammenfassung M von bestimmiten wohlunterschiedenen Objekten unse-
rer Anschauung oder unseres Denkens (welche Elemente von M genannt
werden) zu einem Ganzen.

Natiirlich ist dies keine Definition im eigentlichen Sinne! Es bleibt un-
klar, was ,,Zusammenfassungen “ oder ,,wohlunterschiedene Objekte unserer
Anschauung oder unseres Denkens“ sind. Es handelt sich also eher um eine
Umschreibung, von der man sich anschaulich leiten lassen kann.

Wir schreiben
ace M

falls a Element der Menge M ist und
ad M

im anderen Fall. Fiir die Darstellung von Mengen stehen uns zu Beginn im
wesentlichen zwei Grundmethoden zur Verfiigung:

1. Die Elemente einer endlichen Menge lassen sich oft explizit aufziahlen.
Man kann dann die Klammerschreibweise verwenden.

M ={1,2,3}

etwa besagt, dal M die Menge mit den Elementen 1, 2 und 3 ist. Es ist
{M,i,s,p} die Menge der Buchstaben des Wortes ,,Mississippi“. Mit ,,0*

'Der deutsche Mathematiker Georg Cantor (1840-1918) begriindete im letzten Viertel
des 19. Jahrhunderts die moderne Mengenlehre.
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oder ,,{ }“ wird die ,,leere Menge* bezeichnet, die kein Element enthélt.
Wir werden bei Definition 2.2 sehen, dafl es genau eine leere Menge gibt.

Mengen treten oft selbst als Elemente von komplexeren Mengen auf. Hier
sind einige Beispiele:

e {0} hat genau ein Element, ndmlich die leere Menge ).
o {{1,2,3},{1,2}} hat zwei Elemente, {1,2,3} und {1, 2}.
e {{0},0} hat zwei Elemente, ndmlich {#} und die leere Menge.

2. Man kann die Elemente einer Menge mit Hilfe einer Eigenschaft ¢
beschreiben, die Objekten x zukommen kann oder nicht. Es bezeichnet

{z [ ()}

die Menge aller Objekte x, die die Eigenschaft ¢ besitzen. Es stellt also bei
dieser Darstellungsweise die auf das Zeichen ,,|“ folgende Aussageform die
Bedingung dar, die auf ein Element x zutreffen muf, damit es zu der be-
schriebenen Menge gehort. Man spricht hier manchmal von Mengenbildung
durch ,,Abstraktion“. Der verwendete Objektname z ist natiirlich irrele-
vant, die obige Menge ist also identisch zur Menge {y | ¢(y)}. Verwandt zur
Abstraktion ist die Bildung einer Menge durch ,,Aussonderung“ aus einer
bestehenden Menge. So sondert etwa

M:={xeN|JyeN: z=2y}

die Menge aller geraden Zahlen aus der Menge IN der natiirlichen Zahlen
aus.? Die hier genannten Darstellungsarten fiir Mengen werden insbesondere
verwendet, um unendliche Mengen zu beschreiben, aber auch in einem Fall
wie
M :={n € IN | n ist die kleinste Primzahl oberhalb k}

kann man das einzige Element von M nicht explizit angeben, wenn k eine
hinreichend grofle natiirliche Zahl ist, sondern ist auf eine beschreibende
Eigenschaft angewiesen.

Spéter werden wir eine weitere wichtige Darstellungsart fiir Mengen,
némlich die der induktiven Definition, kennenlernen. Auch die im Anschluf}

2Der Doppelpunkt in ,,:=* deutet an, dal M definiert ist als die rechtsstehende Menge,
die sich ausfiihrlich liest als ,,Menge aller  aus IN, die folgende Bedingung erfiillen: es gibt
ein y € IN mit der Eigenschaft x = 2y“.
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O entspricht [ ]

{[ﬂ entspricht @
{1,2.34{1,2}}  entspricht

{{[}l [H entspricht @ E

Abbildung 2.1: Schachteldarstellung von Mengen.

zu besprechenden Mengenoperationen lassen sich natiirlich zur Definition
von Mengen verwenden.

Eine einfache Intuition, die hilft, den Mengenbegriff besser zu verstehen,
und etwa den Unterschied zwischen der leeren Menge ,,0“ und der Menge
{0}, die die leere Menge als einziges Element enthilt, zu begreifen, beruht
auf dem Bild der Menge als ,,Schachtel“. Eine leere Schachtel ist offenkun-
dig etwas anderes, als eine Schachtel, in der sich als einziger Inhalt eine
leere Schachtel befindet. In Abbildung 2.1 sind einige der vorher erwéhnten
Mengen als Schachteln dargestellt. Die Elemente sind die Objekte, die man
innerhalb der &uflersten Schachtel auf oberster Ebene findet. Die dritte Men-
ge zum Beispiel besitzt genau zwei Elemente, ndmlich die Mengen {1,2, 3}
und {1,2}. Hingegen sind 1, 2 und 3 selbst keine Elemente der Menge.

Bemerkung 2.1 Die folgenden speziellen Mengen werden wir—wie zum
Teil bereits geschehen—ohne besondere Erlduterung zu Illustrationszwecken
verwenden. Mit IN = {0,1,...} bezeichnen wir die Menge der natiirlichen
Zahlen. Die Zahl 0 wird also als natiirliche Zahl behandelt. Gelegentlich re-
ferieren wir auf die Menge Z der ganzen Zahlen, die neben den natiirlichen
Zahlen 0,1,... auch die negativen ganzen Zahlen —1,—2, ... als Elemente
enthalt, sowie auf die Menge O der rationalen Zahlen, zu der genau diejeni-
gen Zahlen gehoren, die sich als Quotient (Bruch) zweier ganzer Zahlen mit
von Null verschiedenem Nenner darstellen lassen. Mit IR bezeichnen wir die
Menge der reellen Zahlen. Diese Menge umfasst neben den rationalen Zahlen
auch irrationale Zahlen wie die Kreiszahl IT und v/2. R wird oft dargestellt
als die Menge aller Punkte auf einer nach beiden Seiten unendlichen Zahlen-
gerade, man redet dann auch vom eindimensionalen euklidischen Raum. Fiir
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alle erwdhnten Zahlen kann man mengentheoretische Kodierungen angeben,
hierzu vergleiche man die Literaturangaben am Kapitelende. Wir werden auf
diese Zusammenhénge nicht eingehen, wenn nicht ausdriicklich etwas ande-
res gesagt wird, so stellen Zahlen fiir uns grundlegende ,,Objekte unserer
Anschauung® dar, deren Natur wir an dieser Stelle nicht weiter hinterfra-
gen. Neben den Zahlen werden zu Illustrationszwecken auch Buchstaben wie
a, b, c als Elemente von Mengen verwendet.

2.2 Gleichheit und Inklusion

Zwei fundamentale Beziehungen zwischen Mengen sind Gleichheit und In-
klusion.

Definition 2.2 (Extensionalitéitsprinzip fiir Mengen) Zwei Mengen
M und N sind gleich genau dann, wenn sie dieselben Elemente enthalten®:

M=N & V:(zeM&zeN).

Bemerkung 2.3 Beweistechnisch bedeutet das Extensionalitdtsprinzip,
dafl man die Gleichheit zweier Mengen M und N dadurch verifizieren kann,
dafl man zeigt, daf} jedes Element von M auch Element von NN ist und um-
gekehrt. Dieses Standardrezept werden wir nachfolgend hiufig anwenden.

Inhaltlich besagt das Extensionalitdtsprinzip, dafl bei dem Prozefl der
,,Zusammenfassung“ davon abstrahiert wird, welche ,,Anschauung* bei der
Auswahl der Elemente mafigebend wahr. Demgeméf kann eine Gleichheit

{z o)} = {z | P(=)}

gelten, auch wenn die Beschreibungen ¢ und 1 nichts Erkennbares mitein-
ander zu tun haben. Identititen wie

{4} ={neN|3<nAn<5b}={V16}
resultieren. Oder, mit einem aus der Semantik bekannten Gegenstand,

{Morgenstern} = {Abendstern}.

3Nachfolgend deutet der Doppelpunkt in ,,:<“ an, da8 es sich um eine definierende
Aquivalenz handelt. Die Gleichheit zwischen Mengen M und N ist also definiert durch die
rechte Seite.



28 2. MENGEN UND MENGENOPERATIONEN

Abbildung 2.2: Teilmengenbeziehung N C M im Venn-Diagramm.

Natiirlich wird in einer Menge auch keine Reihenfolge ausgezeichnet, und
es gilt etwa {1,2,3} = {3,1,2}. Weiterhin ergibt sich aus dem Extensiona-
litdtsprinzip, dafl die Mengen {1,1} und {1} identisch sind. Es macht also
bei Mengen keinen Sinn, nach der Vielfachheit des Vorkommens eines Ele-
ments zu fragen. Wir werden bei der expliziten Beschreibung von endlichen
Mengen durch Aufzéhlung der Elemente eine Mehrfachnennung desselben
Elements nicht grundsétzlich verbieten, sie jedoch nur in ganz wenigen be-
griindeten Ausnahmefillen verwenden.

Definition 2.4 M und N seien Mengen. N heiffit Teilmenge von M, im
Zeichen N C M, genau dann, wenn jedes Element von N auch Element von
M ist:

MCN & Voi(zeM=uzeN).

N heifit echte Teilmenge von M, N C M, genau dann, wenn N C M und
N # M.

Man schreibt oft M Z N (resp. M ¢ M) um auszudriicken, dafl M kei-
ne Teilmenge (resp. keine echte Teilmenge) von N ist. Abbildung 2.2 gibt
eine Darstellung der Teilmengenbeziehung in Form eines sogenannten Venn-
Diagramms.*

Beispiele 2.5 Die Menge {1,4} ist eine echte Teilmenge der Menge
{1,4,7}. Die Menge IN der natiirlichen Zahlen ist eine echte Teilmenge der
Menge IR der reellen Zahlen.

4Beim Arbeiten mit Venn-Diagrammen sollte man sich stets vergegenwiirtigen, dafl alle
Teilflichen auch leere Flidchen repréisentieren kénnen.
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Lemma 2.6 Fiir beliebige Mengen L, M und N gilt:

1. wenn LC M und M C N, so L CN,
2. wenn M C N und N C M, so M =N,

3 0CMund M C M.

Beweis. Wir zeigen Teilaussage 1, die Beweise der Teile 2 und 3 bleiben als
Ubung offen. Sei x € L. Aus L C M folgt « € M, aus M C N folgt z € N.
Alsogilt LC N.m

Wahrend wir spater den Beweis der Teilaussage 1 als ,,trivial “ bezeichnen
und weglassen wiirden, wollen wir an dieser Stelle die verwendete Argumen-
tation einmal mit der Lupe betrachten, um zu zeigen, wie bisher beschrie-
benen Beweisprinzipien bei einer genauen Betrachtung eingehen.

Die zu beweisende Aussage redet zundchst einmal tiber beliebige Mengen.
Bemerkung 1.2 folgend nehmen wir zunéchst ,,generische“ Mengen L, M
und N, fiir die wir nun die Behauptung verifizieren. Die Behauptung stellt
eine Implikation mit den zwei Pramissen L. C M und M C N dar. Nach
Abschnitt 1.5 reicht es, die Situation zu betrachten, wo beide Pramissen
wahr sind. Die Préamissen enthalten die definierte Teilmengenbeziehung ,,C“.
Indem wir die definierten Beziehungen jeweils durch die geméf Definition 2.4
dquivalenten Bedingungen ersetzen, erhalten wir die wahren Aussagen

(1) Ve: (xr e L=xz€ M)
(2) Vo: (€ M = x € N).

Zu zeigen ist die Konklusion L C N. Nach Definition 2.4 miissen wir also
(3) Ve: (re L=2¢eM).

zeigen. Hierzu nehmen wir an, dal g ein beliebiges Objekt ist. Wir wollen
zeigen, dafl g € L auch g € N impliziert. Es reicht wiederum den Fall zu
betrachten, wo tatséichlich g € L gilt. Durch Einsetzen von g¢ fiir x in Vor-
aussetzung (1) erhalten wir die wahre Aussage (9 € L = g € M). Wie in
Tautologie 17 von Satz 1.1 sichtbar gemacht wird, implizieren die beiden
letztgenannten Formeln nun g € M. Durch Spezialisierung der Vorausset-
zung (2) erhalten wir die wahre Aussage (9 € M = g € N). Durch eine
zweite Anwendung von Tautologie 17 erhalten wir ¢ € N. Damit ist die
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Vereinigung Al B Durchschnitt An B

Abbildung 2.3: Vereinigung AU B (links) und Durchschnitt A N B (rechts).

Implikation g € L = g € N gezeigt. Da g beliebig war, ist (3) gezeigt. Man
sollte bemerken, dafl wir ohne besondere Erwéhnung auch das durch Tauto-
logie 1 aus Aufgabe 1.2 (Kapitel 1) beschriebene Prinzip verwendet haben,
nach dem alles, was sich aus den Voraussetzungen herleiten 148t, dann zum
Herleiten der Konklusion weiterverwendet werden kann.

Viele der in den ersten Kapiteln auftretenden Beweise lassen sich dhn-
lich auf die in Kapitel 1 vorgestellten Prinzipien—oder einfache Varianten—
zuriickfiithren. Nachfolgend werden wir natiirlich stets eine verkiirzte Darstel-
lungsart wihlen. Es sei jedoch empfohlen, sich anfangs ab und zu zu verge-
genwirtigen, auf welchen Tautologien oder Regeln die verwendeten Schliisse
beruhen.

2.3 Mengenoperationen und Gesetze

Wir geben nun einige grundlegende Operationen zwischen Mengen an. Im
folgenden stehen Ausdriicke wie A, B, C, I, J und A; (fiir i € I) stets fiir
Mengen.

Definition 2.7 Die Menge AU B := {z | z € AV z € B} heifit die Verei-
nigung von A und B. Die Menge AN B := {z | v € AAz € B} heifit der
Durchschnitt von A und B.

Abbildung 2.3 gibt eine Darstellung von Vereinigung und Durchschnitt in
Form eines Venn-Diagramms. Die Mengen A und B heiflen disjunkt genau
dann, wenn AN B = () gilt.
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Beispiele 2.8 Die Vereinigung der Mengen {1,3,4} und {1,2,4,9} ist
{1,2,3,4,9}. Die Vereinigung der Mengen {{1,3,4}} und {{1,2,4,9}} ist
{{1,3,4},{1,2,4,9}}. Im ,,Schachtelbild“ vereinigen wir jeweils den Inhalt
der beiden Ausgangsschachteln in einer neuen Schachtel, wobei doppelte
Vorkommen eliminiert werden. Der Durchschnitt der Mengen {1,3,4} und
{1,2,4,9} ist {1,4}. Der Durchschnitt von {{1,3,4}} und {{1,2,4,9}} ist

die leere Menge.

134/0(1249 = 12349

134]/0/|1249]/= 134|124 9]

134/ nl1249] = |14

0\1249\=D

“134\

Lemma 2.9 Flir beliebige Mengen A, B, C gelten die folgenden Identititen:

1. AUA=A, AN A= A (Idempotenz von U und N),

2. AUB=BUA, AnB=BnNA (Kommutativitit von U und N),

3. AUBUC)=(AUB)UC,
AN(BNC)=(ANB)NC (Assoziativitit von U und N),

4. AU(BNC)=(AUB)N(AUC),
AN(BUC)=(ANB)U(ANCQC) (Distributivitdt von U und N),

5. AUD=A, An)=0.

Beweis. Wir beweisen die erste Identitéit der Teilaussage 2, der Rest wird
als Ubung offengelassen. Um die Gleichheit der Mengen AU B und BU A zu
beweisen, verwenden wir das in Bemerkung 2.3 dargestellte Standardrezept:
Wir zeigen, dafl jedes Element von A U B auch Element von B U A ist und

umgekehrt. Hierzu betrachten wir die folgenden Aussagen:

(1) € AUB
2) (zeA)V(zeB)
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(3) (xeB)V(xe A
(4) ze€ BUA.

Beim Ubergang zwischen den Aussagen (1) und (2)—analog bei (3) und
(4)—haben wir nur die Vereinigung durch ihre Definition ersetzt haben. Die
Aussagen (2) und (3) sind nach Satz 1.1 (Tautologie 4) dquivalent. Damit
sind auch die Aussagen (1) und (4) dquivalent. Gemifi dem Extensiona-
litdtsprinzip folgt nun AUB=BUA. &

Es ist bemerkenswert, dafl wir viele der Gesetze aus Lemma 2.9 in &hnli-
cher Form vom Rechnen mit Zahlen schon kennen. Die Vereinigung verhélt
sich dhnlich zur Addition, die Durchschnittsbildung &dhnlich zur Multipli-
kation. Die leere Menge spielt in diesem Bild die Rolle der Zahl 0, sie ist
,,Neutralelement “ beziiglich der Vereinigung und ,,absorbierendes* Element
beziiglich des Durchschnitts.

Definition 2.10 Die Menge A\ B := {x |z € ANz ¢ B} heifit Differenz
der Mengen A und B.

Differenz A\ B Differenz B\ A

Man sollte sich merken, daf in einer Differenz A\ B die Menge B keinesfalls
Teilmenge von A sein muf!

Beispiele 2.11 Es gilt {4,1,2}\ {1,5,6} = {4,2} und {1,5,6} \ {4,1,2} =
{5,6}. Esist {{1,3,4}} \ {{1,2,4,9}} = {{1,3,4}}.

Das nachfolgende Lemma, das wir ohne Beweis geben, stellt zwei einfache
Beobachtungen zur Differenz von Mengen dar.

Lemma 2.12 Fir beliebige Mengen A und B gilt stets:
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1. A\D=Aund A\ A=0.
2. AnNB=0< A\B=A< B\ A=B.

Neben der Differenz tritt seltener auch die sogenannte symmetrische Diffe-

renz A B := (A\ B)U (B \ A) auf.

Symmetrische Differenz von A und B

Oft wird ,,+*“ anstelle von ,,>1“ als Symbol verwendet.

Beispiel 2.13 Es gilt {4,1,2} < {1,5,6} = {4,2,5,6} und {4,1,5,6}
{1,5,6} = {4}.

Lemma 2.14 Fiir beliebige Mengen A, B und C' gilt stets

1. AB=(AUB)\ (ANB),

2. A B = B A (Kommutativitit von ),

3. A (B C) = (A B) i C (Assoziativitit von ),
4. A A =0,

5. A (A~ B) =B,

6. AN(B<C)=(ANB)=x(ANC),

7. ANB=0 < Ax~xB=AUB.

Beweis. Wir beweisen Teil 1, die iibrigen Teile bleiben als Ubungsaufgabe
(vgl. Aufgabe 2.15). Da wir die Gleichheit zweier Mengen zu beweisen haben,
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verwenden wir wieder die Methode aus Bemerkung 2.3. Wir betrachten die
Aussagen

(1) z€ Ax B,

(2) ze(A\B)U(B\A),

(3) (xreAAN-x€B)V(xreBA-zeA),
(4) (reAvzeB)A-(reBAxeA),
(5) ze€(AUB)\ (ANDB).

Nach der Definition von ,<“ sind (1) und (2) dquivalent. Die Aquivalenz
der Aussagen (2) und (3), analog die von (4) und (5), folgt aus der Definition
von Vereinigung, Durchschnitt und Mengendifferenz. Die Aquivalenz von (3)
und (4) ergibt sich aus Aufgabe 1.6. m

Definition 2.15 Ist A eine Teilmenge von B, so wird die Differenz B\ A
auch Komplement von A in B genannt.

(» )8
Komplement von A in B

Fiir die Bezeichnung des Komplements von A in B gibt es unterschiedli-
che notationelle Konventionen. Manche Autoren verwenden die Schreibweise
CpA, wo das Symbol C fiir ,,complement“ steht. Wenn klar ist, in welcher
Menge B die Komplemente gebildet werden, dann wird allerdings zumeist
einfach A oder —A geschrieben. Die zuletztgenannte Schreibweise werden
wir im nachfolgenden verwenden.

Lemma 2.16 (De Morgansche Regeln®, einfache Form) FEs scien
A und B beliebige Teilmengen einer Menge M. Das Symbol ,,— “ bezeichne

®Benannt nach dem englischen Mathematiker Augustus De Morgan (1806-1871).
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Komplementbildung in M. Dann gilt

—(ANnB) = (-A)U(-B),
—(AUB) = (=A)N(-B).

Beweis. Wir verwenden das Standardrezept aus Bemerkung 2.3 und be-
trachten die Aussagen

x € (A N B)

M)A =((z € A)A(z € B))

M)A (~(z € A)V=(x € B))

EM)AN=(xeA)V ((x e M)N—(x € B))

(=A) U (=B).

Die Aussagen (1) und (2) sowie (4) und (5) sind gemé&f der Definition des
Komplements dquivalent. Nach Tautologie 10 aus Satz 1.1 sind die Aussagen
(2) und (3) dquivalent, nach Tautologie 7 desselben Satzes sind auch (3) und
(4) &quivalent. Damit sind (1) und (5) dquivalent, es enthalten die beiden

Mengen —(AN B) und (—A) U (—B) dieselben Elemente und sind nach dem
Extensionalititsprinzip 2.2 gleich. m

Lemma 2.17 FEs seien A, B beliebige Teilmengen einer Menge M. Das
Symbol ,,— “ bezeichne Komplementbildung in M. Dann gilt

1. =(=A) = A,

2. A C B genau dann, wenn —B C —A,

3. —0 =M und —M =0,

4. A C B genau dann, wenn —AUB = M.
Beweis. Wir zeigen Teil 2, der restliche Beweis bleibt dem Leser als Ubung
iiberlassen. Es gelte A C B. Dann folgt aus z € A stets x € B, umgekehrt
daher aus z ¢ B stets ¢ ¢ A (hierzu vergleiche man Tautologie 14 aus

Satz 1.1). Daher folgt aus * € —B beziehungsweise x € M A x ¢ B, auch
x € M ANz & A beziehungsweise x € —A. Dies zeigt —B C —A.

Es gelte nun umgekehrt —B C —A. Fiir jedes x € M folgt dann aus
x ¢ B stets x € A, umgekehrt also aus x € A stets x € B. Da nach
Voraussetzung aber jedes Element von A in M liegt, folgt A C B. =



36 2. MENGEN UND MENGENOPERATIONEN

2.4 Aussagenlogische Tautologien und mengen-
theoretische Identititen

Die mengentheoretischen Identitdten des vorangegangenen Teilkapitels ha-
ben wir jeweils dadurch beweisen kénnen, dafl wir sie auf entsprechende
aussagenlogische Tautologien zuriickgefiihrt haben. Dies ist nicht verwun-
derlich, da wir die mengentheoretischen Operationen ,,U*, ,,N“ und ,,—*
mit Hilfe der aussagenlogische Junktoren ,,vV“, A“ und ,,—“ definiert hat-
ten. Dies fiihrt zu einer allgemeineren Beobachtung:

Satz 2.18 Fs seien A, B und C beliebige Teilmengen der Menge M. Dann
sind alle mengentheoretischen Aussagen wahr, die wir aus den Tautologien
1-11in Satz 1.1 dadurch erhalten, daf$ wir jedes Vorkommen von «, 5 und
v durch A respektive B bzw. C ersetzen, die aussagenlogischen Junktoren
A “durch ;0% V€ durch U = ¢ durch ,,— “ (wobei ,,— “ als Komple-
mentbildung in M zu interpretieren ist) und ,,< “ durch ,,=

Beweis. Durch Inspektion. m

Ganz allgemein 148t sich jede aussagenlogische Tautologie der Form
a < B, wo die Teilaussagen « und B nur die Junktoren ,,V* ,,A“ und
,,— ¢ enthalten, sofort auf dieselbe Weise in eine mengentheoretische Iden-
titdt ibersetzen. Wir belassen es jedoch bei der Feststellung und verzichten

auf einen Bewelis.

Auch einige aussagenlogischen Tautologien aus Satz 1.1 einer anderen
Form lassen sich in allgemeingiiltige Aussagen iiber Mengen iibersetzen.
Aus den Tautologien 12 und 13 von Satz 1.1 etwa erhélt man folgende Ge-
setzméBigkeit:

Lemma 2.19 Fiir beliebige Mengen A und B gilt:

(A< B)
(A< B)

< (AUB=B),
& (AnB=A).

Es stellt sich natiirlich an dieser Stelle die Frage, ob man auch umgekehrt
aus jeder allgemeingiiltigen mengentheoretischen Identitét, die nur Mengen-
symbole wie A, B,C ... und die Operatoren ,,N“, ,,U“ und ,,—“ verwendet,
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durch Riickiibersetzung stets eine aussagenlogische Tautologie erhélt. Die
Antwort ist positiv, aber dies werden wir erst zu einem spéteren Zeitpunkt
zeigen konnen.

2.5 Operationen fiir Mengenfamilien

Eine Menge, deren séamtliche Elemente selbst wiederum Mengen sind, wer-
den wir als Mengenfamilie bezeichnen. In diesem Abschnitt gehen wir auf
Operationen ein, wo die Eingabe oder das Resultat eine Mengenfamilie dar-
stellt. Haufig treten Mengenfamilien in der Form auf, dafl die Elemente in
geeigneter Weise mit den Elementen eines Indexbereichs I durchnummeriert
sind. Als Indexbereich I werden in der Praxis meist Anfangsabschnitte von
IN oder IN selbst, aber auch andere Mengen wie {a, b, ¢} verwendet. Die Men-
genfamilie kann dann in der Form {A; | i € I} dargestellt werden. Es wird
dabei nicht immer vorausgesetzt, daf} je zwei Mengen mit unterschiedlichem
Index verschieden sind.

Beispiel 2.20 Es sei A; := {4}, Ay := {2,5} und A3 := {8,9}. Dann ist
{{4},{2,5},{8,9}} eine Mengenfamilie mit den Elementen A;, A2 und As.
Sie kann in der Form {A; | i € {1,2,3}} dargestellt werden.

Beispiel 2.21 Fiir jedes n € N sei 4, := {k € N | k£ < n}. Dann
ist {A, | n € IN} eine Mengenfamilie. Sie enthélt alle Anfangsabschnitte
0,{0},{0,1},{0,1,2},... als Elemente.

Die ersten der nun zu besprechenden Mengenoperationen verallgemeinern
die Vereinigung und Durchschnittsbildung von je zwei Mengen in der Wei-
se, da3 nun alle Mengen einer vorgegebenen Mengenfamilie vereinigt be-
ziehungsweise geschnitten werden. Zur Definition dieser Operationen wer-
den die Quantoren ,,3* und ,,v* verwendet. Dementsprechend werden sich
nachfolgende Umformungs- und Rechenregeln nicht mehr ausschliefflich auf
aussagenlogische Tautologien zuriickfithren lassen.

Definition 2.22 Sei A eine Mengenfamilie. Die Menge

UA::{x|EIB€A:xEB}
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heifit die Vereinigung von A. Hat A die Form A = {A; | i € I}, so wird |J A
auch in der Form (J;c; A; notiert. Es sei nun A # . Die Menge

ﬂA::{x]VBGA:xGB}

heifit der Durchschnitt von A. Hat A die Form A = {A; | i € I}, so wird
N A auch in der Form (;c; A; notiert.

Es enthélt also |J A (resp. () A) genau diejenigen Elemente x, die in irgendei-
nem Element (resp. in allen Elementen) von A als Element auftreten. Wenn
wir im nachfolgenden eine Menge der Form (] A verwenden, so sei stets vor-
ausgesetzt, dal A nichtleer ist. In [J A liegen im allgemeinen keine Elemente
von A, sondern Elemente von Elementen aus A. Entsprechendes gilt fiir den
Durchschnitt. Hier sind einige Beispiele:

o Sei A = {A1,A2} wo A1 = {1,3,4}, A2 = {1,2,4,9}. Dann ist
UA = {1,2,3,4,9} und NA = {1,4}. Im ,,Schachtelbild“ erhalten
wir also die Vereinigung einer Mengenfamilie A dadurch, dafl wir die
Inhalte aller obersten Schachteln in A in einer gemeinsamen Schachtel
zusammenfiihren. Doppelte Vorkommen werden wie immer eliminiert.

00134 [1249/| =123409

o U{{{0}}} = {{0}}.
o U{0.{0}} = {0}.

e Fiirn € INsei A, = {0,1,n}. Dann ist U, ey An = N und N,,en 4n =
{0,1}.

Die Beispiele machen deutlich, dafl im Fall einer endlichen Mengenfamilie
A = {A;,..., A,} die Vereinigung |J A identisch zur Vereinigung der Ele-
mente A; U...U A, ist, dasselbe gilt fiir den Durchschnitt. Wir hétten fiir
diesen Fall keinen neuen Begriff einzufithren brauchen. Die Bedeutung von
Definition 2.22 beruht vor allem darauf, dal diese auch eine Vereinigung be-
ziehungsweise Durchschnittsbildung iiber unendlich viele Mengen mdoglich
macht und erkléart.

Wir fithren nun noch die Begriffe der ,,Partition“ und der ,,Potenzmen-
ge“ einer gegebenen Menge ein. Partitionierung und Potenzmengenbildung
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fithren ausgehend von einer beliebigen Menge jeweils zu einer eng verwand-
ten Mengenfamilie.

Definition 2.23 Sei M eine Menge. Die Mengenfamilie P heif3t eine Par-
tition oder Zerlegung von M genau dann, wenn gilt:

1. jedes Element von P ist eine nicht-leere Teilmenge von M,

2. UP =M,

3. je zwei verschiedene Elemente von P sind disjunkt.
Fiir jede nichtleere Menge M sind beispielweise {M} und {{m} | m € M}
stets Partitionen von M. Diese ,,Extremfille“ sind jedoch meist von ge-

ringem Interesse. Haufiger werden Partitionen betrachtet, die zu mehreren
Partitionsklassen mit mehreren Elementen fiihren.

Beispiel 2.24 Es ist  {{1,3,4},{2,6},{5}} eine Partition von

{1,2,3,4,5,6}.
® “

Beispiel 2.25 Fiir jedes n € IN bezeichne A,, die Menge {n,n+1}. Dann ist
Q := {A, | n € N} keine Zerlegung von IN. Zwar gelten die Bedingungen 1
und 2 aus Definition 2.23, aber Bedingung 3 ist verletzt. Hingegen ist P :=
{Ag, | n € N} eine Zerlegung von IN.

CEOEEr

Definition 2.26 Die Menge P(A) := {M | M C A} heifit die Potenzmenge
von A.
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In der Potenzmenge einer Menge A liegen also alle Teilmengen von A. Beim
letzten Beispiel der nachfolgenden Liste sieht man, dafl nicht auszuschlieflen
ist, dafl P(A) auch Elemente von A enthélt — wenn A Elemente enthilt,
die gleichzeitig Teilmenge sind.

o P(0) = {0},

o P({1}) = {0, {1}},

o P({1,2}) = {0, {1}, {2}, {1,2}},

o P({1,2,3}) = {0, {1}, {2}, {1, 2}, {3}, {1, 3},{2,3}, {1,2,3}},
o P({0}) = {0,{0}}.

Fiir die Potenzmenge einer Menge A wird oft auch das Symbol 24 verwendet.
Eine Erklérung dieser Schreibweise werden wir spéiter (im Abschnitt 3.6.2)
geben. Ein erster Hinweis ergibt sich aus dem folgendem Lemma, fiir dessen
Beweis wir das im Anschlufl ndher erlduterte Beweisprinzip der vollstdndigen
Induktion verwenden.

Lemma 2.27 FEs sei A eine endliche Menge mit n Elementen. Dann hat
P(A) genau 2" Elemente.

Beweis. Induktionsanfang: n = 0. In diesem Fall gilt A = () und es folgt
P(A) = {0}. Wie behauptet hat also P(A) genau 1 = 2° = 2" Elemente.

Induktionshypothese: Die Behauptung sei richtig fiir jede Menge A mit k
Elementen, wo k > 0.

Induktionsschritt: Es sei nun A eine Menge mit &+ 1 > 1 Elementen. Zu
zeigen ist, dal P(A) genau 2¥+! Elemente hat. Da k + 1 > 1 kénnen wir
ein Element a aus A herausnehmen, die Menge Ay := A — {a} hat dann k
Elemente. Wir zerlegen nun P(A) in die folgenden zwei Teile:

P, = {MCA|ad M}
Py, = {MCA|la€e M}.
Offenkundig sind diese beiden Mengen disjunkt und es gilt P(A) = P; U Ps,

daher ist die Anzahl der Elemente von P(A) genau die Summe der Anzahl
der Elemente von P; respektive Psy. Man sieht leicht, dafl P; und P, dieselbe
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Anzahl von Elementen haben: in der Tat entspricht jedem Element M von Py
genau ein Element der Form M U {a} von P, und umgekehrt (eine genauere
Argumentation erfolgt in Beispiel 3.52). Nun gilt aber P; = P(Ap), nach
Induktionsvoraussetzung hat also P; genau 2* Elemente. Daraus ergibt sich,
daB P(A) genau 2F + 2F = 2 x 2F = 2F+1 Elemente hat. m

Das Beweisprinzip der vollstindigen Induktion. Es ist sicher an-
gebracht zu erkliaren, warum die obige Argumentation einen Beweis darstellt.
Wenn wir von der konkreten Aussage etwas abstrahieren, dann besagt das
Lemma, dafl eine bestimmte Eigenschaft ¢ fiir jede beliebige Zahl n € IN
gilt. Um dies zu beweisen, reicht es, zwei Aussagen zu verifizieren:

1. Die Eigenschaft ¢ trifft auf die Zahl 0 zu.

2. Falls die Eigenschaft ¢ auf eine beliebige natiirliche Zahl k > 0 zutrifft,
so auch auf k + 1.

Warum kénnen wir aus 1 und 2 schlieflen, dafl alle natiirlichen Zahlen die
Eigenschaft ¢ haben? Wir wissen, dafl wir jede natiirliche Zahl n ausgehend
von der Null durch eine endliche Folge von Nachfolgerschritten

0—-1,1—2,....n—1—=n

erreichen konnen. Indem wir die Regel 2 auf £ = 0 anwenden, kénnen wir
mit Hilfe der wahren Aussage 1 zunéchst schlieflen, dafl die Eigenschaft ¢
auch auf die Zahl 1 zutrifft. Daraus folgt durch eine erneute Anwendung der
Schlufiregel 2, dafl ¢ auch auf die Zahl 2 zutrifft. In dieser Weise fortfahrend
erreichen wir schliellich nach endlich vielen Schritten die Zahl n und sehen
somit, dafl ¢ auch auf die Zahl n zutrifft. Dieses explizite ,,Hochhangeln
zu immer grofferen Zahlen k bis hin zu n ist jedoch offenkundig vollig tiber-
fliissig, da wir in Form von Aussage 2 ja ein fiir alle mal eingesehen haben,
daf es prinzipiell immer klappt. Daher ist die FEigenschaft ¢ tatséchlich fiir
jedes n € IN bewiesen.

Beim eigentlichen Beweis der Schlufiregel 2 verfahren wir wieder nach
bekanntem Rezept. Wir nehmen an, dafl die Primisse gilt, wobei wir dies ex-
plizit als Induktionshypothese formulieren, und zeigen im Induktionsschritt,
dal unter dieser Voraussetzung auch die Konklusion gilt. Manchmal wird
die Idee des Induktionsbeweises auch als ,,Leiterprinzip“ veranschaulicht:
wenn man die unterste Stufe einer Leiter erreichen kann, und der Spros-
senabstand so eingerichtet ist, dal man von einer beliebigen Sprosse stets
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die néchsthohere erreichen kann, so ist klar, dal man jede Sprosse erreichen
kann. Entscheidend hierbei ist freilich die Voraussetzung, dafl man vom Bo-
den jede einzelne Sprosse in endlich vielen Schritten erreichen kann.

Ehrlichkeitshalber sollte man hinzufiigen, dafl wir auch mit der obi-
gen Argumentation letztlich nicht ,,bewiesen“ haben, dafl das Prinzip der
vollstédndigen Induktion ein giiltiges Beweisprinzip ist. Bei einer genaueren
Beschreibung der natiirlichen Zahlen wird tiblicherweise die Giiltigkeit des
Prinzips der vollstindigen Induktion als ein Teil der definitorischen Be-
schreibung dieses Zahlbereichs eingefiihrt.

2.6 Die Russellsche Antinomie

An dieser Stelle wollen wir noch kurz zeigen, dafl der Mengenbegriff doch
nicht vollig naiv gehandhabt werden kann, will man sich nicht in unauflésba-
re Widerspriiche verwickeln. Das nachfolgende Problem ist unter dem Na-
men RussellscheS Antinomie bekannt.

Wenn man annimmt, dafl man wirklich in beliebiger Weise wohlunter-
schiedene Objekte zu einer Menge zusammenfassen kann, so ist auch M eine
Menge, wo

M :={A| A ist Menge, A ¢ A}.

Dies ist die Menge aller Mengen, die sich nicht selbst als Element enthalten.
Nun fiihrt jedoch die Annahme M € M sofort zum Widerspruch M ¢ M,
und umgekehrt die Annahme M ¢ M sofort zum Widerspruch M € M. Da
eine der Annahmen richtig sein muf3, wenn M eine Menge ist, kann M nicht
wirklich eine Menge sein.

Das Russellsche Paradoxon machte erstmals offenkundig, dal man nicht
davon ausgehen kann, dafl jede Eigenschaft genau die Elemente einer Menge
beschreibt, will man sich nicht in Widerspriiche verwickeln. Da es erklértes
Ziel der Mengenlehre war, eine formale Grundlage fiir die Mathematik zu bil-
den, wurden zu Beginn des 20. Jahrhunderts Wege der Einschrdnkungen bei
der Bildung von Mengen entwickelt, die Antinomien wie die oben genannte
vermeiden. Im wesentlichen haben sich zwei Methoden herauskristallisiert,
zum einen die sogenannte Typentheorie, zum andern die axiomatische Be-

®Der Mathematiker und Philosoph Bertrand A. W. Russell (1872-1970) stiel 1901 auf
dieses Problem.
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schreibung der Konstruktion moglicher Mengen (siche etwa [Lev79]). In die-
sen Formalisierungen wird dann nicht jede Sammlung von Objekten, die wir
sprachlich beschreiben kénnen, automatisch eine Menge, und man unter-
scheidet zwischen Mengen und sogenannten echten ,,Klassen“. Wir wollen
hier jedoch die Diskussion abbrechen.

2.7 Erginzungen

In diesem Abschnitt gehen wir auf drei Themen ein, die man beim ersten
Lesen iiberschlagen kann. Im ersten Teil stellen wir einige Umformungsregeln
fiir Mengenausdriicke zusammen, in denen Mengenfamilien vorkommen. Im
zweiten Teil geben wir eine informelle Definition sogenannter Multimengen,
die in der Informatik héufig als abstrakter Datentyp verwendet werden. Im
dritten Abschnitt gehen wir kurz auf das Problem der Fundiertheit von
Mengen ein.

2.7.1 Gesetze fiir Operationen zwischen Mengenfamilien

Die nachfolgenden mengentheoretischen Identitdten fiir Operationen zwi-
schen Mengenfamilien sind nur der Vollstandigkeit halber angefiihrt, um sie
bei Bedarf nachschlagen zu kénnen. Wie auch bislang setzen wir nachfolgend
stets voraus, daf fiir alle Ausdriicke der Form (;c; B; stets I nichtleer ist.

Lemma 2.28 Fiir beliebige Mengen gelten die folgenden Identititen:

1. ANUier Bi = Uier (AN By),
2. AUMNier Bi = Nier(AU By),
3. (Uier 4i)) U (Ujes Bj) = Uier(Ujes(4i U B;)) = Ujes(Uier (Ai U By)),

4- (Nier 4i) N (Njes Bj) = Nier(Njes(Ai N Bj)) = Njes(Mier(Ai N Bj)).

Beweis. Wir zeigen Teil 1, die weiteren Identitéten folgen dhnlich.

r€AN|JB & z€ANQ@icl:z€B)
iel
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& diel:(x€e ANz € B))
& diel:xe AN B;
i=4 xGU(AﬂBi).I

i€l

Lemma 2.29 Fiir beliebige Mengen gelten die folgenden Identititen:

1. (User Ai) N (Ujes Bj) = Uier(Uje (4i N By)),
2. (Uier 4i) N (Njes Bj) = Uier(Njes(Ai N Bj)) = Njes(Uier(Ai N Bj)).

Beweis. Wir zeigen Teil 2, Teil 1 folgt dhnlich. Setze A* = (J;c; Ai, B* =
Njes Bj- Mit Lemma 2.28, Teil 1, folgt
A*nB* = (|JA)nB*
iel
= LJ(AZ N B*)
el
= U(NnBy).
el jeJ
A*NB* = A*n(() By
jed
= @A nBy)
jed

jeJ iel

Lemma 2.30 (De Morgansche Regeln, allgemeine Form) Fs sei

A; C B fiir alle i € I. Es bezeichne ,,— “ die Komplementbildung in B.
Dann gilt
-(MN4) = U-4;,
el el
U4y = N-A.
el el

Beweis. Fiir den Beweis der ersten Identitit betrachten wir folgende Aqui-
valenzen:

xG—(ﬂAl) =4 xGB/\a:géﬂAl

el el



2.7. ERGANZUNGEN 45

reBANEFjel:x ¢ Aj)
Jjel: (xe Bhx ¢ Aj)
Jjel:xe —A;

T € U—A,

el

R

Der Beweis der zweiten Identitat ist ahnlich. m

2.7.2 Multimengen

Wiéhrend wir bei einer Menge nur danach fragen, ob ein gegebenes Elemente
dazugehort oder nicht, sind in manchen Bereichen der Informatik Verallge-
meinerungen dieses Konzepts interessant, wo jedes Element endlich oft auf-
treten kann, und wo wir Mengen nach der Vielfachheit des Auftretens eines
gegebenen Elements unterscheiden kénnen. Diese Mengen sind unter dem
Begriff Multimengen bekannt. Eine formale Definition von Multimengen auf
der Grundlage des normalen Mengenbegriffs wird in Kapitel 3 erfolgen (vgl.
Beispiele 3.34 Nr. 13), setzt jedoch den Begriff der Funktion voraus, den wir
erst im n#chsten Kapitel einfithren werden. Wie bei der Cantorschen ,,De-
finition“ einer Menge sollte jedoch auch hier klar sein, was wir unter einer
Multimenge verstehen.

Wir verwenden fiir die Darstellung von Multimengen die Klammern ,,[¢
und ,,]“. Beispielsweise ist [a,a, b, e, e, g,m,m,O,r,r,u] die Multimenge der
Buchstaben des Wortes ,,Oberammergau®, und [2,2,3,3,5,11] ist die Mul-
timenge der Primfaktoren der Zahl 1980.

Definition 2.31 Zwei Multimengen sind gleich genau dann, wenn sie die-
selben Elemente in der selben Vielfachheit enthalten. Eine Multimenge A
ist Teilmultimenge einer Multimenge B, A C,, B, wenn jedes Element von
A auch in B mit zumindest gleich grofler Vielfachheit auftritt.

Definition 2.32 Die Vereinigung zweier Multimengen A und B ist dieje-
nige Multimenge A U,, B, die genau diejenigen Elemente umfaft, die in A
oder B vorkommen, und wo ein Element x mit der Vielfachheit max{n,m}
in AU, B auftritt, wo n > 0 (m > 0) die Vielfachheit von x in A (resp.
B) angibt. Der Durchschnitt A N, B zweier Multimengen 148t sich analog
definieren, wenn wir max{n, m} durch min{n,m} ersetzen. Bei der Summe
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A+ B zweier Multimengen ersetzen wir max{n,m} durch n+m. Weiter er-
halten wir A\, B dadurch, dafl wir aus A die Elemente von B entsprechend
ihrer Vielfachheit in B herausnehmen. Sobald wir hierbei die Vielfachheit 0
erreichen, tritt das Element natiirlich in der Differenz nicht mehr auf.

Es gilt also zum Beispiel

[1,1,2,2,2,5] U, [1,3,3,3,5,5] = [1,1,2,2,2,3,3,3,5,5],
[1,1,2,2,2,5] N, [1,3,3,3,5,5] = [1,5],
[1,1,2,2,2,5] +[1,3,3,3,5,5] = [1,1,1,2,2,2,3,3,3,5,5,5].

Ist A (B) die Multimenge der Primfaktoren der Zahl m (n), so ergibt AU,
B (resp. AN, B) gerade die Multimenge der Primfaktoren des kleinsten
gemeinsamen Vielfachen (des grofiten gemeinsamen Teilers) von m und n,
und A + B ergibt die Multimenge der Primfaktoren von m - n.

2.7.3 Fundierte und nichtfundierte Mengen

Bei einer genaueren Formalisierung des Mengenkonzepts wird in aller Regel
das folgende Prinzip der Wohlfundiertheit gefordert:

Jede nichtleere Menge M enthdlt ein Element A, so daf
MnA=0 gilt

Falls A € M und M N A = () gilt, so wird A auch ein €-minimales Ele-
ment von M genannt. Das Prinzip der Wohlfundiertheit fordert also, dafl
jede nichtleere Menge ein €-minimales Element enthélt. Das Prinzip hat zur
Folge, dafl es keine unendlich absteigenden Ketten von Mengen gibt, die in
einer Elementschaftsbeziechung

"'6Mi+1€Mi€“‘EM2€M1€MO

stehen. Allerdings wurde in jiingerer Zeit von verschiedener Seite bemerkt,
daf es fiir die Modellierung gewisser Probleme in der Informatik und Lin-
guistik angebrachter ist, auf das oben genannte Prinzip zu verzichten und
auch nichtfundierte Mengen zuzulassen. Nichtfundierte Menge kénnen hilf-
reich sein fiir die Formalisierung zyklischer Datenstrukturen, oder auch in
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der Linguistik, etwa fiir die logische Modellierung von Situationen, bei de-
nen Phidnomene der Selbstreflexion relevant sind. Die im nachfolgenden zu
besprechenden Eigenschaften von Mengen und den daraus abgeleiteten Kon-
zepten bleiben von der Frage der Fundiertheit der Mengen allerdings unbe-
troffen, wir werden darum nicht néher auf nichtfundierte Mengen eingehen.
Dem interessierten Leser bleibt der Verweis auf die Literaturangaben am
Kapitelende.

2.8 Aufgaben zu Kapitel 2

Aufgaben zu Teilkapitel 2.1

Aufgabe 2.1 Geben Sie eine kompakte Darstellung

1. der Menge aller natiirlichen Zahlen, die sich als Summe zweier Qua-
dratzahlen darstellen lassen,

2. der Menge aller natiirlichen Zahlen, deren sémtliche Teiler kleiner als
1000 sind.

Eine natiirliche Zahl k heifit Teiler der natiirlichen Zahl n genau dann, wenn
es eine Zahl m gibt, so da3i n = k- m.

Aufgabe 2.2 Fiir n € N sei 4,, := {n}. Wie sieht die Menge {A,, | n € N}
aus?

Aufgabe 2.3 Geben Sie eine Schachteldarstellung der folgenden Mengen.

(@) {12 {1, {1, 2}},{2,{1,2}}}  (b) {{1}, {{1}}, {{{1}}}}
(0 {h {15 {1} 1}}} (d) {0, {{{0, {{{0, {{0}}}} }} }}}-

Geben Sie jeweils die Zahl der Elemente an.
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Aufgaben zu Teilkapitel 2.2

Aufgabe 2.4 Welche der nachfolgenden Aussagen sind richtig, welche sind
falsch, was stellt aus anderen Griinden gar keine wohlgeformte Aussage dar?

Zahlen sollen hierbei nicht als Mengen aufgefafit werden.

a) 1c{1} (b) 1€{5,1,3}

(c) 4¢{51,3} (d) {2.4,6} c N

(e) {0}cN (f) {0} € {0,{0}}

(g) {03} c{0.{{0}}} (b) Ne{N}

() N=NU{0,1,2} (j) NcNU{N}

k) 5€{51,3'\{5} (1) {5,3}€{51,3}\{1}.

Aufgabe 2.5 Es sei a = b. Wie kann man die Menge

{{H{a}, {{a}, {031}, {{{b, a}}, {0}, {a}}, {b}}}

moglichst einfach darstellen?

Aufgabe 2.6 Beweisen Sie Lemma 2.6, Teil 2.

Aufgaben zu Teilkapitel 2.3

Aufgabe 2.7 Geben Sie alle Mengen B an, so daB {1,2,3} U B

{1,2,3,4,5,6}

Aufgabe 2.8 Fiir welche der folgenden Gleichungen gibt es keine, genau
eine, endlich viele, fiir welche gibt es unendlich viele Lésungen B? Wie lassen

sich jeweils die moglichen Mengen B charakterisieren?
{1,2,3} N B = {1,2,3,4},
{1,2,3} N B {1,2},
{1,2,3,4,5} \ B {1,2},
B\{1,2,3} = {4,5},
Br{1,2,3} = {1}.
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Aufgabe 2.9 Gegeben sei eine der folgenden Mengengleichungen.

ANB = C,
AuB = C,
A\B = C,
AxB = C.

Zwei Spieler 1 und 2 fiigen nun bei A := B := C := () beginnend abwechselnd
Elemente zu einer der drei Mengen. Es diirfen auch Elemente zu einer Menge
hinzugefiigt werden, die bereits in der Menge sind. Spieler 1 beginnt, es folgt
Spieler 2, Spieler 1, Spieler 2. Nach diesen vier Ziigen hat Spieler 2 gewonnen,
falls die Mengengleichung erfiillt ist, Spieler 2 andernfalls. Fiir welche der
Gleichungen gewinnt Spieler 1, fiir welche Spieler 2, wenn man intelligentes
Spielen voraussetzt?

Aufgabe 2.10 Gegeben seien folgenden Mengenpaare:

{1,2,3} und {2,3,4},
{1,2,3} und {2},
{0,2,3,5) und {5,0,1,7},
{0,{0}} wnd {0},
{{0.{0}}}  und {{0}}.

Berechnen Sie jeweils Vereinigung, Durchschnitt, symmetrische Differenz
und (beide) Differenzen.

=

Aufgabe 2.11 Gegeben seien folgenden Mengenpaare:

{neN|IkeN:n=4k} und {ne NN |3Ike N:n=06k},
{neN|n>17} und {neIN|n>23},
{neN|n>17} und {neIN|n <23},

N und R,
N und 0.

Berechnen Sie jeweils Vereinigung, Durchschnitt und zumindest eine Diffe-
renz.

Aufgabe 2.12 Gibt es Mengen A und B, fiir die A\ B = B\ A gilt? Falls
ja, was kann man iiber A und B sagen?
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Aufgabe 2.13 Es seien A und B Mengen. Unter welcher Voraussetzung
gilt (A\ (B\ A)) = ((A\ B)\ 4)?

Aufgabe 2.14 Beweisen Sie Lemma 2.9, Teile 1, 3, 4 und 5.

Aufgabe 2.15 Beweisen sie Lemma 2.14, Teile 2 bis 7. Tip: verwenden Sie
Aufgabe 1.6.

Aufgabe 2.16 Geben Sie eine Darstellung aller Mengen A und B mit der
Eigenschaft A B = {1}.

Aufgabe 2.17 Nach Teil 3 von Lemma 2.14 ist die symmetrische Diffe-
renz endlich vieler Mengen unabéngig von der Reihenfolge. Man kénnte
vorschnell annehmen, dal in der n-fachen symmetrischen Differenz genau
diejenigen Elemente liegen, die in genau einer der beteiligten Mengen lie-
gen. Uberpriifen Sie dies: in jedem der drei folgenden Venn-Diagrammen
sind verschiedene Mengen Aq, ..., A, dargestellt. Geben sie jeweils eine geo-
metrische Interpretation der symmetrischen Differenz Ay < --- 1 A, aller
iiberlagerter Mengen, indem Sie genau diejenigen Bereiche grau fiarben, die
zur symmetrischen Differenz dazugehoren.

Was zeigen die Beobachtungen iiber das in Aufgabe 1.6 definierte ausschlie-
Bende oder ,,+“7
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Aufgabe 2.18 Beweisen Sie die zweite Identitédt von Lemma 2.16.

Aufgabe 2.19 Verdeutlichen Sie die Aussagen von Lemma 2.16 mittels ei-
nes geeigneten Venn-Diagramms.

Aufgabe 2.20 Beweisen Sie die Teile 1, 3 und 4 von Lemma 2.17.

Aufgaben zu Teilkapitel 2.4

Aufgabe 2.21 Beweisen Sie Lemma 2.19.

Aufgaben zu Teilkapitel 2.5

Aufgabe 2.22 Beweisen Sie Lemma 2.28, Teile 2—4.

Aufgabe 2.23 Zeigen Sie: fiir je zwei Mengen M und N gilt M = N genau
dann, wenn P(M) = P(N) gilt.

Aufgabe 2.24 Es sei M = {1,2}. Berechnen Sie P(P(M)).

Aufgabe 2.25 Es sei A := {{1,2,3},{2,4},{2,3,5}}. Berechnen Sie |JA
und ) A.

Aufgabe 2.26 Fiir jedes i € IN sei A; := {n € IN | n > i}. Berechnen Sie
UiGN A’L und ﬂiEN AZ

Aufgabe 2.27 Es sei
A:={{{1,2,3},{1,2,4},{1,4}},{{1,2,3},{1,2,5},{1,4}} }.
Berechnen Sie J(UA), UNA), N(UA) und N(NA).

Aufgabe 2.28 Geben Sie eine nichtleere Mengenfamilie A an, wo |JA =
N A gilt. Versuchen sie dann, ein einfaches Kriterium zu finden, wann fiir
eine nichtleere Mengenfamilie A die Gleichung (JA = N A gilt und wann
nicht.
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Aufgabe 2.29 Geben Sie alle Partitionen der Menge {1,2,3,4} an.

Aufgabe 2.30 Es sei M eine endliche Menge mit n > 1 Elementen. Es
nimmt nun zunéchst Spieler 1 eine Teilmenge mit 1,2 oder 3 Elementen
heraus. Danach nimmt Spieler 2 aus der verbleibenden Menge 1, 2 oder 3
Elemente. Abwechselnd wird weiter so verfahren. Spieler 2 gewinnt, wenn
er das letzte Elemente aus der Menge nimmt. Fiir welche Zahlen n gewinnt
Spieler 1, wenn er sich nur geschickt verhélt, fiir welche Zahlen gewinnt
Spieler 27

Aufgabe 2.31 Es lassen sich beliebig viele Mengenfamilien A einer ganz
speziellen Form angeben, fiir die P(|J A) = A gilt. Welche Form ist das?

Aufgabe 2.32 Es sei P eine Partition der Menge M. Wie sieht (| P aus?

Aufgabe 2.33 Wir hatten bemerkt, daf fiir jede Menge M stets { M} und
{{m} | m € M} Partitionen von M sind. Bedeutet das, da jede Menge
zumindest zwei Partitionen hat? Welche Mengen haben genau zwei Parti-
tionen? Kann es Mengen geben, die genau drei Partitionen besitzen?

Aufgabe 2.34 Betrachtet werden Aussagen der Form

a = « (2.1)

(a=a) = « (2.2)
(a=a)=a) = « (2.3)
(a=a)=a)=a) = « (2.4)

Welche dieser Aussagen sind stets (das heifit fiir jede mathematische Aussage
«) aussagenlogische Tautologien? Verallgemeinern Sie Thre Beobachtung auf
Aussagen der entsprechenden Form mit n > 0 Vorkommen von «. Verwenden
Sie dazu vollstéandige Induktion.

Aufgaben zu Teilkapitel 2.6

Aufgabe 2.35 Kann es einen Frisor geben, der genau diejenigen Miinche-
ner rasiert, die sich nicht selbst rasieren, und sonst keine weitere Person?
Wenn ja, kann dieser Frisor ein Miinchener sein?
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Aufgabe 2.36 Wir nennen ein Adjektiv w der deutschen Sprache autolo-
gisch genau dann, wenn auf w selbst die durch w ausgedriickte Eigenschaft
zutrifft. Das Adjektiv ,,kurz* ist etwa autologisch, da es nur vier Buchsta-
ben besitzt. Umgekehrt nennen wir ein Adjektiv w heterologisch genau dann,
wenn w die durch w ausgedriickte Eigenschaft nicht besitzt. Das Adjektiv
»lang“ ist heterologisch. Ist das Adjektiv ,,heterologisch* autologisch oder
heterologisch?

Aufgaben zu Teilkapitel 2.7

Aufgabe 2.37 Kann es eine Mengenfamilie A geben, wo in () A ein Element
von A liegt? Von welcher Frage hingt dies ab?

2.9 Bibliographische Angaben

Kurzdarstellungen zu mengentheoretischen Prinzipien, die zum hier darge-
stellten Inhalt vergleichbar sind, finden sich in fast allen Biichern zur ,,dis-
kreten“ Mathematik, wie etwa [Big89, Bra88, FS91, Ger72, RW92, uLW74].
Viele dieser Biicher eignen sich auch zur ergénzenden Lektiire bei den nach-
folgenden Kapiteln. Die Darstellungen in [Big89, Bra88] bieten mehr Hin-
tergrund zu den Zahlbereichen. Eine kurze Darstellung der mengentheo-
retischen Kodierung von natiirlichen, ganzen, rationalen und reellen Zah-
len ist in [PtMW90] zu finden. Einen ausfiihrlichen Hintergrund zu diesem
Thema mit vielen Bemerkungen zur historischen Entwicklung der Mengen-
lehre bietet das dreibéandige Werk [Fel79]. Es gibt zahlreiche Biicher, die
ausfiihrlichere Einfiihrungen in die Mengenlehre anbieten. Darunter fallen
etwa [Hal87, Roi90]. Unter den anspruchsvolleren weiterfiithrenden Werken
sei [Lev79] genannt. Cantors Originalbeitriige sind in [Canb5] wiedergege-
ben. Die Entwicklung der nichtfundierten Mengenlehre geht wesentlich auf
[Acz88] zuriick.
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Relationen und Funktionen

Die in diesem Kapitel zu besprechenden Konzepte der Relation und der
Funktion erlauben es, bestimmte strukturelle Eigenschaften eines Bereichs
formal zu erfassen. Wiahrend Relationen allgemeine Beziehungen zwischen
Elementen beschreiben, sind Funktionen Zuordnungen, die jedem Element
einer Menge A genau ein Element einer Menge B zuweisen. Um diese Begriffe
zu prézisieren, filhren wir im ersten Abschnitt ausgehend vom Mengenbe-
griff zunéchst den Begriff des geordneten Paars zweier Elemente und den
Begriff des kartesischen Produkts von Mengen ein. Allgemeiner werden n-
Tupel und Worter iiber einer gegebenen Menge charakterisiert. Aufbauend
auf dem Begriff des kartesischen Produkts werden dann in Abschnitt 3.2
zunéchst Relationen formal definiert und in 3.3 Operationen auf Relationen
betrachtet. Im Anschlufl stellen wir in Abschnitt 3.4 den Funktionsbegriff
dar und gehen in 3.5 auf wichtige Eigenschaften von Funktionen ein. Das
Kapitel schliefit mit einer Darstellung des wichtigen Prinzips der induktiven
Definition von Mengen und mit Bemerkungen zu charakteristischen Funk-
tionen, héheren Funktionen und unendlichen kartesischen Produkten.

3.1 Tupel, kartesische Produkte und Worter

Der naive Begriff einer ,,Zuordnung* beinhaltet eine Reihenfolge oder Rich-
tung, anders als der Mengenbegriff. Kartesische Produkte, die wir nun be-
sprechen werden, erlauben es, eine Reihenfolge zwischen Elementen festzu-
halten. Um kartesische Produkte zu definieren, benétigt man den Begriff

55
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des ,,geordneten Paars® (a,b) zweier Elemente. Wir konnten das geordnete
Paar als primitiven Begriff einfiihren. Es ist jedoch auch eine Riickfithrung
auf schon vorhandene Begriffe moglich. Wer sich nicht fiir Feinheiten einer
mengentheoretischen Kodierung interessiert, kann die nachfolgende Defini-
tion nebst zugehorigem Lemma ohne Schaden iiberlesen. Schreibweisen wie
{a,b} sollen dort nicht implizieren, daf§ die Elemente a und b notwendiger-
weise verschieden sind. Im Fall a = b folgt natiirlich {a,b} = {a} = {b}

sowie {{a},{a,b}} = {{a}}.

Definition 3.1 Seien a und b Elemente einer Menge M. Das geordnete Paar
von a und b, notiert (a,b), ist die Menge {{a}, {a,b}}.

Lemma 3.2 Fiir beliebige Elemente a,b,c und d einer Menge M gilt:

(1)  Falls {a,c} = {b,c}, so gilt a =b.
(14)  Falls {a,b) = (c,d), so gilt a = c und b = d, und umgekehrt.

Beweis. (i) Es gelte {a,c} = {b, c}. Wir unterscheiden nun zwei Félle. Falls
a = c gilt, so folgt b € {b,c} = {a,c} = {a}, also a = b. Falls a # c gilt, so
folgt aus a € {a,c} = {b, c} ebenfalls a = b.

(ii) Es gelte (a,b) = (c,d). Aus {a} € (a,b) = (c,d) = {{c},{c,d}} folgt
{a} = {c} oder {a} = {¢,d}. Im ersten Fall folgt a = ¢, im zweiten sogar
a = ¢ = d. Stets erhalten wir {a} = {c} und a = c¢. Nach Voraussetzung gilt
{{a},{a,b}} = {{c},{c,d}}. Aufgrund dieser Gleichung folgt wegen {a} =
{c} nach Teil (i) nun {a,b} = {¢,d}, hieraus durch nochmalige Anwendung
von (i) aber b = d. Bei der Umkehrung ist nichts zu zeigen. m

Wegen Lemma 3.2 (ii) kénnen wir vom vorderen Eintrag a und vom hin-
teren Eintrag b des geordneten Paars (a,b) sprechen. Beide Eintrége kénnen
identisch sein. Derselbe Effekt liefle sich allerdings auch durch viele Varian-
ten von Definition 3.1 erreichen.

Definition 3.3 Seien A und B Mengen. Die Menge
Ax B :={(a,b) |a € A be B}

heifit kartesisches Produkt der Mengen A und B.
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Beispiele 3.4 Zur Verdeutlichung dieses Begriffs hier einige Beispiele.

1. Es sei sei A = {1,2}, und B = {k,l,m}. Dann ist A x B =
{(1, k), (1, 1), (1,m), (2, k), (2,1), (2,m) }.

2. Es sei A = {0,1}. Dann ist A x A = {(0,0),(0,1),(1,0), (1,1)}. Die
Wahrheitswert-Tabelle aus dem Beweis von Satz 1.1 unterscheidet also
je einen Fall fiir jedes Element von {0,1} x {0, 1}.

3. Die iibliche Schreibkonvention fiir Schachfelder basiert darauf, dafl das
Schachbrett

a bcde fgh

PNwhoo~No
PNwhoiooN©

a bcde fgh

als kartesisches Produkt der Mengen {a,b,c,d,e,f,g,h} und
{1,2,3,4,5,6,7,8} betrachtet wird. Felderbezeichnungen wie ,,f5¢
stellen nur eine Kurznotation fiir das entsprechende geordnete Paar

(f,b) dar.

Sind A und B endlich, mit m respektive n Elementen, so hat des kartesische
Produkt A x B gerade m - n viele Elemente. Dies folgt sofort aus Teil (ii)
von Lemma 3.2. Die zweite der nun folgenden Identitéten ergibt eine weitere
formale Ahnlichkeit zum Rechnen mit Zahlen. Man beachte, da dort das
erste Argument A festgehalten wird.

Lemma 3.5 Die folgenden Identititen gelten fiir beliebige Mengen:

(i) (AxB)Nn(CxD) = (AnC)x (BND),
(i) (AXxB)UAXxC) = Ax(BUCQ).

Beweis. (i) Da wir hier die Gleichheit zweier Mengen zu zeigen haben, folgen
wir dem Standardrezept aus Bemerkung 2.3. Wir zeigen, daf} jedes Element
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der linken Seite auch ein Element der rechten Seite ist. Die Umkehrung folgt
analog. Sei € (A x B) N (C x D). Nach Definition des Durchschnitts gilt
dann

(1) z€ AxB,
(2) ze€CxD.

Nach der Definition des kartesischen Produkts (Def. 3.3) folgt aus (1) und
(2) nun

(3) es existieren a € A,b € B: x = (a,b),
(4) es existieren c € C,d € D: z = (c,d).

Da somit (a,b) = (c,d) gilt, folgt mit Lemma 3.2 (ii) nun @ = ¢ und b = d.
Somitist a =c € ANC und b=d € BND, das heiit x € (ANC) x (BND,).

(ii) Wir zeigen zuerst (Ax B)U(AxC) C Ax (BUC). Sei d ein beliebiges
Element von (A x B) U (A x C). Nach Definition der Vereinigung ist dann
d e Ax Boderde Ax C. Wir fithren eine Fallunterscheidung durch.

Fall 1, d € A x B. Nach Definition 3.3 existieren dann Elemente a € A
und b € B mit d = (a,b). Damit existieren Elemente a € A und b€ BUC
mit d = (a,b). Nach Definition 3.3 gilt dann d € A x (BUC).

Fall 2, d € A x C. Nach Definition 3.3 existieren dann Elemente a € A
und ¢ € C mit d = (a, ). Damit existieren Elemente a € A und c € BUC
mit d = (a, ¢). Nach Definition 3.3 gilt dann d € A x (BU ().

In beiden Féllen folgt also d € A x (BUC'), wodurch (Ax B)U(AxC) C
A x (BUC) bewiesen ist.

Wir zeigen nun umgekehrt, dal A x (BUC) C (A x B)U (4 x C)
gilt. Es sei d ein beliebiges Element von A x (B U C'). Nach Definition 3.3
existieren dann Elemente a € A,e € BUC mit d = (a, e). Wir fiihren eine
Fallunterscheidung durch.

Fall 1, e € B. Nach Definition 3.3 ist dann d = (a,e) € A x B. Damit
ist auch d € (A x B)U (4 x C).

Fall 2, e € C. Nach Definition 3.3 ist dann d = (a,e) € A x C. Damit
ist auch d € (A x B)U (A x C).

In beiden Féllen ergibt sich d € (Ax B)U(AxC'). Damit ist Ax (BUC) C
(Ax B)U(Ax C) bewiesen. Da wir bereits (Ax B)U(AxC) C Ax (BUC)
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gezeigt haben, folgt (Ax B)U(Ax C) = Ax (BUC) nach Lemma 2.6 Teil 2.

Wenn man etwas Vertrautheit beim Umgang mit dem Existenzquantor
voraussetzt, kann man die Argumentation wesentlich kompakter darstellen:

de Ax (BUC)

Ja€ A,Je € BUC: d = (a,e)

Ja € A,Je: ((e€ BVeeC)ANd = (a,e))

Jda € A,3e: ((e€ BAd=(a,e))V(ee CANd=a,e)))
(Ja€ A,Je € B:d={(a,e)) V (Ja€ A,Te e C:d=(a,e))
(de AxB)Vv(de AxC)

de (AxB)U(AxC(C).

Tt T

Hinweis 3.6 Wir haben in Teil (i) des vorangegangenen Beweises eine
,, Vorsichtsmafinahme“ verwendet, die sich generell empfiehlt, um Fehl-
schliisse zu vermeiden: als wir in den Zeilen (3) und (4) die beiden Informa-
tionen x € A x B und x € C x D aufschliisselten, hatten wir bewufit vier
Variablen a, b, c,d verwendet. Aus Definition 3.3 alleine folgen keineswegs
die Identitéten @ = ¢ und b = d, wir muBten wirklich erst Lemma 3.2 (ii)
verwenden. Ganz generell sollte man besser diesselbe Variable nur dann zwei-
mal verwenden, wenn sicher ist, daf$ damit stets dasselbe Objekt bezeichnet
wird.

Wir wollen nun noch kartesische Produkte mit n Faktoren definieren, wobei
n > 0 eine beliebige natiirliche Zahl ist. Hierzu fithren wir das Symbol ,,{ )
ein, das nachfolgend das leere Tupel représentiert (wir verzichten auf eine
Kodierung als Menge). Weiter betrachten wir die Elemente einer Menge
A als Eintupel, die wir wahlweise in der Form a oder (a) schreiben. Fiir

beliebige Elemente ay, ..., a,+1 mit n > 2 definieren wir nun induktiv
(a1, ... ap,ant1) == ({a1,...,ap), Gpt1)
als das n 4 1-Tupel mit den Elementen ai, ..., a0y, Gnpi1-

Die hier verwendete Technik der induktiven Definition beruht auf dem-
selben ,,Leiterprinzip“, das wir bereits im Zusammenhang mit dem Beweis-
prinzip der vollsténdigen Induktion im vorigen Kapitel kennengelernt hat-
ten. Wenn wir wissen, wie geordnete Tupel der Stelligkeit 0, 1 oder 2 definiert
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sind, und wenn wir angeben, wie sich die Definition des geordneten (n + 1)-
Tupels fiir n > 2 auf die des geordneten n-Tupels zuriickfithren 148t, so
haben wir tatséchlich Tupel beliebiger (endlicher) Stelligkeit definiert. Am
Ende des Kapitels werden wir ausfiihrlicher auf die eng verwandte induktive
Definition von Mengen eingehen.

Definition 3.7 Es sein € IN und Ay,..., A, Mengen. Die Menge
n
]._.[Ai ={(a1,...,an) |a; € 4; fir i=1,...,n}
i=1

heifit kartesisches Produkt der Mengen A, ..., A,.

Das kartesische Produkt wird oft auch in der Form A; x Ay Xx...x A,, notiert.
Gilt A; =...= A, =: A, so schreibt man fir [[;~; A; auch kiirzer A".

Beispiele 3.8 Auch hierzu einige Beispiele.

1. Stets gilt A= {()} und A' = {{a) |a € A} ={a|a € A} = A.

2. Es sei sei A =1{1,2}, B={b} und C = {c}. Dann ist A x Bx C =
{(1,b,¢),(2,b,¢)}.

3. Bezeichnet R die Menge der reellen Zahlen, so ist IR? der dreidimensio-
nale euklidische Raum. Jedes Element p = (pz, py, p2) € R? bezeichnet
also einen Punkt im Raum, die drei Komponenten geben die Koordina-
ten beziiglich des iiblichen Koordinatensystems mit den Achsen z,y, z
wieder.

/y'
o P = <BoRyP>
Pz

Px

x

Die folgende Definition motiviert, warum wir auch geordnete 1-Tupel und
das leere Tupel ( ) als Spezialfille geordneter Tupel eingefiihrt haben.
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Definition 3.9 Es sei A eine Menge. Dann heif3t

A = U A"
neN
die Menge der Wirter diber der Menge A. Jedes Element w € A™ heifit ein
Wort der Linge n iiber A.

Man sollte sich nicht dadurch verwirren lassen, dafl wir an dieser Stelle zwei
unterschiedliche Bezeichnungen fiir dieselbe Art von Objekt verwenden: for-
mal sind Worter der Lange n schlicht n-Tupel mit Elementen aus A. Von
Wortern spricht man in der Regel dann, wenn man Tupel unterschiedlicher
Lénge betrachtet, und wenn man betonen mochte, dafl man die Tupel ein-
fach als Zeichenfolgen auffassen mochte. Die Basismenge A wird in diesem
Kontext meist als das ,,Alphabet“ bezeichnet. Worter iiber dem Alphabet
A werden héufig in der vereinfachten Form a - - - a,, statt (ai,...,ay,) no-
tiert. Man sagt deshalb auch, ein Wort {iber A sei eine endliche Folge von
Symbolen aus A.

Beispiel 3.10 Es sei A das Alphabet mit allen Buchstaben der deutschen
Sprache. Dann sind

Montag, Dienstag, . .., Sonntag

Worter iiber A. Es ist Montag eine notationelle Variante fiir (M, o0, n,t,a, g)
und analog fiir die anderen Worter.

Definition 3.11 Es sei A eine Menge. Dann heifit jede Teilmenge L von A*
eine formale Sprache iiber dem Alphabet A. Mit £(A) bezeichnen wir die
Menge aller formalen Sprachen iiber A.

Solange keine Konfusion zu befiirchten ist, werden wir formale Sprachen
auch einfach ,,Sprachen“ nennen.

Beispiele 3.12 Die nachfolgenden Beispiele illustrieren den Begriff und
werden zum Teil spéter wieder aufgegriffen.

1. Es sei A das Alphabet mit den Ziffern 0,1,...,9. Dann ist die Menge
der natiirlichen Zahlen in der iiblichen Dezimaldarstellung, wo die er-
ste Ziffer einer von Null verschiedenen Zahl stets ungleich 0 ist, eine
Sprache iiber A.
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2. Es sei A das Alphabet mit allen Buchstaben der deutschen Sprache

und mit dem Leerzeichen ,,_“ dem Punkt ,,.“ und den Ziffern aus
{0,1,...,9}. Dann sind

Ly := {Montag., Dienstag_, ..., Sonntag_},

Ly = {den_},

Ly = {1_.2._...,31},

Ly := {Januar., Februar.,...,Dezember_},

Ls := {2000,2001,...,3000},

formale Sprachen iiber A. Wir werden spéter sehen, wie wir durch
eine einfache Form der Komposition dieser Sprachen eine Sprache mit
vollstandigen Datumsangaben der Art

Dienstag_den_11._Januar_2000

erreichen kénnen (vgl. Beispiel 3.34 Nr. 7).

. Eine Menge von Wortern L kann selbst als Alphabet dienen. Ist etwa

L := {Max, raucht, lacht}, so ist die Menge mit den Sitzen (formal:
Wértern iiber L) ,,Max raucht* und ,,Max lacht* eine Sprache iiber L.
In diesem Sinn kann jede Menge von Sétzen der deutschen Sprache als
eine formale Sprache iiber einem Wortalphabet beschrieben werden.

3.2 Relationen

Mit Relationen lassen sich Beziehungen zwischen Elementen von Mengen
formalisieren. Von einer Relation spricht man genauer, wenn immer dieselbe
Anzahl von Elementen in Beziehung steht.

Definition 3.13 Eine Menge R wird n-—stellige Relation genannt genau
dann, wenn es Mengen A;,..., A, gibt (n > 1), wo R C [[i"; 4;. Statt

<a1,..

.,ap) € R schreiben wir kurz R(ay,...,a,). Gilt 41 = ... = A, = A,

so heifit R eine n—stellige Relation auf A.

Beispiel 3.14 Tabellen der Art
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| Name || Geschlecht | Dienstalter | Geburtsdatum | Gehaltsklasse |

Maier m 7 11.2.63 I
Kurz w 13 11.3.67 III

Miiller W 14 2.12.73 I
Santorini m 9 5.5.64 I\

stellen Relationen dar, die Zahl der Tabellenspalten bestimmt die Stellig-
keit. Die Beispieltabelle enthélt 5-Tupel aus dem kartesischen Produkt einer
Menge A; von Namen, der Menge As := {m,w}, einer Menge Az von Ge-
burtsdaten und der Menge A4 der Gehaltsklassen. In der Informatik werden
Tabellen dieser Art in sogenannten relationalen Datenbanken gespeichert
und abfragbar gemacht.

Viele der in der Mathematik auftretenden Relationen sind zweistellig. Zur
Darstellung von zweistelligen Relationen auf endlichen Mengen verwendet
man haufig Schaubilder mit Pfeilen. Ein Pfeil von einem Element x zu einem
Element y deutet an, da§ R(zx,y) gilt.

Alternativ konnen Relation auf endlichen Mengen als Matriz von Wahrheits-
werten dargestellt werden. Wir schreiben M i, j] fiir den Eintrag in Zeile 4
und Spalte j der Matrix M. Ein Eintrag MT[i, j] = 1 (resp. 0) steht fiir R(, j)
(resp. =R(i,j)). Fiir die oben abgebildete Relation R ergibt sich folgende
Matrix M.

(R ]lafblc[d]e]
aoJofo]o0]0

el Newl Nan)

d |||
[en) Nevl Nan )l Nan]
O|l=Oo|O
—= OO
[en) Nevl Nan )l Nan]

Diagramm- und Matrixdarstellung kénnen natiirlich auch fiir beliebige zwei-
stellige Relationen R C A x B verwendet werden.
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Beispiel 3.15 Die Relation

enthélt genau die Paare (1,a), (1,¢), (2,a), (4,a), (4,b) und (4, c). In Matrix-
form ergibt sich

(B ]afb]c]
1101
2100
3000
NRRE

Charakteristisch fiir zweistellige Relationen—im Gegensatz zu den nachfol-
gend zu besprechenden Funktionen—ist es, dafl ein gegebenes Element zu
mehreren anderen Elementen in Beziehung stehen kann, wie auch die beiden
vorausgegangenen Beispiele verdeutlichen.

Beispiele 3.16 Hier eine kleine Auswahl weiterer Relationen.

1. Es sein A = {a,b,c}. Wie in Definition 3.9 bezeichne A* die Men-

ge aller Worter iiber dem Alphabet A. Die Relation R, die auf ein
Paar (v,w) € A* x A* zutrifft genau dann, wenn v ein Prifix (Wort-
anfang) von w ist, ist eine zweistellige Relation auf A*. Die Prifixe
von aabe sind beispielsweise ( ) (leeres Wort, oft als ,,e“ notiert) sowie
die Worter a, aa, aab und aabc (eine formale Definition des Begriffs
,,Prifix“ werden wir in Beispiel 3.34 Nr. 5 geben). Verwandt ist die
Suffixrelation, die auf ein Paar (v,w) € A* x A* zutrifft genau dann,
wenn v ein Suffix (Wortende) von w ist. Die Suffixe von aabc sind ( ),
¢, be, abe und aabe.

. Die tibliche ,,kleinergleich “~Relation ,,<* ist eine zweistellige Relation

auf der Menge R der reellen Zahlen. Statt ,,< (a,b)* schreibt man in
Infixnotation ,,a < b“. Auch die ,,kleinergleich “~Relation auf IN ist eine
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zweistellige Relation. Obwohl beide Relationen formal unterschiedliche
Mengen sind, wird dasselbe Zeichen ,,<* verwendet.

3. Fiir natiirlich Zahlen n und m ist die Teilbarkeitsrelation T definiert
durch T'(n,m) < n teilt m < 3k € IN: n- k = m. Falls n die Zahl m
teilt, schreibt man kurz n|m.

4. Jede Teilmenge A einer Menge M ist eine einstellige Relation auf M
und umgekehrt, wobei M wie in Beispiel 3.8 Nr. 1 als Produkt mit
nur einem Faktor aufgefafit wird. In einer Menge von Personen M de-
finiert die Eigenschaft, weiblich zu sein, eine einstellige Relation W auf
M. In der Linguistik wird oft die Bedeutung von intransitiven Verben,
Nomen, und (unter Einschrinkungen) Adjektiven durch einstellige Re-
lationen auf einer Menge M, die durch den Sprechkontext gegeben ist,
formalisiert.

5. Einfach transitive Verben wie ,liebt“ oder ,.kennt“ entsprechen zwei-
stelligen Relationen auf der durch den Sprechkontext gegebenen Menge
M.

6. Ist A eine Menge von Personen, so lassen sich viele Verwandschafts-
beziehungen als binére Relationen formalisieren. Wir kénnen etwa die
,,Elternbeziehung“ E definieren durch E(a,b) :< a ist Elternteil von
b. Analog definieren wir die Kinderbeziehung K durch K(a,b) :< a ist
Kind von b. In dhnlicher Weise kénnen wir Vater-, Mutter-, Schwester-,
Bruder-, Vettern- und andere Beziechungen definieren.

7. Essei B:={a,b,c,d,e, f,g,h} x{1,2,3,4,5,6,7,8} die Menge der Fel-
der auf dem Schachbrett, F sei eine Figur, etwa ein Springer oder ein
Léufer. Dann bildet die Menge Rr aller Felder-Paare ((x, n), (y,m)) €
B x B, so da} man (auf dem ansonsten leeren Schachbrett) mit der
Figur F von (z,n) nach (y, m) ziehen kann, eine zweistellige Relation
auf der Menge B.

8. Wenn wir die Menge der Figuren bei einer bestimmten Stellung auf ei-
nem Schachbrett nehmen, so bilden die geordneten Paare von Figuren
derselben Farbe, die sich bei der aktuellen Stellung gegenseitig decken,
eine zweistellige Relation. Eine andere Relation bilden die geordneten
Paare (z,y) von Figuren unterschiedlicher Farbe, wo Figur x die Figur
y bedroht.
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Definition 3.17 Sei R C A x B eine zweistellige Relation und X C A. Die
Menge R(X) :={y € B | 3x € X: R(z,y)} heifit das Bild von X unter R,
Die Menge R[X := {(z,y) | R(z,y),x € X} heifit die Einschrinkung von R
auf X.

Die Mengen R[X und R(X) sollten nicht verwechselt werden. Man beachte,
daf die Einschréinkung R[X eine Relation—damit eine Menge geordneter
Paare—ist, hingegen das Bild R(X) eine einfache Teilmenge von B représen-
tiert.

Beispiele 3.18 Hierzu einige Illustrationen.

1. In der nachfolgenden Abbildung ist {a,c,d, f} das Bild von {1, 3,4}
unter der durch Pfeile symbolisierten Relation R:

Um diese Menge zu erhalten, mufl man die hinteren Eintrége y all der-
jenigen geordneten Paare (x,y) aus R zusammenfassen, wo der vordere
Eintrag x aus {1, 3,4} ist. Entsprechend wére {b,d, f} das Bild von
{2,4}. Das Urbild von {c,d, e} unter R ist {1,3,4}:

2. Fir die Relation R, die in obigen Abbildungen dargestellt
ist, ist die Einschrinkung von R auf {1,2,3} die Menge
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{(1,a),(1,¢),(2,b),(3,c)}. Die Paare (4,d) und (4, f) aus R gehoren
nicht zu R[{1,2,3}, da 4 & {1,2,3}.

3. Ist A eine Menge von Personen, K wie in Beispiel 3.16 Nr. 6 die Kin-
derbeziehung, a € A, so ist K({a}) die Menge der Eltern der Person
a. Ist auch b € A, so bilden die (nicht notwendig gemeinsamen) Eltern
von a und b die Menge K ({a,b}).

4. Es sei B := {a,b,c,d,e, f,g,h} x {1,2,3,4,5,6,7,8} die Menge der
Felder auf dem Schachbrett, S sei ein Springer, L ein Laufer. Die Re-
lationen Rg und Rp auf B seien wie in Beispiel 3.16 Nr. 7 erklért.
Dann bilden die umrandeten Felder das Bild der Feldermenge {C3}

unter Rg bzw. Ry,.

abcdefgh abcdefgh

PNwWwhArION®
PNwhrhoioo N0

PNwWwhArOoON©

PNWwWhroIoON®

abcdefgh abcdefgh

Lemma 3.19 FEs sei R C A x B und X1 C X9 C A. Dann ist R(X;) C
R(X3).

Beweis. Es sei b € R(X)). Dann existiert ein x € X; mit (x,b) € R.
Wegen X7 C X existiert auch ein x € Xy mit (z,b) € R. Damit gilt
be R(X,). m

3.3 Umkehrrelation und Komposition von Rela-
tionen

Das Vorgehen ist nun dasselbe wie im vorhergehenden Kapitel: nachdem
wir Relationen eingefiihrt haben, betrachten wir nun Operationen, die es
erlauben, aus bestehenden Relationen neue zu bilden. Zwei Operationen,
Komposition und Umkehrung, sind hierbei von vorrangiger Bedeutung.
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Definition 3.20 Sei R C A x B eine zweistellige Relation. Die Menge
R7' = {{y,z) | R(z,y)} heiBt die zu R inverse Relation oder die Um-
kehrrelation von R. Ist Y C B, so heifit R=*(Y) das Urbild von Y unter
R.

Beispiele 3.21 FEinige Beispiele zur Illustration der Umkehrrelation:

1. Ist die Relation R durch Pfeile dargestellt, so ergibt sich die inverse
Relation R~! durch Umkehrung aller Pfeile. Die Umkehrrelation der
in Beispiel 3.18 Nr. 1 abgebildeten Relation R hat damit die folgende
Form:

2. Ist R € A x A in Matrixform dargestellt, so ergibt sich R~! durch
Spiegelung an der Diagonalen.

(mflt][2]3[4]5] [RT]1[2]3[4]5]
1JoJoJ1]o]1 1[[oJofJoJo]o
2 ofofo]o]o 2 ofofo]o]o
3fojofol1]1 31]ofo]o]1
sojofo]o]o aojol1]0]o0
5ojo[1]0]0 s51]o]1]0]0

3. Formalisiert die Relation R die Bedeutung eines transitiven Verbs, so
ergibt sich die Relation R~! durch Passivbildung. Die inverse Relation
zu ,liebt“ ist also ,,wird-geliebt-von“.

4. Es sei A eine Menge von Personen, K wie in Beispiel 3.16 Nr. 6 die
Kinderbeziehung. Die zu K inverse Relation K ! ist die ,,Elternbezie-
hung“ £, und E~! = K.

Lemma 3.22 FEs seien R C Ax B und S C A x B zweistellige Relationen.
Dann gilt stets
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1 (R =R,
2. (RuS)"t=Rr1tust
3. (RNS)"'=R1nsL

Beweis. Wir zeigen Teil 2, die anderen Beweise bleiben dem Leser iiberlassen
(vgl. Aufgabe 3.16). Es sei (b,a) € (RUS)™!. Dann gilt (a,b) € (RUS) und
somit (a,b) € R oder (a,b) € S. Im ersten Fall folgt (b,a) € R™!, im zweiten
Fall (b,a) € S~!, somit gilt stets (b,a) € R~* U S~L. Wir haben damit die
Inklusion (RN S)~! € RN S~! bewiesen. Die Umkehrung folgt analog. m

Definition 3.23 Es seien R C A x Bund S C B x C zwei Relationen. Ihr
Produkt (oder ihre Komposition) R o S ist erklart durch

Ro S :={(a,c) € AxC|3be B: R(a,b) und S(b,c)}.

Fiir das n-fache Produkt Ro---o R einer Relation mit sich selbst schreiben
wir kurz R (n > 1).!

Hinweis 3.24 Die Notation fiir das Produkt zweier Relationen ist in der
Literatur nicht einheitlich. In manchen Biichern wird fiir die oben definierte
Relation R o S genau umgekehrt S o R geschrieben. Man sollte sich also
gegebenenfalls vergewissern, welche Konvention der Notation zugrundeliegt.

Offensichlich ist mit R € A x Bund S C B x C auch R o S wieder eine
Relation, und zwar eine Teilmenge von A x C'. Das folgende Bild bietet ein
illustrierendes Beispiel. Die Relation RoS ist durch graue Pfeile symbolisiert.

A B C

'Die Reihenfolge der Klammerung ist hier irrelevant, vgl. 3.27 unten.
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Sind A, B, C endliche Mengen mit m,n beziechungsweise [ Elementen, und
sind die Relationen R € A x B und S C B x C durch die Matrizen Mg
und Mg repréasentiert, so erhélt man die Matrix M von R o .S durch eine
spezielle Art der Matrixmultiplikation aus Mgz und Mg. M hat m Zeilen und
[ Spalten. Der Eintrag M]i, j| ergibt sich als Disjunktion (i.e., Maximum)
iiber alle Produkte Mpg[i, k] - Mg[k,j] fir 1 < k < n. Im Fall der oben
abgebildeten Relationen R und S erhélt man

[(Rllalblc]|d]
00]0]0]0

|RoS|5]6]7][8]9]
0 0(0j0|0]O

[S[5][6]7[8]9]

L1100, (1) 8 8 8 8 _ [T [[1]ofofo0]o0
2 [0[1[1]0 oo tot T 2 [[1[0]o]0]1
30000 —rototitits 3 J[0]0Jo[0]0
sJofof1]o0 4 JoJoJolo]1

Beispiel 3.25 Wenn wir wie in Beispiel 3.16 Nr. 6 auf einer Menge von Per-
sonen die iiblichen Verwandtschaftsbeziehungen einfiihren, so ist die Kompo-
sition der Vaterbeziehung mit der Elternbeziehung die Grofivater-Relation.
Die Komposition der Kinderbeziehung mit sich selbst ergibt die Enkelbezie-
hung.

Der einfache Beweis des nachfolgenden Lemmas wird als Ubung dem
Leser tiberlassen (vgl. Aufgabe 3.19).

Lemma 3.26 Es seien A, B und C Mengen. Fiir jeden Index i € I U{1,2}
set stets R; CAx B und S; C B xC.

1. Ist R{ C Ry und S1 C S5, so auch Ry 0S1 C Ry 0 Ss.
2. Es set R C A x B. Dann ist Ro (Ujc; Si) = Ujer (R0 S;).
3. Es sei S C B x C. Dann ist (U;e; Ri) 0 S = Ujer(Ri 0 S).
Lemma 3.27 Die Komposition zweistelliger Relationen ist assoziativ: Sind

RCAXxB,SCBXC undT CC x D Relationen, so gilt Ro (SoT) =
(RoS)oT.
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Beweis. Zunéchst folgt aus Definition 3.23 unmittelbar, dal Ro (S oT) C
Ax Dund (RoS)oT C A x D gilt. Nun gilt fiir alle a € A und d € D

(a,d) € Ro (SoT) Ib € B: ((a,b) € RA (b,d) € SoT)

db e B,ce C: ({(a,b) € RN (b,c) € SN {c,d) eT)
dce C: ({(a,c) € RoS N {c,d) eT)

(a,d)y € (RoS)oT

K

wodurch die Behauptung folgt. m

Die folgende Begriffsbildung wird spéter verschiedentlich niitzlich.

Definition 3.28 Essei R C Ax A. Fiirn > 0 heifit eine Folge ay, . . . , a, von
(nicht notwendigerweise verschiedenen) Elementen aus A eine R-Kette der
Lénge n von ag nach a, genau dann, wenn R(a;,a;4+1) fiir i =0,...,n—1
gilt. Eine R—Kette ag,...,a, heiit R—Zyklus genau dann, wenn ag = a,
gilt. Ein R-Zyklus heiflt nicht-trivial genau dann, wenn er zumindest zwei
verschiedene Elemente enthilt.

In der nachfolgenden Abbildung ist 1,2,3,4,5,3,4 eine R—Kette der Linge
6 der durch Pfeile dargestellten Relation R. Es ist 3,4, 5,3 ein nichttrivialer
R—Zyklus.

Lemma 3.29 Es sei R eine zweistellige Relation auf A und n > 1. Dann
gilt R™ = {{a,b) € Ax A| es ex. eine R—Kelte der Linge n von a nach b}.

Der Beweis ist offenkundig und wird ausgelassen.
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3.4 Funktionen

Funktionen sind spezielle Relationen. Wéahrend ein Element a im allgemei-
nen zu sehr vielen anderen Elementen by, bs . .. in einer vorgegebenen Relati-
on R stehen kann, fordert man bei Funktionen, dafl es hochstens ein solches
Element b gibt, das man dann als Bild von a unter der Funktion bezeichnet.
Fast immer betrachtet man Funktionen von einer Menge A in eine Menge
B. Diese Sprechweise beinhaltet dann, dafl auch jedes a € A ein Bild in B
besitzt, welches dann eindeutig bestimmt ist.?

Definition 3.30 Eine zweistellige Relation R C A x B heifit Funktion oder
Abbildung (engl. ,,function® oder ,,mapping“) genau dann, wenn jedes Ele-
ment von A hochstens ein Bild unter R hat, das heifit, wenn gilt

Va,y,z: (R(z,y) A R(x, 2)) =y = 2).

gilt. Die Menge Def(R) := {a € A | 3b € B: R(a,b)} wird dann der Defi-
nitionsbereich (engl. ,,domain®), B der Bildbereich (engl. ,,codomain®) der
Funktion R genannt.

Um Funktionen zu bezeichnen, verwendet man typischerweise Buchstaben
wie f, g und &hnliche.

Definition 3.31 Ist f C A x B eine Funktion mit Definitionsbereich A, so
heifit f Funktion von A nach B, man schreibt kurz f: A — B. Fiir jedes
a € Aist dann das Bild b € B mit f(a,b) eindeutig bestimmt, wir schreiben
b = f(a). Die Elemente von A heiflen auch die Argumente der Funktion,
f(a) heifit auch der Wert von a unter f. Hat speziell A die Form B", so
heiflt f eine n—stellige Funktion auf B.

Abbildung 3.1 illustriert diese Konzepte.

Bemerkung 3.32 Auf drei Punkte, die gelegentlich zu Unsicherheiten
fiihren, sei besonders hingewiesen:

2Manchmal spricht man dann genauer von einer totalen Funktion, um zu betonen, daf
jedes a € A ein Bild hat. Wenn man explizit erlauben will, dal manche Elemente kein
Bild haben, so spricht man auch von einer partiellen Funktion.
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Definitionsbereich Bildbereich

Abbildung 3.1: Beispiel einer Funktion f: A — B.

1. Vorsicht: eine n-stellige Funktion auf B ist — als Relation betrachtet
— (n + 1)-stellig.

2. Es sei an dieser Stelle nochmals ausdriicklich darauf hingewiesen, dafl
jede Funktion f eine Menge geordneter Paare darstellt, genauer gilt

stets f = {(x, f(z)) | = € Def(f)}.

3. Man beachte, dal Definition 3.31 ein gewisses Ungleichgewicht bein-
haltet. Ist f: A — B, so hat jedes a € A ein Bild unter f in B. Es
braucht aber nicht jedes b € B als Bild aufzutreten, wie auch Abbil-
dung 3.1 deutlich macht. Demzufolge ist der Bildbereich einer gegebe-
nen Funktion f mit Definitionsbereich A leider nicht eindeutig. Jede
Menge M, die die Menge {f(a) | a € A} umfafit, ist im Prinzip ein
moglicher Bildbereich. Bei konkreten Beispielen bietet sich jedoch oft
in natiirlicher Weise ein ganz bestimmter Bildbereich an.

Mit
BA:={f|f: A— B}

bezeichnen wir nachfolgend die Menge aller Funktionen von A nach B. Da
die Notation oft verwendet wird, sollte man sie gut in Erinnerung behalten.
Eine Motivation fiir die Schreibweise ergibt sich aus folgendem Lemma. Den
Beweis, der vollstandige Induktion verwendet, iiberlassen wir als Ubung dem
Leser (vgl. Aufgabe 3.22).

Lemma 3.33 Sind A und B endliche Mengen mit n resp. m Elementen,
so hat BA genau m" Elemente.
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Zur Darstellung von Funktionen gibt es zahlreiche Methoden. Funktionen
auf kleinen endlichen Mengen werden oft in Form von Diagrammen wie

a — 1
b — 3
c — 2
d — 1

reprisentiert, wobei allerdings der volle Bildbereich im allgemeinen nicht zu
rekonstruieren ist. Eng verwandt ist die tabellarische Darstellung der Funkti-
onswerte zu gegebenem Argument, die bei etwas umfangreicherem endlichen
Definitionsbereich {iblich ist. Natiirlich ist fiir Funktionen mit endlichem
Definitions- und Bildbereich auch eine Matrixdarstellung wie vorher bei den
Relationen moglich (vergleiche Aufgabe 3.20). Oft werden Funktionen auch
in Form einer Vorschrift spezifiziert, die angibt, wie das Bild eines Elements
aussieht, wie im Beispiel

fifN—>N;z— 2z

wo x — 2x besagt, dal unter f jedes Element auf sein Zweifaches abgebildet
wird.

Beispiele 3.34 Nachfolgend nun eine ldngere Liste von Funktionen, wobei
die Beispiele aus dem Leben zum Teil streng genommen eine striktere For-
malisierung voraussetzen. Die ersten beiden Beispiele sollen dazu dienen,
zwei unterschiedliche Intuitionen, die mit dem Funktionsbegriff verbunden
sind, zu verdeutlichen.

1. Eine Klasse von Funktionen 148t sich auf der intuitiven Ebene dadurch
beschreiben, dafl man fiir eine Eingabe einen bestimmten Wert berech-
nen mochte. Wenn zum Beispiel danach gefragt wird, wieviel Geld man
bei einem Anfangskapital von 1000 DM und einem Zinssatz von 2%
nach n = 0,1,2,... Jahren angespart hat, so wird die Antwort durch
eine Funktion von IN in die rationalen Zahlen beschrieben. Sehr viele
weitere numerische Funktionen, etwa zur Inhalts- oder Flichenberech-
nung, sind ihrer Natur und Verwendung nach &dhnlich.

2. Bei einer anderen Klasse von Funktionen steht der Gedanke im Vorder-
grund, in Form der Funktion eine Art Korrespondenz zwischen Argu-
menten und ihren Bildern zu formalisieren, und es macht kaum Sinn,
von der ,,Berechnung eines Werts“ zu sprechen. In einer SchlieSanlage
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konnen wir jedem Schliissel das zugehorige Schliefifach zuweisen. Dies
definiert eine Funktion von der Menge der Schliissel in die Menge der
Schlielficher. Verwandt ist die Festlegung einer Reihenfolge, wo wir ei-
ne Korrespondenz zwischen den Elementen einer Menge M und einem
Anfangsintervall A = [1,2,...,n] von IN erhalten, die formal durch
eine Funktion M — A erfafit wird. Fiir Funktionen dieser Art ist der
(formal synonyme!) Begriff ,,Abbildung* niher an der Intuition.

3. Jede Klassifikationen, bei der jedes Objekt einer gegebenen Menge
M genau einer Klasse einer Menge von Klassen K zugeordnet wird,
reprisentiert eine Funktion von M in K.

4. Ist M eine Menge, so sind Vereinigung ,,U“ und Durchschnitt ,,N*
zweistellige Funktionen auf der Potenzmenge P(M). Komplementbil-
dung beziiglich M (vgl. Def. 2.15) ist eine einstellige Funktion auf
P(M).

5. Ist A* die in Definition 3.9 beschriebene Menge der Worter iiber dem
Alphabet A, so ist die Konkatenation,,0o* von Wortern eine zweistellige
Funktion auf A*. Die Konkatenation wird in Infixschreibweise notiert,
und ist durch ay---a, 0by---b,y, := a1---apby - b,, definiert. Zum
Beispiel ergibt die Konkatenation von ,,Computer® mit , linguistik*
das Wort ,,Computerlinguistik“. Mittels des Konkatenationsbegriffs
koénnnen wir die Préfixrelation und die Suffixrelation (vgl. Beispiel 3.16
Nr. 1) formal definieren: Das Wort v € A* ist ein Prdfiz (resp. Suffix)
des Wortes w € A* genau dann, wenn ein Wort u € A* existiert, so
dal w =vou (resp. w = uov) gilt.

6. Es sei A eine Menge und R(A) die Menge aller zweistelligen Relatio-
nen auf A. Die in Definition 3.23 eingefiihrte Komposition ,,0“ von

Relationen ist eine zweistellige Funktion auf R(A).

7. Es bezeichne £(A) die in Definition 3.11 eingefiihrte Menge aller Spra-
chen iiber dem Alphabet A. Fiir Sprachen Ly, Ly € £(A) heifit

Li®Ly:={uowv|u€ Lj,veE Ly}

die Komposition von L und Ls. Dabei bezeichnet ,,0“ die in Bei-
spiel 5 erklarte Konkatenation. Die Komposition ,,®* ist eine zwei-
stellige Funktion auf £(A). Wir haben nur der Versténdlichkeit halber
ein neues Symbol verwendet, oft wird auch fiir die Komposition von
Sprachen das Symbol ,,0“ verwendet. Es ist leicht zu sehen, dafl die
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10.

11.

12.
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Komposition von Sprachen assoziativ ist, das heifit es gilt fiir beliebige
Sprachen L1, Lo, L3 iiber A stets (L1 O) LQ) OL3=110 (LQ O) Lg) Die
Komposition Ly ® Ly ® --- ® L5 der in Beispiel 3.12 Nr. 2 erwéihnten
Sprachen Ly, ..., Ls ergibt die dort beschriebene Menge aller Datums-
angaben des dritten Jahrtausends.

Die Alters-Relation, zu der ein Paar (p,n) gehort genau dann, wenn
n das Alter von p ist, hat funktionalen Charakter. Ahnlich werden in
behordlichen Formularen sehr viele Werte weiterer ,,Funktionen* abge-
fragt: Beruf, Adresse, Religion, Steuerklasse, Zahl-der-Kinder etc. Sind
im Gegensatz dazu mehrere Antworten moglich, wie etwa bei Kinder
oder Erziehungsberechtigt, so hat die Abfrage relationalen Charakter.

Fiir das n-stellige kartesische Produkt A; x - - - x A,, definieren wir die
n Projektionsfunktionen

s A1X---XAn—)Ai: <a1,...,an>n—>ai (1§2§n)

Kartesische Produkte und zugehorige Projektionsfunktionen zeichnen
sich durch die folgende Universalitéitseigenschaft aus: ist M eine Men-
ge, und sind Funktionen f;: M — A; fir 1 < i < n vorgegeben, so
gibt es eine eindeutig bestimmte Funktion g: M — II?_;A;, so da8
fi=gom fiir 1 <i<mngilt (vgl. Aufgabe 3.7).

Addition und Multiplikation (Sinus und Cosinus) sind zweistellige (ein-
stellige) Funktionen auf der Menge IR der reellen Zahlen. Die Ein-
schriankung der Addition von R auf die Menge Q der rationalen Zah-
len ist eine zweistellige Funktion auf Q, ndmlich die iibliche Addition
auf 9. Beide genannten Additionsfunktionen sind als Mengen unter-
schiedlich, obwohl in der Regel dasselbe Symbol ,,+“ verwendet wird.

Die in der Informatik verwendeten ,,Arrays“ weisen (im eindimensiona-
len Fall) jedem Wert ¢ aus einem Anfangsintervall [1,n] = {1,2,...,n}
der natiirlichen Zahlen einen Eintrag aus einer Menge B zu. Da-
mit kann man ein Array auffassen als Modellierung einer Funktion
f: [1,n] — B. Man beachte auch die Verwandtschaft zu den oben
angegebenen Diagrammdarstellungen von endlichen Funktionen.

Bei geeigneter Betrachtungsweise definiert jede binére Relation R C
A x B eine Funktion von P(A) nach P(B): in der Tat, auf der Basis
von Definition 3.17 ordnet R jeder Teilmenge X von A genau eine
Teilmenge R(X) von B zu. Analog ist auch R™!: P(B) — P(A) eine
Funktion.
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13. Mittels des Begriffs der Funktion kénnen wir nun Multimengen (vgl.
Abschnitt 2.7.2) formalisieren. Eine Multimenge ist eine Abbildung
ma: A — IN. Intuitiv gibt das Bild eines Elements a € A unter der
Abbildung m 4 die Zahl seiner Vorkommen in der Multimenge an.

Hier noch ein weiteres Beispiel, das spéter verschiedentlich auftritt.
Definition 3.35 Es sei A eine Menge. Die Funktion Idy := {{(a,a) | a €

A} wird Identitit auf A (auch Identititsrelation oder Identititsfunktion)
genannt.

Beispiel 3.36 Essei A :={1,2,3,4,5}. Dann kann Id4 in Matrixform wie
folgt dargestellt werden.

(R 1[2]3[4]5]

114170]0(0]0
2(0|1(0]0]|0
310]0(1]010
410]010]110
5110(010(0]1

Dies verdeutlicht, warum Id 4 manchmal die Diagonale von A genannt wird.

Mit den nun eingefiithrten Schreibkonventionen kénnen wir die in den Defi-
nitionen 3.17 und 3.20 eingefithrten Begriffe wie folgt fiir Funktionen dar-
stellen.

Definition 3.37 Sei f: A — B eine Funktion, X C A, Y C B.

(a) Die Menge f(X) := {f(z) | v € X} heifit das Bild von X unter der
Funktion f.

(b) Die Menge f~1:= {{y,z) | x € A, f(x) = y} C B x A heiBit Umkehr-
relation zur Funktion f. Die Menge f~!(Y) heifit das Urbild von Y
unter f.

(c) Die Menge f[X = {(z,y) | v € X, f(z) = y} heiit die Finschrinkung
von f auf X. Wir fassen f[X auf als eine Funktion mit Definitionsbe-
reich X und Bildbereich B.
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Definitionsbereich Bildbereich

Abbildung 3.2: Unterschied zwischen Bildbereich und Bild des Definitions-
bereichs.

Man beachte, dafl das in (a) erkldrte Bild von A unter f vom ,,Bildbereich“
B von f durchaus verschieden sein kann, wie Abbildung 3.2 illustriert. Die
Wortwahl in Teil (b) macht deutlich, daf8 die Umkehrrelation f~! einer
Funktion f im allgemeinen keine Funktion ist! Auch dieser Sachverhalt 148t
sich aus Abbildung 3.2 leicht ersehen. Wir werden in Kapitel 3.5 spezielle
Bedingungen dafiir angeben, dafl auch f~! wieder eine Funktion ist.

Definition 3.38 Eine einstellige Funktion f: A — A heifit

1. nilpotent genau dann, wenn f o f = Id gilt,

2. idempotent genau dann, wenn f o f = f gilt.

Offenkundig 148t sich nun Id4 dadurch charakterisieren, daf} es die einzige
Funktion von A in A ist, die gleichzeitig nilpotent und idempotent ist.

Ahnlich wie bei Mengen kénnen auch Funktionen, die in unterschiedli-
cher Weise definiert wurden, gleich sein. Das folgende Lemma beinhaltet ein
Standardverfahren, wie man die Gleichheit zweier Funktionen nachweisen
kann.

Lemma 3.39 (Extensionalititsprinzip fiir Funktionen) Zwei Funk-
tionen f und g sind genau dann gleich, f = g, wenn sie denselben Definiti-
onsbereich haben und fiir dieselben Argumente dieselben Bilder ergeben.

Beweis. Offenkundig folgt aus f = g, dass “beide” Funktionen denselben
Definitionsbereich haben und fiir dieselben Argumente dieselben Bilder er-
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geben. Wie in Bemerkung 3.32 Teil 2 festgehalten, gilt stets

f= {l&, f(@)) |z € Def (f)}
9 = {(z,9(x)) |z € Def(g)}.

Es gelte nun, dafl f und g denselben Definitionsbereich haben und fiir
dieselben Argumente dieselben Bilder ergeben. Sei (a,b) € f. Dann ist
a € Def(f) = Def(g). Da b = f(a) folgt nach Voraussetzung b = g(a).
Also gilt (a,b) € g. Wir haben gezeigt, dal f C g. Umgekehrt folgt analog
g C f, und damit mit Lemma 2.6 (ii) wie gewiinscht f =g¢. m

Das nachfolgende Lemma macht Aussagen iiber die Bilder von Teilmen-
gen unter einer Funktion. Wir greifen auf die in Definition 3.37, Teil (a),
entwickelte Notation zuriick.

Lemma 3.40 Sei f: A — B. Dann gilt stets

(i) VX, X' CA: f(XUX')=f(X)Uf(X),
(i5) VX, X' CA: f(XNX')C f(X)n f(X),
(i) VX CA: X C fH(f(X)),
(i) VY CB:f(f{(Y)) CY.

Beweis. Teil (i) wird als Ubung offengelassen (vgl. Aufgabe 3.24). Zu Teil
(ii): Es sei X, X’ C A. Dann gilt fiir beliebiges b

be f(XNX) Jae XNX": fla)=0b
Ja:ae X Na€ X'Afla)=0b
Ja€ X: fla)=b A Jd' € X": f(d')=1b

& be f(X)N f(X).

LU

Hieraus folgt die Behauptung.

Zu Teil (iii): Sei X € A und z € X. Dann ist f(z) € f(X). Somit
gilt {f(x)} C f(X) und nach Lemma 3.19 auch f~'({f(x)}) C f~1(f(X)).
Trivialerweise gilt x € f~1({f(z)}). Damit folgt auch = € f~1(f(X)).

Zu Teil (iv): Essei Y C Bund b € f(f~}(Y)). Dann existiert gem#f De-
finition 3.37, Teil (a), ein Element a € f~1(Y)) mit f(a) =b. Daa € f~1(Y)
existiert nach Definition 3.17, Teil (a), ein Element y € Y mit (y,a) € f~L.
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Aus (y,a) € f~! ergibt sich nach Definition 3.37, Teil (d), daB f(a) = y. Da
aber f Funktion ist, folgt aus f(a) =bund f(a) =ynunb=y €Y. m

In der vorletzten Zeile im Beweis von (ii) hatten wir wieder sicherheits-
halber mit zwei Variablennamen gearbeitet, damit klarer wird, dal man die
Richtung der zugehorigen Implikation nicht notwendig umkehren kann. In
der Tat gilt im allgemeinen nicht die Identitit f(X N X') = f(X) N f(X'),
wie folgendes einfache Beispiel zeigt (warum?):

Der Leser moge sich dhnliche Beispiele ausdenken, die zeigen, dafl man auch
in den Aussagen (iii) und (iv) im allgemeinen keine Gleichheit hat.

Da Funktionen spezielle Relationen sind, kénnen wir auch die Kom-
position von Funktionen betrachten. Das folgende Lemma zeigt, dafl die
Komposition zweier Abbildungen gerade die Hintereinanderausfithrung der
Abbildungen darstellt.

Lemma 3.41 Es seien f: A — B und g: B — C Funktionen. Dann ist
auch fog: A — C eine Funktion, deren Werte durch (f o g)(a) = g(f(a))
gegeben sind (a € A).

Beweis. Zunichst folgt aus Definition 3.23 sofort, dafi (fog) C A x C gilt.
Um zu zeigen, dal f o g eine Funktion ist, miissen wir nachweisen, dafl f
jedem Element aus A genau ein Bild aus C zuordnet.

Wir zeigen zuerst (,,Existenz“ ), dal f jedem Element a € A zumindest
ein Bild aus C zuordnet. In der Tat, mit (a, f(a)) € f und (f(a),g(f(a))) € g
folgt nach Definition 3.23 (a, g(f(a))) € (f o g).

Es bleibt noch die ,,Eindeutigkeit “ der Zuordnung zu zeigen. Seien ¢, ¢’ €
C, und es gelte (a, c) € (fog) sowie (a,c’) € (fog). Dann existieren Elemente
b,b' € B mit (a,b) € f und (b,c) € g sowie (a,b') € f und (V/,c) € ¢g. Da
f Funktion ist, folgt b = o/. Da g Funktion ist, folgt ¢ = ¢/. Wir haben
auch die Eindeutigkeit des Bildes nachgewiesen. Zusammenfassend haben
wir gezeigt, dafl f o g: A — C Funktion ist.
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Alle Paare (a,g(f(a))) (fir @ € A) gehéren zu f o g, wie wir im ,,Exi-
stenzteil“ gesehen haben. Damit ist g(f(a)) das eindeutig bestimmte Bild
von a unter der Funktion fog. m

Aus Lemma 3.27 folgt sofort als Spezialfall

Lemma 3.42 Die Komposition von Funktionen ist assoziativ, fir f: A —
B, g: B— C und h: C — D gilt stets fo(goh)= (fog)oh.

3.5 Injektivitiat, Surjektivitit und Bijektivitéit

Wir kommen zu einigen wichtigen Eigenschaften von Funktionen.

Definition 3.43 Eine Funktion f: A — B heifit injektiv (oder eineindeutig)
genau dann, falls verschiedene Argumente stets verschiedene Werte unter f
haben, das heifit, falls gilt

Vo,y € A: (f(2) = f(y) =z =1y).

Eine injektive Funktion wird auch Injektion genannt. Wenn es eine injektive
Funktion f von A nach B gibt, so bedeutet dies, da} B ,,bis auf Namens-
gebung*“ eine Kopie der Elemente von A enthélt. Das Bild f(A) hat dann
ndmlich dieselbe Anzahl von Elementen wie A selbst, wie in Abbildung 3.3
veranschaulicht wird. Der in Beispiel 3.34 Nr. 2 erwéhnte ,,Korrespondenz-
gedanke“ tritt hier offen zutage. Bezeichnen wir fiir eine endliche Menge M
mit | M| die Anzahl der Elemente von M (auch Kardinalitit von M genannt),
so gilt also:

Lemma 3.44 FEs seien A und B endliche Mengen. Gibt es eine injektive
Funktion f: A — B, so folgt |A| < |B|. Die Umkehrung gilt ebenfalls.

Eine Umformulierung diese Lemmas ist in der Literatur unter der Bezei-
chung ,,pigeonhole principle“ (Taubenloch-Prinzip) bekannt: gilt |A| > |B],
so kann es keine injektive Funktion von A nach B geben. Oder suggestiver:
will man m Tauben auf n Locher verteilen, und gilt m > n, so mufl man
zumindest in ein Loch zwei oder mehr Tauben stecken. Diese Prinzip hat als
Beweismittel viele Anwendungen. Hierzu vergleiche man Aufgabe 3.27 am
Kapitelende.
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Beispiel Gegenbeispiel

i
l L

Abbildung 3.3: Injektivitit von Funktionen.

Beispiele 3.45 Die Sitzordnung im Horsaal definiert eine injektive Funk-
tion von der Menge der Zuhorer auf die Menge der Pldtze im Horsaal. In
einem Konzertsaal definiert die Platznummer eine injektive Funktion der
Menge der Plédtze in IN.

Beispiel 3.46 Injektive Funktionen f: A — B werden héufig in Situationen
verwendet, wo wir auf Elemente aus A referieren wollen, sprachlich aber
besser auf die Elemente von B zugreifen konnen. Betrachten wir als Beispiel
das folgende Bild einer injektiven Funktion f: A — {1,2,3,4,5}.

Obwohl wir kaum in direkter Weise iiber die Elemente aus A reden konnen,
geht dies problemlos unter Zuhilfenahme der Funktion f. Das ,,auf 1 abge-
bildete Element“ beispielweise ist durch diese Beschreibung eindeutig cha-
rakterisiert. Beispiele dieser Art begegnen uns in vielen Zusammenhéngen.
Alle Definitionen, Beispiele, Lemmata und Sétze in diesem Buch sind mit
einer Nummer versehen. Die Nummerierung liefert eine injektive Abbildung
f von der Menge A der Definitionen, Beispiele, Lemmata und S#tze in die
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Beispiel Gegenbeispiel

Abbildung 3.4: Surjektivitdt von Funktionen.

Menge B der in Frage kommenden Nummern. Wenn wir auf ein Element
aus A referieren, etwa auf Lemma 3.22, so verwenden wir hierzu nicht das
Element, sondern sein Bild unter f in B. Ein Nachteil ist, dafl dasselbe
Lemma in unterschiedlichen Biichern in aller Regel verschiedene Nummern
tragt. Aus diesem Grund werden wirklich wichtige Prinzipien oft noch in
anderer Weise benannt. Beispielsweise hatten wir den — allgemein iiblichen
— Namen ,,Extensionalitdtsprinzip fiir Funktionen“ fiir den in Lemma 3.39
dargestellten Sachverhalt eingefiihrt. Viele wichtige Sétze in der Mathematik
sind nach ihren Entdecker benannt.

Definition 3.47 Eine Funktion f: A — B heifit surjektiv (oder Funktion
von A auf B) genau dann, wenn jedes b € B als Bild unter f auftritt, das
heifit, falls gilt

Vbe B Ja € A: f(a) =b.

Eine surjektive Funktion wird auch Surjektion genannt. Wenn es eine surjek-
tive Funktion f von A auf B gibt, so bedeutet dies, dafl man aus A mittels
einer geeigneten ,,Verschmelzung“ von Elementen eine Menge erhilt, die
ebensoviele Elemente wie B enthilt. Hierzu identifiziert man genau diejeni-
gen Elemente von A, die dasselbe Bild unter f haben. Abbildung 3.4 ver-
deutlicht diesen Zusammenhang. Damit zusammenhéngend wird deutlich,
dafl die Menge

{f71({b}) [ b e B}

eine Partition von A ist. Beziiglich der Zahl der Elemente von A und B gilt
die folgende Aussage.
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Abbildung 3.5: Beispiele bijektiver Funktionen.

Lemma 3.48 FEs seien A und B endliche Mengen. Gibt es eine surjektive
Funktion f: A — B, so folgt |A| > |B|. Die Umkehrung gilt ebenfalls.

Definition 3.49 Eine Funktion f: A — B heifit bijektiv genau dann, wenn
f sowohl injektiv als auch surjektiv ist.

Eine bijektive Funktion wird auch Bijektion genannt. Eine Bijektion einer
Menge M auf sich selbst wird auch Permutation von M genannt. Abbil-
dung 3.5 verdeutlicht das Konzept der Bijektion. Der in Beispiel 3.34 Nr. 2
erwahnte ,,Korrespondenzgedanke“ begegnet uns hier in der reinsten Form,
da bei bijektiven Funktionen die Korrespondenz alle Elemente des Bildbe-
reichs miteinschlief3t.

Lemma 3.50 Es seien A und B endliche Mengen. Gibt es eine bijektive
Funktion f: A — B, so folgt |A| = |B|. Die Umkehrung gilt ebenfalls.

Beispiel 3.51 Sind bei einer Vorlesung alle Plétze besetzt (ohne daf sich
zwei Zuhorer einen Platz teilen), so definiert die Sitzordnung eine Bijektion
zwischen der Menge der Zuhorer und der Menge der Plétze.

Beispiel 3.52 Dieses Beispiel prézisiert die Argumentation im Beweis von
Lemma 2.27. Es sei A eine nichtleere Menge und a € A. Definieren wir
Pr:={M CA|a¢g M}und Py := {M C A | a € M}, so stellt die
Abbildung f: M — M U{a} eine Bijektion zwischen P; und P, dar. In der
Tat, aus f(M;) = f(Ma) = N folgt My = My = N \ {a}, woraus sich die
Injektivitat ergibt. Ist N € Py so gilt N \ {a} € P; und f(N \ {a}) = N,
wodurch sich die Surjektivitdt ergibt. Aus Lemma 3.50 folgt nun im Fall, wo
A endlich ist, daB |P1| = |Pa].
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Die folgenden Lemmata stellen eine Verbindung her zwischen Injektivitét
und Surjektivitét einerseits und den Aussagen (ii) und (iv) aus Lemma 3.40
andererseits:

Lemma 3.53 Sei A # () und f: A — B. Die folgenden Aussagen sind
dquivalent:

(1) f ist injektiv,
(i) VX,X'C A f(X X = f(X) N (X,
(#i1) f besitzt ein Rechtsinverses, das heifit, es gibt eine Funktion

g: B — A sodafl fog=1Ida.

Beweis. ,,(i) = (ii)“ Sei f injektiv. Sind nun X, X’ C A so gilt nach Lem-
ma 3.40 (ii) stets f(XNX') C f(X)Nf(X’). Es bleibt daher die umgekehrte
Inklusion f(X) N f(X') C f(X NX’) zu zeigen. Sei b € f(X)N f(X'). Dann
gilt
Jre X:b=f(x) A J2' € X1 b= f(2')

Da f injektiv ist, folgt z = 2’ € X N X’ und somit b € f(X N X").

,,(ii) = (iii)“: Es gelte Eigenschaft (ii). Wir zeigen zunichst, da§ f~!
eine Funktion ist. Dazu seien (y, z1) und (y, z2) in f~!. Wir miissen z1 = xo

zeigen. Es sind (z1,y) und (z2,y) in f, nach Definition von f~!. Wire nun
T # 9, so wire {z1} N {z2} = 0 und wegen (ii) somit

{y} = f({z}) 0 f({z2}) = f({z1} N {wa}) = F(0) = 0,

was unmoglich ist. Daher ist tatsichlich z1 = x. Somit ist f~! eine Funk-
tion. Es ist klar, daB Def(f~1') = f(A). Wir wihlen nun irgendein a € A,
was geht, da A # () nach Voraussetzung. Durch die Definition

_ ] iy firy e f(4)
g(y)_{a ’ fﬁrgy/eB\f(A)

erhalten wir die Funktion g: B — A. Es sei x € A gegeben. Es gilt
(fog)(z) =g(f(x)) = F(f(x)) ==,
damit ist (iii) gezeigt.

,,(iii) = (i)“: Wir nehmen an, daB es eine Funktion ¢g: B — A mit
(fog)(x) = x fiir alle x € A gibt . Es seien x1,29 € A und f(z1) = f(z2).
Damit folgt g(f(z1)) = g(f(z2)) = x1 = x2. Somit ist f injektiv. m
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Der obige Beweis verwendet einen sogenannten Ringschluf$: obwohl wir
nur drei Richtungen gezeigt haben, folgt nun sofort, dafl tatséchlich alle
Aussagen dquivalent sind. Alle nicht explizit gezeigten Richtungen folgen
wegen der Transitivitédt der Implikation.

Lemma 3.54 Sei f: A — B. Es ist f~! eine Funktion genau dann, wenn
f injektiv ist. In diesem Fall ist auch f~1 wieder injektiv, und jedes a € A
tritt als Bild unter f~' auf. Ist f auferdem surjektiv, so ist f~1: B — A
eine Bijektion und es gilt fo f~' =1Ids und f~'o f = Idp.

Beweis. Ubung. m

Lemma 3.55 FEs sei f: A — B. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(1)  f ist surjektiv,
i) WY CB:fY) =Y,
(7i1) f hat ein Linksinverses, das heifit, es gibt eine Funktion
g: B — A mitgo f =Idp.

Der Nachweis der Aquivalenz von (i) und (ii) wird als Ubung empfohlen. Die
Aquivalenz zu (iii) ist schwieriger3, daher verzichten wir auf einen Beweis.

Lemma 3.56 Es seien f: A — B und g: B — C Funktionen.

(i) Sind f und g injektiv, so ist auch f o g injektiv.
(ii) Sind f und g surjektiv, so ist auch f o g surjektiv.

(i1i) Sind f und g bijektiv, so ist auch f o g bijektiv und es gilt
(fog)t=gtof,

(iv) Ist f o g bijektiv, so ist g surjektiv und f injektiv.

Beweis. Ubung. m

3Sie bendtigt das sogenannte ,,Auswahlaxiom“.
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3.6 Erginzungen

Zum Schluf dieses Kapitels werden drei Themenbereiche angerissen, von de-
nen die letzten beiden beim ersten Lesen auch iiberschlagen werden kénnen.
Im ersten Teil, der ungleich wichtiger ist, erldutern wir das Prinzip der (si-
multanen) induktiven Definition von Mengen, das wir bereits in Beispielen
verwendet hatten. Da diese Form der Definition von Mengen gerade in der
Informatik und Linguistik héufig auftritt, ist sie von grofler Bedeutung. Im
zweiten Teil zeigen wir, wie man mit Hilfe von Funktionen auch Teilmengen
und Relationen beschreiben kann. Danach verwenden wir den Funktionsbe-
griff, um auch unendliche kartesische Produkte einzufiihren.

3.6.1 Induktive Definition von Mengen

Eine sogenannte induktive Definition einer Menge B besteht aus einer end-
lichen Menge von Regeln, wobei jede Regel entweder eine Basisregel ist oder
eine induktive Regel.

e Eine Basisregel gibt an, dafl bestimmte Elemente zu B gehéren, oder
daf} eine bereits definierte und bekannte Menge Teilmenge von B ist.

e Eine induktive Regel hat als Prdmisse eine endliche Zahl von Element-

schaftsbedingungen, die besagen, dafl bestimmte Elemente b1,...,b,
zu B oder zu bekannten und vorgegebenen Mengen gehoren sollen. Die
Konklusion besagt, dafl dann ein mit Hilfe der Elemente b4, ...,b, zu

definierendes Element b zu B gehort.

Die auf diese Weise definierte Menge B enthélt genau diejenigen Elemente,
deren Zugehorigkeit zu B durch endlich viele Anwendungen der Regeln ve-
rifiziert werden kann. Anschaulich kann man sich die Menge B mit Hilfe der
folgenden Figur vorstellen:
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Die Basisregeln definieren eine erste Teilmenge By von B. Durch Anwenden
der induktiven Regeln auf die bereits erhaltenen Elemente in By und auf
die Elemente der bekannten und vorgegebenen Mengen erhalten wir (in der
Regel) neue Elemente. Durch Zusammenfassen von By mit diesen neuen
Elementen erhalten wir die Obermenge B;. Durch Anwenden der induktiven
Regeln auf die bereits erhaltenen Elemente in B; und auf die Elemente
der bekannten und vorgegebenen Mengen erhalten wir (in der Regel) neue
Elemente, die wir mit By zur Obermenge By zusammenfassen etc. Wenn wir
diese Erweiterungsschritte unendlich oft wiederholen, erhalten wir schliellich
die gesuchte Menge B als Zusammenfassung aller Mengen B; (i € IN).

Beispiel 3.57 Die Menge G der geraden natiirlichen Zahlen kann induktiv
etwa wie folgt definiert werden. Die einzige Basisregel sei

0ed.
Die einzige induktive Regel besagt
Ist n € G, soist auch n+2 € G.
Eine Kurzschreibweise, die beide Regeln zusammenfaflt, ist
G :==0|G+2.

Im obigen Bild erhalten wir zunéchst die ,,Basismenge“ Gy = {0}. Im
néchsten Schritt ergibt sich G; = GoU{g+2 | g € Go} = {0,2}. Hierbei
reprasentiert Gg die zu diesem Zeitpunkt bereits erhaltene Teilmenge von G,
die Menge {g+2 | g € Gy} stellt die Menge derjenigen Elemente dar, die sich
durch Anwenden der induktiven Regel auf die bisherigen Elemente ergeben.
Im dritten Schritt erhalten wir analog G = G1U{g+2| g € G1} = {0, 2,4}
etc. Durch Vereinigen aller so konstruierbaren Mengen Gg, G1, G, ... erhal-
ten wir die gesuchte Menge G.
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Beispiel 3.58 Es sei A eine Menge. Dann kann die in Definition 3.9 ein-
gefiihrte Menge A* aller Worter iiber A wie folgt induktiv definiert werden.

(1) Das leere Wort ,,e“ gehort zu A*.
(2) Ist we A* und a € A, so ist auch woa € A*

Hierbei ist (1) Basisregel, (2) eine induktive Regel, ,,0¢ steht fiir die in
Beispiel 3.34 Nr. 5 definierte Konkatenation. Dieselbe Definition in Kurz-
schreibweise wére
A* == €| A% o A.

Im obigen Bild erhalten wir hier zunichst die Basismenge {e} = A% Im
niichsten Schritt ergibt sich AU {woa | w € {e},a € A} = A" U AL.
Hierbei reprisentiert {¢} = A® die zu diesem Zeitpunkt bereits erhaltene
Teilmenge von A*, die Menge {woa | w € {e},a € A} stellt die Menge
derjenigen Elemente dar, die sich durch Anwenden der induktiven Regel
auf die bisherigen Elemente ergeben. Im dritten Schritt erhalten wir analog
AYUATUA? ete. Durch Vereinigen aller so konstruierbaren Mengen erhalten
wir die gesuchte Menge A*.

Die Idee der induktiven Definition von Mengen 148t sich noch etwas ver-
allgemeinern. Eine simultane induktive Definition einer endlichen Familie
A={A,..., A,} von Mengen besteht aus einer endlichen Menge von Re-
geln. Jede Regel ist entweder eine Basisregel oder eine induktive Regel. Eine
Basisregel gibt an, dafl bestimmte Elemente zu einer Menge A; gehoren. Eine
induktive Regel hat als Prdmisse eine endliche Zahl von Elementschaftsbe-
dingungen, die besagen, dal bestimmte Elemente zu vorgegebenen Mengen
aus A gehoren sollen. Die Konklusion besagt, dal dann ein daraus abzulei-
tendes Element zu einer bestimmten Menge A; gehort. Ein Element gehort
zu einer der auf diese Weise definierten Mengen A; genau dann, falls man
dies durch endlich viele Anwendungen der Regeln verifizieren kann.

Beispiel 3.59 Die folgenden Regeln stellen eine simultane induktive Defi-
nition der Menge G der geraden natiirlichen Zahlen und der Menge U der
ungeraden natiirlichen Zahlen dar:

(1) 0 €@,
2 1eU,
3 n+m € G fallsn € G und m € G,
4 n+m € G fallsn € U und m € U,

(
(
(
(5 n+meU falls n € U und m € G.

)
)
)
)
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Abbildung 3.6: Ilustration zur simultanen induktiven Definition von Mengen
Ap, .. A,

Die Kurzschreibweise ist hier

G == 0|G+G|U+T,
U == 1|G+U.

Man kann die durch eine simultane induktive Definition beschriebenen
Mengen Aq,..., A, wie im Fall der einfachen induktiven Definition durch ei-
ne Turm- oder Limeskonstruktion expliziter beschreiben. Dazu setzt man in
einem ersten Schritt AZ(O) als Menge derjenigen Elemente fest, die aufgrund
der gegebenen Basisregeln zu A; gehoren miissen (1 < < n). Sind nun fiir
ein k € IN fir 1 < ¢ < n die Mengen Agk)
Al(-kﬂ) als die Vereinigung von Agk) mit der Menge derjenigen Elemente fest,
die sich durch Anwendung der induktiven Regeln auf Elemente in den Men-
gen Agk), e ,Aﬁf) ergeben. Dies ist in Abbildung 3.6 illustriert. Offenkundig

ist fiir jedes 1 < i < n die Folge

bereits definiert, so setzen wir

A9 AW e AR o gD

)

in der Tat ein aufsteigender Turm von Mengen. Es ist dann (Jyen Agk) die
gesuchte Menge A;, fiir 1 <i < n.

Beispiel 3.60 Die Limeskonstruktion zu der in Beispiel 3.59 gegebenen si-
multanen induktiven Definition der Mengen G und U der geraden und un-
geraden natiirlichen Zahlen stellt sich wie folgt dar.

GO = {0}’
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U = {1},

Gi = GoU{n+m|nmeGotU{n+m|n,meU}={0,2},

Ui = Ugu{n+m|nelUymeGy}={1},

Gy = GiU{n+m|nmeG}tU{n+m|nmeU}={024}

Uy = UOhu{n+m|nelUy,meG}=/{1,3}

Gs = GaU{n+m|nmeG}U{n+m|nmeUs}={02...,8},
U3 = UyU{n+m|nelUymeGa}={13,...,7}

Offenkundig ist dann | J;cn Gi = G und U;en U; = U.

3.6.2 Charakteristische Funktionen und hohere Funktionen

An dieser Stelle wollen wir nochmal zur Schreibweise 2™ fiir die Potenz-
menge von M zuriickkehren. Die Potenzmenge P(M) enthélt genau alle
Teilmengen von M als Elemente. Nun 148t sich eine Teilmenge N von M
eindeutig dadurch charakterisieren, dafl man fiir jedes m € M angibt, ob
m € N gilt (1) oder nicht (0). Eine solche Beschreibung liefert die charakte-
ristische Funktion xn: M — {0,1} mit

1 fallsme N,
xn(m) =

0 sonst.

Man sieht sofort, dafl die Abbildung N — xn eine Bijektion von P(M) auf
die Menge {0, 1} aller Abbildungen von M nach {0,1} ist. Die Natiirlich-
keit dieser Bijektion erlaubt es, die beiden Mengen zu ,,identifizieren* , was
wir durch die symbolische Gleichung P(M) = {0, 1} andeuten wollen. Ma-
chen wir nun von der in der Mengenlehre iiblichen Konvention Gebrauch,
die Zahl n € N durch {0,1,...,n — 1} zu kodieren, so kénnen wir fiir
P(M) = {0,1} auch 2™ schreiben.

Ganz allgemein wird jede Funktion x: M — {0,1} als charakteristische
Funktion auf M bezeichnet. Mit Hilfe charakteristischer Funktionen lassen
sich beliebige Relationen adédquat durch komplexe Funktionen repréisentie-
ren. Nehmen wir zur Illustration die Relation aus Beispiel 3.15:
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[ [0 — 1] 7
1 — b — 0
_cr—>1_
[0 — 1]
2 — b — 0
_cr—>0_
(¢ — 0]
3 — b — 0
_cr—>0_
(a4 — 1]
4 — b — 1
L _C'—)l__

Fiir jedes z € {1,2,3,4} ist R({z}), also das Bild von {z} unter R, eine
Teilmenge von {a, b, c}. Wenn wir fiir jedes z € {1,2,3,4} diese Teilmenge
R({z}) kennen, so kennen wir umgekehrt auch R. Indem wir nun wieder
Teilmengen durch charakteristische Funktionen ersetzen, erhalten wir die in
Abbildung 3.7 dargestellte Reprisentation von R, die nur auf Funktionen
basiert: Man kann natiirlich diese funktionale Darstellung als Variante der
in Beispiel 3.15 angegebenen Matrixdarstellung auffassen.

Gangz analog a3t sich jede Relation R C A x B in eine Funktion

die Funktion x,: B — {0,1}

Fr: A— (2P): Fp(z) = { mit x.(b) = 1 gdw. R(z,b).

iibersetzen. Die Funktionen Fg zeigen, daf§ der Bildbereich einer Funktion
wiederum selbst aus Funktionen bestehen kann. Diese ,,Verschachtelung*
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von Funktionen kann beliebig weiter getrieben werden. Man kann zum Bei-
spiel auch jede n-stellige Funktion auf einer Menge B (vgl. Definition 3.31)
durch eine Verschachtelung von ,,einfachen“ Funktionen (wo alle Argumen-
te einfache Elemente sind) reprisentieren. Auch dieser technische Trick, der
manchmal als ,,Currying®“
spiels illustriert. Es sei f die folgende zweistellige Funktion auf {a, b}:

bezeichnet wird, sei anhand eines kleinen Bei-

a7
a?
b,a
b,b

=2
1111
SR 2 2

~
P e e i
S~~~ ~——

Dann kann f auch in der folgenden Weise kodiert werden:

a — a
a —

b — «a
b a — a

b — b

3.6.3 Unendliche kartesische Produkte

Erinnern wir uns, dafl es uns bei der Definition des geordneten n-Tupels im
wesentlichen darum ging, eine Reihenfolge zwischen Elementen fixieren zu
konnen. Anstatt n-Tupel zu verwenden, kann man die Reihenfolge der Ele-
mente auch explizit mit Hilfe von Funktionen festhalten, die auf ,,Anfangs-
abschnitten“ von IN der Form {0,...,n — 1} definiert sind. Die Funktion f

der Form
0—a

1—d
2+
3—=a

beispielsweise entspricht gerade dem Viertupel (a,d,b,a) beziehungsweise
dem Wort adba. Ein kartesisches Produkt A x B x C' x D kann auch durch
die Menge

{fe(AuBUCUD)OL23 | r0)e A, f(1) € B, f(2) € C, f(3) € D}

“Nach dem Logiker H.B. Curry.
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beschrieben werden. Im folgenden werden wir in beiden Féllen nur noch von
kartesischen Produkten reden. Der springende Punkt ist, dal Produkte, die
auf Funktionen beruhen, leicht auf Produkte mit unendlich vielen Faktoren
verallgemeinert werden koénnen. So beschreibt etwa

1A ={f:N—[JA|/f(@ieA firalleicN}
€N 1€EN

die Menge aller unendlichen Folgen, deren i—tes Element aus A; kommt
(i € IN). Fiir A; = A (i € N) erhalten wir [[,cn 4i = AN. Allgemeiner kann
man fiir beliebigen nichtleeren Indexbereich I und Mengen A; das Produkt

HAZ' ={f:1— UAi | f(i) € A; firalleie I}

el el

einfiithren.

3.7 Aufgaben zu Kapitel 3

Aufgaben zu Teilkapitel 3.1

Aufgabe 3.1 Wiirde Lemma 3.2 (ii) richtig bleiben, wenn man das geord-
nete Paar (a,b) in der Form (a,b) := {a,{b}} definieren wiirde? Geben Sie
einen Beweis oder ein Gegenbeispiel.

Aufgabe 3.2 Es sei A; = () fiir ein i € {1,...,n}. Wie sieht [[,_; , A
aus?

Aufgabe 3.3 Es sei A :={aj,a2}, B:={0,1} und C := {0, ag, c}.

1. Berechnen Sie B3.

2. Geben Sie A x B x C an.

Aufgabe 3.4 Aus dem kartesischen Produkt A x B haben wir vier Elemen-
te herausgenommen und erhalten {(a,a), (b,a), (c,d),{c,c),(a,c)}. Welche
Elemente haben wir herausgenommen?
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Aufgabe 3.5 Es seien A und B endliche Mengen. Wieviele Elemente hat
die kleinste Teilmenge von A x B, aus der wir A, B und damit A x B
rekonstruieren kénnen?

Aufgabe 3.6 Gilt fiir beliebige Mengen stets (A x B) U (C' x D) = (AU
C) x (BU D)? Geben Sie einen Beweis oder ein Gegenbeispiel.

Aufgabe 3.7 Beweisen Sie, dafi fiir beliebige Mengen A, B und C stets
Ax(B\C)=(AxB)\(AxC)
gilt.

Aufgabe 3.8 Es sei A das Alphabet mit den Symbolen a,b,c. Geben Sie
fiinf Beispiele fiir unendliche formale Sprachen iiber A an.

Aufgaben zu Teilkapitel 3.2

Aufgabe 3.9 Es sei A die Menge {1,2}. Geben Sie alle zweistelligen Rela-
tionen auf A an.

Aufgabe 3.10 Es sei A eine Menge mit n Elementen und m > 1. Wieviele
m-stellige Relationen auf A gibt es?

Aufgabe 3.11 Es sei R die in Beispiel 3.18 Nr. 1 abgebildete Relation.
Geben Sie R({2,3,4}), R({1,4}), R({1,3}) sowie R[{1,2,4} und R[{1,3}

all.

Aufgabe 3.12 Es seien A, B endlich und R, S C A x B. Wie ergibt sich
die Matrixdarstellung von R U S (resp. R N S) aus der Matrixdarstellung
von R und S7

Aufgaben zu Teilkapitel 3.3

Aufgabe 3.13 Es seien R und S die nachfolgend abgebildeten Relationen.
Berechnen Sie Ro S, (Ro S)({2,5,6}), (Ro S)~'({16,17}).
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Aufgabe 3.14 Gegeben seien die Relationen R = {(0,2), (2,4), (4,6)} und
S = {(1,3),(3,5),(3,4),(3,0)} auf N. Berechnen Sie R~!, S~ RoS, SoR
und R~ o §~1. Was fiillt beim Vergleich So R und R~ o S~! auf?

Aufgabe 3.15 Es sei R eine zweistellige Relation auf der Menge A. Unter
welcher Bedingung gilt dann R = R~'? Was kann man iiber A sagen, wenn
jede zweistellige Relation R auf A stets R = R™! erfiillt?

Aufgabe 3.16 Beweisen Sie die Teile 1 und 3 aus Lemma 3.22.

Aufgabe 3.17 Es seien R C A x B und S C B x C Relationen. Was gilt:
(RoS)™' = R 1oS 1 oder (RoS)~! = S71o R71? Beweisen Sie die richtige
Identitat.

Aufgabe 3.18 Es sei A eine Menge mit k£ Elementen und R, S C A x A.
Es gelte Ro S = (). Wieviel Elemente kann R U S maximal haben?

Aufgabe 3.19 Beweisen Sie Lemma 3.26.

Aufgaben zu Teilkapitel 3.4

Aufgabe 3.20 Es seien A, B endliche Mengen und f C A x B. Wie kann
man an der Matrixdarstellung von f ablesen, ob f eine Funktion ist?

Aufgabe 3.21 Zeigen Sie, daf} kartesische Produkte und zugehorige Pro-
jektionsfunktionen (vgl. Bsp. 3.34 Nr. 9) sich durch die folgende Univer-
salitdtseigenschaft auszeichnen: ist M eine Menge, und sind Funktionen
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fiir M — A; fiir 1 < i < n vorgegeben, so gibt es eine eindeutig bestimmte
Funktion g: M — II'_ | A;, so daB f; = gom; fiir 1 <i <n gilt.

Aufgabe 3.22 Beweisen Sie Lemma 3.33 mittels vollstdndiger Induktion
iiber die Zahl n der Elemente von A. Hinweis: es gibt genau eine Abbildung
der leeren Menge in die Menge B, nimlich die ,,leere“ Abbildung (.

Aufgabe 3.23 Es sei A :={1,2,3}, B :={2,4,6,8,10} und f: A — B die
Abbildung z + 2x. Berechnen Sie die Mengen f(0), f({1,2}), f~1({2,6,8}),
FHL3Y, (FH{L, 3D ({2.4,8}).

Aufgabe 3.24 Beweisen Sie Lemma 3.40 (i). Hilfe: Sie konnen hier die
Struktur des Beweises von Lemma 3.5 (ii) iibernehmen.

Aufgabe 3.25 Geben Sie passende Beispiele an, die zeigen, dafl in Lem-
ma 3.40 (iii) und (iv) im allgemeinen die umgekehrte Inklusion nicht richtig
ist.

Aufgaben zu Teilkapitel 3.5

Aufgabe 3.26 A und B seien Mengen und f: A — B sowie g: B — A
Funktionen. Zeigen Sie: falls fo g = Id4 und go f = Idp, so sind f und g
bijektiv und es gilt f = ¢g~! sowie g = fL.

Aufgabe 3.27 Verwenden Sie das Taubenloch-Prinzip (vgl. Lemma 3.44),
um folgendes zu zeigen: es sei P eine Menge von mindestens 2 Personen.
Dann gibt es zumindest zwei Personen in P, die dieselbe Zahl von anderen
Personen aus P kennen. Hierbei sei vorausgesetzt, daf} stets Person b Person
a kennt, falls Person a Person b kennt (a,b € P).

Aufgabe 3.28 Es sei f: A — B eine surjektive Funktion. Zeigen Sie, daf
die Menge {f~1({b}) | b € B} eine Partition der Menge A bildet.

Aufgabe 3.29 Beweisen Sie Lemma 3.54.

Aufgabe 3.30 Es seien A, B endlich und f: A — B. Wie kann man an der
Matrixdarstellung von f ablesen, ob f injektiv (resp. surjektiv, bijektiv) ist?
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Aufgaben zu Teilkapitel 3.6

Aufgabe 3.31 Fiir¢ = 0,1,2 sei M; die Menge aller natiirlichen Zahlen, die
beim Teilen durch 3 den Rest ¢ lassen. Zum Beispiel enthélt M; die Zahlen
1,4,7,10 etc. Geben Sie eine simultane induktive Definition der Mengen
My, Ms, M3, wobei Sie nur die Zahlen 0 und 1 und das Additionszeichen
., verwenden.

Aufgabe 3.32 Wenn man geordnete n-Tupel und kartesische Produkte so
elegant mit Funktionen beschreiben kann (vgl. Abschnitt 3.6.3), warum ha-
ben wir iiberhaupt erst den Begriff des kartesischen Produktes eingefiihrt?

3.8 Bibliographische Angaben

Wie im vorigen Kapitel verweisen wir auf [Big89, Bra88, FS91, Ger72, RW92,
uLW74] zur begleitenden Lektiire. Eine mathematisch anspruchsvolle Dis-
kussion von Relationen und ihren Eigenschaften bietet [SS93]. Der Inhalt
dieses Buches ist auch fiir Kapitel 7 interessant.
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Aquivalenzrelationen,
Ordnungsrelationen und
Hiillenbildungen

Im vorausgegangenen Kapitel hatten wir das Konzept der Relation ein-
gefiihrt und erlautert. In diesem Abschnitt werden nun einige wichtige Klas-
sen von Relationen vorgestellt. Hierzu gehen wir in Abschnitt 4.1 zunéchst
auf einige grundlegende Eigenschaften ein, mit denen sich binére Relatio-
nen charakterisieren lassen. Darauf aufbauend fithren wir nachfolgend in 4.2
und 4.3 Aquivalenzrelationen und Ordnungsrelationen ein. Dieses sind die
mit Abstand wichtigsten Typen mathematischer Relationen. Withrend Aqui-
valenzrelationen der Erfassung von Ahnlichkeiten dienen, besteht die Funk-
tion der Ordnungsrelationen vor allem darin, daf} sie einen systematischen
Vergleich von Elementen ermdglichen. Beide Begriffe bilden die Grundla-
ge fiir viele Betrachtungen in den nachfolgenden Kapiteln. Dies ist durchaus
symptomatisch—man kann sich kaum ein Gebiet vorstellen, das einer mathe-
matischen Beschreibung zugénglich ist, und wo nicht Aquivalenzrelationen
oder Ordnungsrelationen in natiirlicher Weise auftreten. In Abschnitt 4.4
stellen wir schliefflich einige wichtige Formen der Erweiterung einer gegebe-
nen Relation dar, insbesondere das Konzept der reflexiv-transitiven Hiille
einer Relation, das im Zusammenhang mit dem Begriff der Ableitung bei
Grammatiken und verwandten formalen Systemen grofie Bedeutung besitzt.

99
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4.1 Charakteristische Eigenschaften zweistelliger
Relationen

Die meisten mathematisch relevanten zweistellingen Relationen auf einer
gegebenen Menge besitzen charakteristische Eigenschaften wie die im fol-
genden aufgelisteten.

Definition 4.1 Sei R C A x A eine Relation;

(7) R heiit reflexiv genau dann, wenn gilt
Va € A: R(a,a),
(i) R heiBt transitiv genau dann, wenn gilt
Va,b,c € A: (R(a,b) A R(b,c)) = R(a,c)),
0 R heifit symmetrisch genau dann, wenn gilt
Va,b € A: (R(a,b) = R(b,a)),
(7v) R heit antisymmetrisch genau dann, wenn gilt
Va,b € A: ((R(a,b) A R(b,a)) = a =1D).
(v) R heiit irrefleriv genau dann, wenn gilt

Va € A: =R(a,a).

Zu diesen Eigenschaften nun einige Beispiele und Gegenbeispiele. Bei den
Gegenbeispielen sind die relevanten Konstellationen unterlegt.

Die folgenden Relationen sind

reflexiv nicht reflexiv

:
i

transitiv nicht transitiv
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Q
symmetrisch nicht symmetrisc
@
antisymmetrisc nicht antisymmetrisc

Bemerkung 4.2 Die Bedingungen, die die Transitivitdt, Symmetrie und
Antisymmetrie charakterisieren, beinhalten jeweils spezielle Implikationen,
die fiir beliebige Elemente des Grundbereichs A gelten miissen. Es ist an die-
ser Stelle wichtig, sich die Bemerkungen aus Abschnitt 1.5 in Erinnerung zu
rufen: eine Implikation ist inbesondere dann wahr, wenn bereits die Pramis-
se falsch ist. Im hier vorliegenden Fall bedeutet dies zum Beispiel, daf3 die
nachfolgend dargestellten Relationen beide transitiv sind.

=D

In der Tat gibt es in beiden Fillen keine Elemente a,b,c € A, die
in der Beziehung R(a,b) und R(b,c) stehen. Daher ist die Implikation
(R(a,b) ANR(b,c)) — R(a,c) stets in trivialer Weise erfiillt. In beiden Féllen
gibt es auch keine Elemente a,b € A, die die Bedingung R(a,b) A R(b,a)
erfiillen, daher sind die abgebildeten Relationen auch antisymmetrisch. Aus
shnlichen Griinden ist die leere Relation ,,0* immer transitiv, symmetrisch
und antisymmetrisch, die Identitédtsrelation Id4 (vgl. Def. 3.35) auf einer
Menge A ist stets reflexiv, transitiv, symmetrisch und antisymmetrisch (Auf-
gabe 4.8).

Reflexivitidt, Symmetrie und Transitivitdt konnen mit Hilfe der Identitéts-
relation, der Umkehrrelation und der Komposition wie folgt charakterisiert
werden.

Lemma 4.3 Es sei R eine zweistellige Relation auf der Menge A. Dann
gilt:

1. R ist reflexiv genau dann, wenn Id4 C R gilt.
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(R]1[2]3[4]5] [S[1]2][3]4]5]
11]oJofo]1 1[1]1]o]o]1
2 [1[1]o]o]1 2 [1]o[1]0]0
3oft[1]0]o0 3lo[1]o]o]1
aofofo]1]o aojojof1]1
5 Jojo[1]o]1 5(1]0[1]1]0

Abbildung 4.1: Matrixdarstellung einer reflexiven (R) und einer symmetri-
schen Relation (.5).

2. R ist symmetrisch genau dann, wenn R~' C R gilt.
3. R ist transitiv genau dann, wenn Ro R C R gilt.

4. R ist antisymmetrisch genau dann, wenn RN R~ C Idy gilt.

Beweis. Ubung (vgl. Aufgabe 4.7). m

Wie Abbildung 4.1 illustriert, ist eine zweistellige Relation R auf einer
endlichen Menge A reflexiv genau dann, wenn in der Matrixdarstellung die
Diagonale iiberall mit 1 besetzt ist. Eine Relation ist symmetrisch, wenn
die zugehorige Matrix spiegelsymmetrisch zur Diagonalen ist. Das folgende
Lemma zeigt, dafl reflexive, symmetrische und transitive Relationen auf einer
Menge unter Durchschnittsbildung abgeschlossen sind.

Lemma 4.4 Es seien {R; | i € I} eine nichtleere Menge zweistelliger Re-
lationen auf derselben Menge A. Dann gilt:
1. Sind alle Relationen R; (i € I) reflexiv, so ist auch (\;c; R; reflexiv.

2. Sind alle Relationen R; (i € I) symmetrisch, so ist auch ;e Ri sym-
metrisch.

3. Sind alle Relationen R; (i € I) transitiv, so ist auch (Ve R; transitiv.

Der Beweis von Lemma 4.4 ist einfach und bleibt als Ubungsaufgabe (vgl.
Aufgabe 4.2).

Der Vollstéandigkeit halber seien noch die folgenden Eigenschaften zwei-
stelliger Relationen erwihnt, die gelegentlich in der Literatur auftreten.
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Definition 4.5 Eine zweistellige Relation R C A x A heifit euklidisch genau
dann, wenn gilt:

Va,b,c € A: ((R(a,b) A R(a,c)) = R(b,c)).
R heifit anti—euklidisch genau dann, wenn gilt

Va,b,c € A: ((R(a,b) A R(c,b)) = R(a,c)).

Die in diesem Abschnitt eingefiihrten Eigenschaften sind natiirlich nicht
vOllig unabhéngig voneinander. Beispielsweise ist jede Relation R, die eukli-
disch und reflexiv ist, stets auch symmetrisch. Dazu vergleiche man Aufga-
be 4.9 am Kapitelende.

4.2 Aquivalenzrelationen

Der Begriff der Aquivalenz verallgemeinert den Begriff der Gleichheit und
beinhaltet in einem zu prézisierenden Sinn Gleichheit unter einem bestimm-
ten Aspekt.

Definition 4.6 Eine Relation R C A x A heifit Aquivalenzrelation auf A,
genau dann, wenn R reflexiv, transitiv und symmetrisch ist.

Es ist banal sich klarzumachen, daf} fiir jede Menge A die Gleichheitsrelation
Ida in der Tat eine Aquivalenzrelation ist. Statt R(a,b) schreibt man fiir
Aquivalenzrelationen meistens in Infixnotation a ~p b, oder einfach a ~ b,
wenn R aus dem Zusammenhang klar ist.

Beispiele 4.7 Nachfolgend eine kleine Liste von Aquivalenzrelationen. Die
Beispiele ,,aus dem téglichen Leben“ setzen streng genommen eine striktere
Formalisierung voraus.

1. Es sei f: A — B eine beliebige Funktion. Dann wird durch

ay ~yay & fla1) = f(az)

eine Aquivalenzrelation auf A definiert. Die Aquivalenzrelation ,,~ I

heift die durch die Abbildung f induzierte Aquivalenzrelation. Wir
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AL

Abbildung 4.2: Ahnlichkeit von Dreiecken als Beispiel fiir Aquivalenz.

werden unten sehen, dafl jede Aquivalenzrelationen bei geeigneter Be-
trachtungsweise durch eine passende Abbildung induziert ist. Man
moge sich dies auch bei den nachfolgenden Beispielen verdeutlichen
(vgl. hierzu Aufgabe 4.12).

2. Es sei 0 # n eine natiirliche Zahl. Die Relation R, die auf zwei natiirli-
che Zahlen k und [ zutrifft genau dann, wenn beide beim Teilen durch
n denselben Rest lassen, ist eine Aquivalenzrelation.

3. Es sei M eine Menge von berufstitigen Personen. Die Relation R,
die besagt, dafl zwei Personen dieselbe Steuerklasse haben, ist eine
Aquivalenzrelation.

4. Es sei M die Menge der Schiiler/innen einer Schule. Die Relation R,
die besagt, dafl zwei Elemente von M in dieselbe Klasse gehen, ist eine
Aquivalenzrelation.

5. Die leere Relation () ist eine Aquivalenzrelation auf der leeren Menge ().
Es ist die einzige Aquivalenzrelation auf dieser Menge. Fiir jede Menge
M ist stets M x M eine Aquivalenzrelation auf M.

6. Die sogenannte ,,Ahnlichkeit“! von Figuren im zweidimensionalen eu-
klidischen Raum definiert eine Aquivalenzrelation auf der Menge aller
Dreiecke. In Abbildung 4.2 sind einige dhnliche Dreiecke dargestellt.

Es ist oft zweckméBig, die Mengen paarweise dquivalenter Objekte unter ei-
nem neuen Begriff zusammenzufassen. Beim Beispiel der Schiiler /innen sind
das die Schulklassen. Fiir sehr viele praktische Aufgaben, wie das Erstellen
eines Stundenplans, kann nédmlich von den einzelnen Mitgliedern der Klas-
sen abstrahiert werden, man kann sich stattdessen auf wenige Klassennamen

nformell besagt die Ahnlichkeit zweier Figuren, da$ man zwischen den Strecken beider
Figuren eine Bijektion herstellen kann, die alle Proportionen und Winkel erhélt.
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beschrianken. Dasselbe prinzipielle Vorgehen ist auch in der Mathematik von
grofler Bedeutung. Dies rechtfertigt die folgenden Begriffe:

Definition 4.8 Sei R C A x A eine Aquivalenzrelation. Fiir jedes a € A
wird die Menge {b € A | b ~p a} die Aquivalenzklasse von a beziiglich R
(oder modulo R) genannt und kurz als [a] g notiert. Die Menge {[a]r | a € A}
aller Aquivalenzklassen modulo R wird mit A/R (lies: Quotientenmenge von
A modulo R) oder A/~pg bezeichnet.

Wenn die Relation R aus dem Zusammenhang klar ist, schreiben wir einfa-
cher [a] und A/~ anstatt [a]|r beziehungsweise A/~p.

Definition 4.9 Sei R C A x A eine Aquivalenzrelation. Jedes Element b €
[a] heiBt Vertreter oder Reprisentant der Aquivalenzklasse [a]. Eine Menge
V C A heifit Vertretersystem oder Reprisentantensystem beziiglich R genau
dann, falls V aus jeder Aquivalenzklasse genau ein Element enthilt, das
heift, falls gilt

1. Vae AFveV:a~n,
2. Yw,v € V: (v #w = [v] # [w]).

Lemma 4.10 Es sei R C Ax A eine Aquivalenzrelation und a,b € A. Dann
sind die folgenden Aussagen dquivalent:

2. a~b,
3. b~ a,
4. a € [0,
5. belal.

Beweis. Wir zeigen die Aquivalenz von 1 und 2, der Rest bleibt als Ubung.
Falls [a] = [b] gilt, so folgt a € [a] = [b] wegen der Reflexivitét von R. Aus
a € [b] folgt a ~ b. Es gelte nun umgekehrt a ~ b. Da R symmetrisch ist,
gilt auch b ~ a. Es sei ¢ € [a]. Dann gilt ¢ ~ a, wegen der Transitivitit von
R folgt ¢ ~ b, das heifit ¢ € [b]. Demnach gilt [a] C [b]. Symmetrisch folgt
[b] C [a], insgesamt also [a] = [b]. m
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Definition 4.11 Die Funktion k: A — A/~; a — [a] wird als die kanoni-
sche Abbildung von A auf die Quotientenmenge A/~ bezeichnet.

Lemma 4.10 zeigt, daB a ~ b gilt genau dann, wenn (a) = x(b). Jede Aqui-
valenzrelation ist damit induziert (im Sinn von Beispiele 4.7 Nr. 1) durch
die zugehorige kanonische Abbildung . Zu den nun eingefithrten Begriffen
eine Illustration.

Beispiel 4.12 Es sei 0 # n eine natiirliche Zahl. Wir betrachten die Aqui-
valenzrelation R, die auf zwei natiirliche Zahlen k£ und ! zutrifft genau dann,
wenn beide beim Teilen durch n denselben Rest lassen. Die nachfolgende
Abbildung gibt die zwei (bezichungsweise drei) existierenden Aquivalenz-
klassen [0]g und [1]g ([0]r,[l]r und [2]g) fiir den Fall n = 2 (respektive
n = 3) wieder.

Of(2 ][21[3] M58l 7/E8(o]  [@[a][2] B[4 s 6I[7] g[Sl

[11[2> 19744 15736 17had
|21[2P 24724 25726 27 Pad
|31[8P 33784 36786 37B8Y
|41[4P 43744 45746 47 Had
|51[5P 54784 55786 S7.H89
60| 6162 64764 65766 67 k89
| 71[7 7474 7576 721789
|81[8P 83784 85786 87 B8Y
[90[91[9% 94794 95796 o7Tbeg

[11[36[ 19 14735 16 1i7hiad
(2122 24724 25 26727 229
[31] 32[084 34 36786 37 H8¢
|41[4[ 48 44745 46 47 Had
5152 54764 55 56167 B89
[60[61] 62761 64 65766 67 89
| 71[72[ 78 74775 76 7189
(8182 84784 85 86187 B8Y
[90[91[ 92701 94 96796 o7 H8g

Fiir den links dargestellten Fall n = 2 sind genau die geraden Zahlen die
moglichen Vertreter von [0]g, die ungeraden Zahlen sind die méglichen Ver-
treter von [1]r. Eine zweielementige Teilmenge V' von IN ist ein Vertretersy-
stem fiir R genau dann, wenn V eine gerade und eine ungerade Zahl enth#lt.

Wir zeigen nun, daB Aquivalenzrelationen und Partitionen (vgl. Definiti-
on 2.23) nur zwei verschiedene Formalisierungen derselben Situation dar-
stellen.

Lemma 4.13 Es sei R eine Aquivalenzrelation auf der Menge A. Dann ist
IT := A/~p eine Partition von A. Ist umgekehrt I1 eine Partition der Menge
A, dann wird durch

a~nb & dBe€ll:a,be B
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eine Aquivalenzrelation auf A definiert und es gilt A/~ = II.

Beweis. Um die erste Teilaussage zu beweisen, zeigen wir, dafl I die drei
Eigenschaften besitzt, die geméf Definition 2.23 eine Partition einer Menge
A charakterisieren.

1. Offensichtlich sind alle Mengen [a] € A/~g nichtleer fiir jedes a € A,
da stets a € [a] aufgrund der Reflexivitét von ,,~* gilt. Aus der Definition
der Menge [a] ergibt sich sofort, dafl stets [a] eine Teilmenge von A ist.

2. Aus der verifizierten Eigenschaft 1 folgt leicht

UA/~r = J{la] | a € A} C A.

Ist a € A, so gilt wegen der Reflexivitdt von ,,~“ stets a € [a] € A/~pg,
damit aber gemifl der Definition der Vereinigung auch a € |J A/~g. Damit
haben wir die Gleichheit der Mengen |J A/~ und A gezeigt.

3. Fiir [a] # [b] sind die Mengen [a] und [b] disjunkt: falls ¢ € [a] N [b],
so folgt ¢ ~ a und ¢ ~ b. Da ,,~“ symmetrisch und transitiv ist, folgt a ~ ¢
und a ~ b. Somit [a] = [b] nach Lemma 4.10.

Der Beweis der zweiten Teilaussage bleibt als Ubung offen. m

Zur Erlduterung von Lemma 4.13 und zur graphischen Repréisentation
von Aquivalenzrelationen hier noch ein weiteres Beispiel.

Beispiel 4.14 Die Menge A = {1,2,3,4} besitzt (unter anderem) die Par-
tition T = {{1,2}, {3,4}}. Die korrespondierende Aquivalenzrelation ~rj ist
in Abbildung 4.3 in der Mitte durch Pfeile angedeutet. Es fillt auf, daf
innerhalb einer Aquivalenzklasse je zwei Elemente immer durch Pfeile ver-
bunden sind, Elemente verschiedener Aquivalenzklassen hingegen nie. Die
Aquivalenzklassen von ~pp sind genau die Elemente (Partitionsmengen) von
I1, ndmlich [1] = [2] = {1,2} (mit den mdoglichen Vertretern 1 und 2) sowie
[3] = {3,4}. Es gibt vier mogliche Vertretersysteme, namlich {1,3}, {1,4},
{2,3} und {2,4}. Die Quotientenmenge A/~ besitzt lediglich zwei Elemen-
te, ndmlich [1] und [3]. Die kanonische Abbildung x ist durch graue Pfeile
angedeutet.

Wie im vorausgegangenen Beispiel gilt bei der Darstellung einer Aquiva-
lenzrelation durch Pfeile allgemein, daf3 stets alle Elemente innerhalb einer
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A A A0

Abbildung 4.3: Partition, korrespondierende Aquivalenzrelation, kanonische
Abbildung und Quotientenmenge.

Aquivalenzklasse wechselseitig durch Pfeile verbunden sind, Elemente ver-
schiedener Aquivalenzklassen hingegen nie.

Definition 4.15 Es seien R und S zwei Aquivalenzrelationen auf A. Dann
heifit S eine Verfeinerung von R genau dann, wenn jede Aquivalenzklasse
beziiglich S enthalten ist in der entsprechenden Aquivalenzklasse beziiglich
R, das heifit, wenn gilt: Va € A: [a]s C [a]gr.

In nachfolgender Illustration ist die durch dunkle Schattierungen dargestellte
Aquivalenzrelation (Partition) eine Verfeinerung der durch die hellen Schat-
tierungen angedeuteten Aquivalenzrelation.

Weitere Beispiele fiir Verfeinerungen ergeben sich bei Aquivalenzrelationen,
die durch komponierte Funktionen induziert sind.

Beispiel 4.16 Seien f: A — B und g: B — C Funktionen. Die Aquivalenz-
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Abbildung 4.4: Verfeinerungen und induzierte Aquivalenzrelationen.

relationen ~¢ und ~¢., auf A seien vermoge
f fog

ar ~yay & flar) = f(az)
ay ~fog az = g(flar)) = g(f(az))

definiert. Dann ist ~ eine Verfeinerung von ~ f.4. Dies ist in Abbildung 4.4
illustriert.

Das nachfolgende Lemma weist auf eine weitere Situation hin, wo Verfeine-
rungen von Aquivalenzrelationen in natiirlicher Weise auftreten.

Lemma 4.17 Fir jeden Index i der nichtleeren Indexmenge I sei R; ei-
ne Aquivalenzrelation auf der Menge A. Dann ist auch der Durchschnitt
Nicr Ri wieder eine Aquivalenzrelation auf A. Fir jedes j € I ist Nicr Ri
eine Verfeinerung von R;.

Beweis. Jede der Relationen R; ist nach Voraussetzung reflexiv, transitiv
und symmetrisch. Damit ist nach Lemma 4.4 auch (;c; R; reflexiv, transitiv
und symmetrisch. Also ist [);c; R; eine Aquivalenzrelation. Sei nun a € A
und j € I. Aus a ~N.., Ri b folgt a ~pg, b. Damit gilt [a]ﬂ¢€1 R C la]g,, und

i€l P
Nicr R ist eine Verfeinerung von R;. m

Beispiel 4.18 Abbildung 4.5 reprisentiert zwei Aquivalenzrelationen auf
der Menge {a,b,c,...,s,t} und ihren Durchschnitt. Wenn sich die Aqui-
valenzklassen beider Aquivalenzrelationen geometrisch durch Durchfiihren
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a blc d el |a b c|d e
fog|lh i j|| [f g hli j
k I|m n o k I m|n o
p gl r s t|f |p g r|s t

a b|c|d e

f gl h|li j

k I |m|n o

p g r|s t

Abbildung 4.5: Aquivalenzklassen des Durchschnitts zweier Aquivalenzrela-
tionen.

bestimmter ,,Schnitte“ ergeben, so ergibt sich der Durchschnitt der Aquiva-
lenzrelationen durch Durchfiihren aller Schnitte beider Teilrelationen. Das
vorangegangene Beispiel 1483t sich verallgemeinern.

Lemma 4.19 Fir jeden Index i der nichtleeren Indexmenge I sei R; ei-
ne Aquivalenzrelation auf der Menge A. Dann gilt fir alle a € A stets

[a]ﬂiel R; — Nicrlalr; -

Der Beweis wird als Ubung offengelassen (vgl. Aufgabe 4.16).

Lemma 4.20 Die Vereinigung zweier Aquivalenzrelationen Ry und Ry auf
derselben Menge A ist im allgemeinen keine Aquivalenzrelation, aber stets
symmetrisch und reflexiv.

Beweis. Wir betrachten die Aquivalenzrelation S;, die durch die
Partition {{1,2},{3}} der Menge {1,2,3} bestimmt ist, analog sei
Sy durch {{1},{2,3}} bestimmt. S; U Sy enthélt genau die Paare
(1,1),(2,2),(3,3),(1,2),(2,1), (2,3), (3,2), nicht jedoch (1, 3). Somit ist S;U
S nicht transitiv. Sind nun R; und Rs beliebige Aquivalenzrelationen auf
A, so mit ihnen offenkundig auch Ry U Ry symmetrisch und reflexiv. m
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4.3 Ordnungsrelationen

Ordnungsrelationen spielen immer dann eine Rolle, wenn man alle Elemente
einer Menge in einer systematischen Reihenfolge behandeln will, oder wenn
man Elemente unter einem bestimmten Gesichtpunkt vergleichen mochte.
Wenn man diese zunéchst recht grobe Intuition prézisiert, kommt man zu
einer Reihe unterschiedlicher Begriffe.

Definition 4.21 Es sei R C A x A eine bindre Relation auf der Menge A.

1. R heifit Quasi-Ordnung auf A genau dann, wenn R reflexiv und tran-
sitiv ist.

2. R heifit partielle Ordnung auf A genau dann, wenn R transitiv, reflexiv
und antisymmetrisch ist.

3. Eine partielle Ordnung R auf A heif3t lineare Ordnung oder Totalord-
nung genau dann, wenn zusétzlich gilt:

Va,b € A: (R(a,b) oder R(b,a)).

Bevor wir Beispiele geben und die Begriffe ndher erliutern, gehen wir kurz
auf notationelle Konventionen und Varianten ein.

Ist R eine Ordnung eines Typs 1-3, so schreibt man meist a <gr b oder
a < b anstatt R(a,b), auerdem a < b falls a < b und a # b. Wie die
Schreibweise andeutet, werden anstelle der oben definierten partiellen und
linearen Ordnungen manchmal auch ,,strikte“ Versionen betrachtet, wo ein
Element nie zu sich selbst in Relation steht.

Definition 4.22 Eine strikte partielle Ordnung auf der Menge A ist eine
Relation R C A x A, die irreflexiv und transitiv ist. R heifit strikte lineare
Ordnung genau dann, wenn auflerdem fiir alle a # b € A stets R(a,b) oder
R(b,a) gilt.

Ublicherweise werden strikte Ordnungen mit dem Symbol ,,<“ bezeichnet.
Man beachte, daf jede strikte (partielle oder lineare) Ordnung ,,< “ automa-
tisch ,,vollstindig unsymmetrisch* im folgenden Sinn ist: fiir a # b € A gilt
nie zugleich ¢ < b und b < a. In der Tat, aufgrund der Transitivitdt hétte
man sofort a < a, was der Irreflexivitdt widerspricht.
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Man kann aus jeder partiellen oder linearen Ordnung ,,<“ durch Weg-
lassen der Identitét eine strikte Version ,,<“ erhalten, und umgekehrt aus
jeder strikten partiellen oder linearen Ordnung durch Vereinigung mit der
Identitétsrelation eine normale (d.h. reflexive) partielle Ordnung erhalten.
Deswegen ist es bei partiellen und linearen Ordnungen gleichgiiltig, ob wir
strikte oder nicht-strikte Versionen niher betrachten. Wir werden auf strikte
Ordnungen nicht weiter eingehen.

Definition 4.23 Es sei ,,<“ eine partielle Ordnung auf der Menge A.

1. Das Element a € A heit minimal (maximal) beziiglich ,,<* genau
dann, wenn fiir alle b € A aus b < a (resp. a < b) stets b = a folgt.

2. Das Element a € A heifit das kleinste (grdfste) Element beziiglich ,,<*
genau dann, wenn fiir alle b € A stets a < b (resp. b < a) gilt.

In den unten aufgefiihrten Beispielen wird deutlich werden, dafl es nicht
immer minimale, maximale, kleinste oder gréfite Elemente beziiglich einer
vorgegebenen partiellen Ordnung gibt. Falls das kleinste (grofite) Element
existiert, ist es eindeutig und stets auch minimal (maximal), die Umkehrung
gilt aber in der Regel nicht, da es viele minimale Elemente geben kann.

Die ersten drei der nun folgenden Beispiele sollen dazu dienen, die cha-
rakteristischen Eigenschaften der drei Ordnungstypen und die Unterschiede
zu verdeutlichen. Zunéichst mag der Hinweis niitzlich sein, daf jede lineare
Ordnung stets eine partielle Ordnung ist, jede partielle Ordnung immer eine
Quasi-Ordnung. Es handelt sich also um eine hierarchische Begriffsbildung.
Man spricht von einer ,,echten* partiellen Ordnung (Quasi-Ordnung), wenn
eine partielle Ordnung (resp. Quasi-Ordnung) vorliegt, die nicht weiterge-
hend eine lineare (partielle) Ordnung darstellt.

Beispiele 4.24 Die natiirliche Ordnung ,,<“ auf der Menge IN der natiirli-
chen Zahlen ist eine lineare Ordnung. Es ist 0 das eindeutig bestimmte
kleinste Element von IN beziiglich ,,<“. Es gibt kein maximales Element
beziiglich ,,<“. Die natiirlichen Ordnungen auf den ganzen, rationalen, oder
reellen Zahlen sind gleichfalls lineare Ordnungen. Sie besitzen jeweils keine
minimalen oder kleinsten Elemente.

Charakteristisch fiir alle lineare Ordnungen ist es, dafl man je zwei ver-
schiedene Elemente immer beziiglich der Ordnung vergleichen und in eine
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eindeutige Reihenfolge bringen kann.

Beispiel 4.25 Es sei M eine beliebige Menge. Dann ist die Inklusionsbe-
ziehung ,,C“ ist eine partielle Ordnung auf der Potenzmenge P(M) (vgl.
Definition 2.26). Hat M zumindest zwei Elemente, so ist diese Ordnung
aber keine lineare Ordnung. Es ist ,,0“ das kleinste Element, M das groite
Element beziiglich ,,C“ .

Bei echten partiellen Ordnungen gibt es Elemente, bei denen ein Grofienver-
gleich fehlschldgt. Hat M zum Beispiel die Form {1, 2}, so sind die Mengen
{1} und {2} beziiglich der Inklusionsbeziehung unvergleichbar?.

{1,2}
{1} {2}
0

Erhalten bleibt bei partiellen Ordnungen allerdings die folgende Eigenschaft:
wenn zwei verschiedene Elemente beziiglich ,,<* vergleichbar sind, so legt
die Ordnung stets eine eindeutige Reihenfolge zwischen den Elementen fest.

Beispiel 4.26 Es sei A eine Menge von Personen. Fiir a € A sei f(a) die
Grofle der Person a, gemessen in cm. Mit ,,<“ bezeichnen wir die iibliche
Ordnung auf IN. Fiir a,b € A definieren wir

azb e fla) < F),

Dann ist im allgemeinen ,,<* eine Quasi-Ordnung, aber keine partielle Ord-
nung. Abbildung 4.6 illustriert den Zusammenhang. Die Funktion f re-
prasentiert die Messung der Korpergrofle der Personen 1,...,4. Die Per-
sonen 1 und 2 (resp. 3 und 4) haben dieselbe Korpergrofie. Die Ordnung
= auf A ist durch Pfeile angedeutet. Sie wird die durch f und ,,<“ in-
duzierte Quasi-Ordnung auf A genannt. Offenkundig gilt 1 < 2 und 2 < 1,
obwohl 1 und 2 verschieden sind. Daher verletzt ,,<* die Antisymmetrie und
ist keine partielle Ordnung.

?Wie immer fassen wir hier Zahlen nicht als Mengen auf.
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Abbildung 4.6: Durch Messung f induzierte Quasi-Ordnung.

Bei Quasi-Ordnungen kann es also vorkommen, dafl wir zwei verschiedene
Elemente zwar mittels der Ordnung vergleichen kénnen, aber daraus trotz-
dem keine eindeutige Reihenfolge der Elemente erhalten. Die meisten in der
Praxis auftretenden Quasi-Ordnungen (nicht alle) haben die Eigenschaft,
dal man sogar stets zwei Elemente beziiglich der Ordnung vergleichen kann.
Alle Arten von Messungen mit einer linearen Mefiskala definieren Quasi-
Ordnungen diesen Typs auf der Menge der zu messenden Objekte. Viele
steigerbaren Adjektive (schneller, heifler, dicker, besser,...) lassen sich mit
Quasi-Ordnungen dieses Typs assoziieren.

Definition 4.27 Es sei ,,<*“ eine partielle Ordnung auf der Menge A. Das
Element b € A heifit ein Nachfolger von a € A genau dann, wenn a < b. In
dieser Situation heifit umgekehrt a ein Vorginger von b. Gilt auflerdem, daf3
es kein Element ¢ € A gibt mit a < ¢ < b, so heifit b ein direkter Nachfolger
von a, und umgekehrt heifit a ein direkter Vorginger von b.

Beispiele 4.28 Die nachfolgende umfangreiche Liste soll dazu dienen, die
Konzepte zu vertiefen. Viele der nachfolgenden Beispiele sind aber auch von
grofler praktischer Bedeutung.

1. Bezeichnet ,,<* die iibliche Ordnung auf IN, so ist 0 das kleinste Ele-
ment, fiir jedes n € IN ist stets n + 1 der direkte Nachfolger von n.
Bezeichnet ,,<“ hingegen die {ibliche Ordnung auf den reellen Zah-
len, so hat kein Element einen direkten Nachfolger oder einen direkten
Vorginger beziiglich ,,<“ und es gibt kein minimales oder kleinstes
Element.
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2. Die Teilbarkeitsrelation 7" auf IN (vgl. Beispiele 3.16 Nr. 3) beschreibt
eine (echte) partielle Ordnung auf IN.

3. Endliche partielle Ordnungen lassen sich durch sogenannte Hasse-
Diagramme darstellen. Ein solches Diagramm besteht aus einer endli-
chen Menge von Punkten, von denen einige durch Kanten verbunden
sind. Man liest alle Kanten einheitlich von unten nach oben (horizon-
tale Kanten sind nicht erlaubt), damit sind die Kanten implizit ge-
richtet. Die Punkte des Diagramms représentieren die Elemente einer
Menge. Die Kanten definieren eine partielle Ordnung ,,<“ wie folgt:
Fiir beliebige Elemente x und y gilt * < y genau dann, wenn es einen
aufsteigenden Kantenzug der Lénge n > 0 von x nach y gibt. Einzel-
ne Kanten stehen damit fiir die direkte Nachfolgerbeziehung beziiglich

<«

1) —

partielle lineare
Ordnung Ordnung Teilbarkeit auf {1,...,10}

Wir werden unten zeigen, dafl jede endliche partielle Ordnung ,,<¢
durch ein Hasse-Diagramm dargestellt werden kann.

4. Es sei A = {ay,...,a,} ein Alphabet, A* bezeichne die in Definiti-
on 3.9 eingefiihrte Menge aller Worter A. Fiir jede Teilmenge W C A*
definiert

u<v & wuist ein Prifix von v

eine partielle Ordnung auf W, die Prdifizordnung genannt wird. Wir
betrachten den Fall genauer, wo W endlich und unter Prifixbildung ab-
geschlossen ist. Das Hasse-Diagramm hat hier die Form eines Baums.
Der Baum, der sich fiir die Menge mit den Wortern a, aa, aac, aach,
aache, aachen, aal, aar, aas, ab, abb, abbau, abbi, abbil, abbild, an,
anna, anne, anno, anni ergibt, ist in der nachfolgenden Figur (hier von
oben nach unten gerichtet) dargestellt, wobei sich das einem Knoten
7 entsprechende Wort durch die Labels aller Knoten von der Wurzel
bis zu 7 ergibt.
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Ahnliche Béume, sogenannte ,,Tries, werden in der Informatik und
Computerlinguistik zur internen Représentation von Worterbiichern
verwendet.

Die nun zu besprechende partielle Ordnung stellt eine Verfeinerung
der Prifixordnung dar. Es sei A = {aq,...,a,} ein Alphabet, das
durch a; <4 as <4 ... <4 ay geordnet sei. Es bezeichne A* die in
Definition 3.9 definierte Menge aller Worter iiber dem Alphabet A.
Dann wird durch

E<l und z1 =y1,..., 76 = Yk
oder
Ty Tk SLYL-YL S es ex. 4, 0 < i < min(k,l) wo
1 =Y1,---,T; =y; und T;11 <A Yir1

eine lineare Ordnung auf A* definiert, die lexikographische Ordnung
von A* genannt wird. Es handelt sich um die {ibliche Wortreihenfolge
in Lexika, Telefonbiichern etc. Die Wortliste a, aa, aac, aach, aache,
aachen, aal, aar, aas, ab, abb, abbau, abbi, abbil, abbild, an, anna,
anne, anno, anni ist lexikographisch geordnet.

Ist ,,<“ eine partielle (lineare) Ordnung auf der Menge M, und defi-
niert man a > b :< b < a, so wird durch ,,>* eine partielle (lineare)
Ordnung auf M definiert, die die zu ,,<* duale Ordnung heifit.

Es sei M = A; x ... x A, ein kartesisches Produkt. Wenn wir auf
jeder der ,,Faktormengen“ A; eine partielle Ordnung ,,<;” haben, so
konnen wir auf M wie folgt eine partielle Ordnung <j,; definieren.

Fir (a1,...,a,) und (da},...,a,,) € M setzen wir (aj,...,an) <y
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(a},...,al) genau dann, wenn a; <; a/, fiir alle 1 < i < n. Die Ordnung

y Un
<pr wird oft als Produktordnung der Ordnungen <q,..., <, bezeich-
net. Die nachfolgende Abbildung gibt die Produktordnung auf IN x IN
an, wobei die natiirliche Ordnung auf IN die jeweilige Komponenten-
ordnung darstellt. Pfeile deuten die zwei direkten Nachfolger eines Ele-
ments beziiglich der Produktordnung an, die Menge aller Nachfolger

von (5, 3) zusammen mit (5,3) ist dunkel hinterlegt.

4

N W OO N 0 ©

[y

8. Sind A, B Mengen und ist ,,<p“ eine partielle Ordnung auf B, so

definiert
f<g &= (Va€A: f(a)<pg(a))
eine partielle Ordnung auf der Menge B# aller Abbildungen von A

nach B. Der Leser moge sich iiberlegen, warum dieses Beispiel das
vorausgegangene verallgemeinert.

. Wir kénnen Beispiel 4.26 wie folgt verallgemeinern. Es sei ,,<* eine

partielle Ordnung auf der Menge B und f: A — B eine Funktion. Auf
A definieren wir die Relation ,,<“ durch

a 2ay & flar) < f(az).

Dann ist ,,<“ eine Quasi-Ordnung, aber im allgemeinen keine partielle
Ordnung. Es heif3t ,,<*“ die durch f und ,,<* induzierte Quasi-Ordnung
auf A.
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10. Ist A eine Menge von Personen und bezeichnen wir mit E* die ,,Vor-
fahrbeziehung® auf A, so ist ET eine strikte partielle Ordnung, aber
im allgemeinen keine strikte lineare Ordnung.

11. Die Menge aller Aquivalenzrelationen auf einer Menge A wird durch
die Verfeinerungsrelation partiell geordnet.

Weiter oben hatten wir dargestellt, daf§ der prinzipielle Unterschied zwischen
echten Quasi-Ordnungen und partiellen Ordnungen darin besteht, daf§ bei
Quasi-Ordnungen ein Vergleich zweier vergleichbarer Elemente moglicher-
weise keine eindeutige Reihenfolge der Elemente ergibt. Wir stellen nun die
Frage, ob es moglich ist, ausgehend von einer beliebigen Quasi-Ordnung ,,<“
auf einer Menge A zu einer ,,vereinfachten Repréasentation® dieser Ordnung
zu kommen, wo sich dieser unschéne Effekt in Luft auflost. Dies fiihrt uns
auf eine niitzliche Verwendungsweise von Aquivalenzrelationen, die uns auch
spéter noch verschiedentlich begegnen wird. Die Idee besteht darin, dal dafl
“auf A einfiihrt und zur Quoti-
entenmenge A/~ (vgl. Def. 4.8) iibergeht. Diese Menge kann man als eine
Vereinfachung der Menge A ansehen, da wir sie durch ,,Identifizieren* von
Elementen aus A erhalten. Im Anschlufl wird dann eine Ordnung ,,<* auf
A/~ eingefiihrt, die ihrerseits eine Vereinfachung von ,,<“ darstellt und nun
tatséchlich eine partielle Ordnung ist.

man eine geeignete Aquivalenzrelation ,,~

Beispiel 4.29 Wir wihlen das Beispiel aus Abbildung 4.6 zum Ausgangs-
punkt. Bei Betrachten der Menge A fillt auf, dafl alle Elemente der Teil-
menge {1,2} wechselseitig in der Relation ,,<* stehen. Dasselbe gilt fiir die
Elemente der Teilmenge {3,4}. Wenn wir die nicht umkehrbaren Pfeile igno-
rieren, erhalten wir also eine Aquivalenzrelation, man rufe sich hierzu die
Diskussion in Beispiel 4.14 und Figur 4.3 in Erinnerung! Zu beachten ist,
dafl gerade der Vergleich der Elemente 1 und 2 (analog 3 und 4) problema-
tisch ist, da er zu keiner eindeutigen Reihenfolge zwischen 1 und 3 (analog
3 und 4) fithrt. Wenn wir nun wie in Beispiel 4.14 zur Quotientenmenge
A/~ iibergehen, so werden durch die kanonische Abbildung  die problema-
tischen Paare jeweils identifiziert. Es bleibt noch die Aufgabe zu l6sen, auf
A/~ eine Ordnung ,,< einzufiihren, die ,,<“ in geeigneter Weise widerspie-
gelt und eine partielle Ordnung ist. Es gibt nur eine natiirliche Weise: da
jedes Element von [3] = {3,4} beziiglich ,,<* kleiner ist als jedes Element
von [1] = {1,2} definieren wir [3] < [1]. Das Vorgehen ist in Abbildung 4.7
illustriert.
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Abbildung 4.7: Ubergang von einer Quasi-Ordnung zu vereinfachter partiel-
ler Ordnung durch Quotientenbildung.

Im nachfolgenden Lemma wird dieses Beispiel verallgemeinert. Das Lem-
ma zeigt auch, dafl bei geeigneter Betrachtungsweise jede Quasi-Ordnung
durch eine Abbildung auf eine partiell geordnete Menge induziert ist im
Sinn von Beispiel 4.28 Nr. 9. Ein wichtiges technisches Detail beim Beweis
ist das folgende. Wir fiihren unten eine Relation zwischen Aquivalenzklassen
dadurch ein, daB wir geeignete Bedingung an ,,die“ Vertreter der Aquiva-
lenzklassen stellen. Nun sind im allgemeinen die Vertreter gar nicht eindeutig
bestimmt, da es ja viele Elemente in den Aquivalenzklassen gibt. In einem
solchen Fall mufl man sicherstellen, dafl die Auswertung der Bedingung nicht
von der Wahl der Vertreter abhingt. Wenn man fiir jede Auswahl von Vertre-
tern stets dasselbe Resultat erhélt, sagt man, dafl die so eingefiihrte Relation
wohldefiniert ist.

Lemma 4.30 Es sei,, < “eine Quasi-Ordnung auf der Menge A. Dann wird
durch

a~b & (a=<XbAb=<a)

eine Aquivalenzrelation auf A definiert. Auf der Quotientenmenge A/~ sei
die Relation ,,<“ durch

[a] <[] & a=0D

erkldart. Dann ist ,,< “ wohldefiniert und eine partielle Ordnung.

Beweis. Wir gehen nur auf die Wohldefiniertheit ein, der restliche Beweis
bleibt als Ubung. Es seien [a;] = [az] und [b;] = [be] Aquivalenzklassen
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in A/~. Wir miissen zeigen, dal wir dasselbe Resultat erhalten, wenn wir
zur Definition von ,,<“ einerseits [a1] und [b;], andererseits [as] und [be]
verwenden. In anderen Worten: es ist hier zu zeigen, da3 die Bedingungen
a1 = by und ay =< by dquivalent sind. Wegen der Symmetrie der Behauptung
reicht es zu zeigen, dafl aus a; < by auch ag =< by folgt. Es gelte also a1 =< b1.
Wegen [a1] = [ag] und [b1] = [ba] gelten auch die folgenden Beziehungen:
as = a1 and by = by. Wegen der Transitivitéit von ,,<“ folgt nun ao < bo. M

Wenn wir wie in Definition 4.11 mit s die kanonische Abbildung von A in
die Quotientenmenge A/~ bezeichnen, so ist in der obigen Situation ,,<“ ge-
nau die durch k und ,,<* induzierte Quasi-Ordnung auf A. Das nachfolgende
Lemma verdeutlicht nochmals den Unterschied zwischen Quasi-Ordnungen
und partiellen Ordnungen aus einer anderen Perspektive.

Lemma 4.31 FEs sei ,,<“ eine Quasi-Ordnung auf der Menge A. Dann ist
,, < “ eine partielle Ordnung genau dann, wenn A keine nicht-trivialen <-
Zyklen (vgl. Definition 3.28) enthdlt.

Beweis. Es sei ,,<“ eine partielle Ordung, somit antisymmetrisch. Es sei
ag, - - -, ay ein <-Zyklus. Somit gilt a9 = a,. Wéire der Zyklus nicht-trivial,
so enthielte er ein Element a; # ag. Aus der Transitivitdt von ,,<* folgte
einerseits ag < a;, andererseits auch a; < a, = ag. Nunmehr ergibt sich
aber ein Widerspruch zur Antisymmetrie: wir haben ag < a;, a; < ag und
a; # ag. Der Widerspruch zeigt, dafl der Zyklus ao, .. ., a, trivial sein muf.

Nun nehmen wir umgekehrt an, dal A keine nicht-trivialen <-Zyklen
enthélt. Dann muf} ,,<“ antisymmetrisch sein: andernfalls gdbe es Elemente
ap,a1 € A mit ag < a; und a1 < ag sowie ag # a1. Dann wéire die Folge
ag, a1, aq ein nicht-trivialer <-Zyklus. m

Im ersten Teil des Beweises haben wir die Trivialitdt des betrachteten
Zyklus dadurch bewiesen, dafl wir aus der gegenteiligen Annahme einen Wi-
derspruch zur Voraussetzung, dafl < eine partielle Ordnung ist, hergeleitet
haben. Man nennt diese Technik ,,Beweis durch Kontraposition“. Aus Lem-
ma 4.31 ergibt sich sofort

Lemma 4.32 FEs sei ,,< “ eine partielle Ordnung auf der nichtleeren endli-

chen Menge A. Dann besitzt A ein beziglich ,,<“ minimales Element und
ein beztiglich ,,< “ maximales Element.
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Beweis. Da A # () kénnen wir ein Element ag € A wihlen. Wenn ag mini-
mal ist, sind wir fertig. Wenn ag nicht minimal ist, so gibt es ein Element
a1 < ag. Solange wir kein minimales Element gefunden haben, fahren wir
auf diese Weise fort. Da A endlich ist und keine nicht-trivialen ,,<“-Zyklen
enthélt, miissen wir nach endlich viele Schritten bei einem minimalen Ele-
ment angelangen. Wenn wir dieselbe Methode auf die duale Ordnung ,,>*
anwenden, erreichen wir ein minimales Element beziiglich ,,>“, also ein ma-
ximales Element beziiglich ,,<“. &

Lemma 4.33 Jede partielle Ordnung ,,<“ auf einer endlichen Menge A
lafst sich als Hasse-Diagramm darstellen.

Beweis. Induktion iiber die Zahl n der Elemente von A.

Induktionsanfang, n = 0. In diesem Fall ist ,,<* die leere Menge 0, wir
nehmen das leere Diagramm zur Représentation.

Induktionshypothese. Sein n > 0. Die Behauptung sei richtig fiir jede
Menge A mit n Elementen.

Induktionsschritt. Es sei A eine Menge mit n + 1 Elementen (n > 0)
und ,,<* eine partielle Ordnung auf A. Wir wihlen gemifl Lemma 4.32
ein ,,<“minimales Element a. Die Einschrinkung von ,,<“ auf A\ {a} ist
offenkundig eine partielle Ordnung. Nach Induktionsvoraussetzung besitzt
diese ein Hasse-Diagramm. Wir fiigen zu diesem einen Punkt hinzu, der
das Element a repréisentiert, desweiteren Kanten von a zu jedem direkten
Nachfolger von a. Offenkundig erhalten wir damit ein Hasse-Diagramm fiir
ngu- u

Ahnlich 148t sich zeigen:

Lemma 4.34 FEs sei A eine endliche Menge. Jede partielle Ordnung ,,<p “
auf A lafit sich zu einer linearen Ordnung ,,<“mit ,,<, “ C ,,<“ ergdnzen.

Beweis. Ubung. m
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4.4 Hiillenbildungen bei Relationen

Im vorausgegangenen Abschnitt hatten wir in Lemma 4.30 und in der zu-
gehorigen Abbildung 4.7 an einem Beispiel gesehen, dal man manchmal
durch den Ubergang zur Quotientenmenge die Eigenschaften von Relatio-
nen angenehmer machen kann. In diesem Abschnitt geht es auch darum, wie
man von einer Relation, die bestimmte wiinschenswerte Eigenschaften nicht
besitzt, zu einer verwandten Relation iibergehen kann, die besser geartet ist.
Die Idee ist diesmal, die Relation solange systematisch zu erweitern, bis die
gewiinschte Eigenschaft erreicht ist. Formal erreicht wird dies durch soge-
nannte Hiillenabbildungen. Von grofler Bedeutung ist vor allem der unten
eingefiihrte Begriff der (reflexiv-) transitiven Hiille einer Relation, auf den
wir ausfiithrlich eingehen. Da das Konzept der Hiillenbildung in sehr vielen
Zusammenhingen niitzlich ist, stellen wir zu Beginn kurz den allgemeinen
Begriff vor.

Definition 4.35 Als Hiillenabbildung werden Abbildungen H: P(M) —
P(M) bezeichnet, die einer Menge A C M eine Menge H(A) C M (ihre
,,Hiille“) zuordnen derart, dafl drei Bedingungen erfiillt sind:

(i) Es gilt stets A C H(A) (Erweiterungseigenschaft),
(ii) A C B impliziert stets H(A) C H(B) (Monotonie),
(iii) es gilt stets H(H(A)) = H(A) (Idempotenz).

Hierbei ist M eine beliebige Menge. Ist A C M und gilt H(A) = A, so wird
A ein Fizpunkt der Hiillenabbildung H genannt.

Beispiel 4.36 Bezeichnet R die Menge der reellen Zahlen, und ist M; die
Potenzmenge von R, so ist fiir A € M; die Menge

L(A):={z e R |Faj,a2 € A: a1 <z < ay}

das kleinste A umfassende ,,Intervall“ von R. Die Abbildung I: M; —
M;A — I(A) ist eine Hiillenabbildung. Intervallbasierte Hiillenabbildun-
gen gibt es auch in hoheren Dimensionen, wie die nachfolgende Abbildung
andeutet, wo wir einer gegebenen Fliche das kleinste sie umfassende Plan-
rechteck als Hiille zuordnen. In der Tat kann man Planrechtecke als zweidi-
mensionale Intervalle betrachten.
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Es ist trivial zu zeigen, daf fiir jede Hiillenabbildung H: P(M) — P(M)
stets die Grundmenge M selbst ein Fixpunkt von H ist. Interessanter ist der
folgende Zusammenhang, der zeigt, dafl Fixpunkte unter Durchschnittsbil-
dung abgeschlossen sind.

Lemma 4.37 Es sei H: P(M) — P(M) eine Hiillenabbildung und I eine
nichtleere Indexmenge. Ist A; C M fiir jeden Index i € I ein Fixpunkt von
H, so ist auch ;e A;i ein Fizpunkt von H.

Beweis. Es sei A; fiir jeden Index ¢ € I ein Fixpunkt von H, es gelte
also H(A;) = A;. Aufgrund der Erweiterungseigenschaft von H folgt

ﬂAi c H(ﬂ Aj).

el el

Sei nun j € I. Aus (;c; A; € Aj ergibt sich aufgrund der Monotonie
H(N;er Ai) € H(Aj) = Aj. Da diese Inklusion fiir jeden Index j gilt, folgt

H(() 4) €A
el i€l
Mit Lemma 2.6, Teil 2, erhélt man H(N;c; Ai) = N;er Ai- Damit ist ;<7 A;
ein Fixpunkt von H. ®

Man kann bei Vorliegen einer Durchschnittseigenschaft dhnlich zu der in
Lemma 4.37 genannten auch umgekehrt hieraus eine geeignete Hiillenabbil-
dung definieren. Hierzu vergleiche man Aufgabe 4.28.

Die Diskussion der Hiillenbildungen bei Relationen beginnen wir mit ei-
ner Vorbemerkung: Es sei S C A x A eine zweistellige Relation auf der
Menge A. Es ist A x A eine S umfassende reflexive, symmetrische und tran-
sitive Relation. Aus Lemma 4.4 ergibt sich sofort, daf§ der Durchschnitt aller
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S umfassender reflexiver (resp. symmetrischer, transitiver) Relationen auf
der Menge A stets selbst eine S umfassende reflexive (resp. symmetrische,
transitive) Relation auf A ist. Daher macht die nachfolgende Definition Sinn.

Definition 4.38 Es sei R eine zweistellige Relation auf der Menge A.

1. Die reflexive Hiille von von R ist die Relation

ﬂ{S CAxA|RCS,S reflexiv}.

2. Die symmetrische Hiille von von R ist die Relation

ﬂ{S CAxA|RCS,S symmetrisch}.

3. Die transitive Hiille von von R ist die Relation

RT = ﬂ{S CAXxA|RCS,S transitiv}.

4. Die reflexiv-transitive Hiille von von R ist die Relation

R* = ﬂ{S CAxA|RCS,S reflexiv und transitiv}.

Offenkundig ist die reflexive (resp. symmetrische, transitive, reflexiv-
transitive) Hiille von R genau die kleinste R umfassende reflexive (resp. sym-
metrische, transitive, reflexive und transitive) Relation auf A. Es ist leicht
zu zeigen, dafl die Abbildung, die einer gegebenen Relation R C A x A ihre
reflexive (resp. symmetrische, transitive, reflexiv-transitive) Hiille zuordnet,
in der Tat eine Hiillenabbildung H: P(A x A) — P(A x A) im Sinn von
Definition 4.35 ist, hierzu vergleiche Aufgabe 4.25.

Bemerkung 4.39 Aus der Tatsache, da man den Ubergang von einer Re-
lation R C A x A zu ihrer reflexiven (resp. symmetrischen, transitiven) Hiille
jeweils als Hiillenabbildung interpretieren kann, kann man ersehen, dafl die
drei Aussagen aus Lemma 4.4 lediglich Spezialfille des in Lemma 4.37 aus-
gedriickten allgemeinen Sachverhalts sind. Hierzu mufl man nur bemerken,
dafl jede reflexive (resp. symmetrische, transitive) Relation R ein Fixpunkt
der entsprechenden Hiillenabbildung ist. Man vergleiche Aufgabe 4.27. Auch
der Ubergang von einer Relation R € A x A zur kleinsten R umfassen-
den Aquivalenzrelation ist eine Hiillenabbildung. Damit entpuppt sich auch
Lemma 4.17 ein Spezialfall von Lemma 4.37.
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@
Abbildung 4.8: Reflexive (Mitte) und symmetrische Hiille (rechts) einer
bindren Relation (links).

Eine explizite Beschreibung der reflexiven und der symmetrischen Hiille lie-
fert das folgende Lemma.

Lemma 4.40 Es sei R C A x A wie oben. Dann ist Idg U R die reflexive
Hiille von R und R U R™" die symmetrische Hiille von R.

Beweis. Es ist unmittelbar klar, dal Id 4 U R eine R umfassende reflexive Re-
lation ist, und daf} jede Relation mit diesen beiden Eigenschaften Id 4 U R als
Teilmenge enthélt. Damit gilt [Iq UR=N{S C Ax A|RCS,S reflexiv}.
Analog ist die Argumentation im Fall der symmetrischen Hiille. m

Fiir einen Beweis unter Verwendung von Lemma 4.3 vergleiche man Auf-
gabe 4.29. Abbildung 4.8 illustriert die reflexive und transitive Hiille einer
Relation einer Relation R. Im Matrixbild ergibt sich die reflexive Hiille von
R durch Auffiillen der Diagonalen mit Eintriagen 1 (Mitte), die symmetrische
Hiille durch Spiegeln aller Eintréige 1 an der Diagonalen unter Beibehaltung
der bisherigen Eintrdge 1 (rechts).

(rlt[2][3[4[5] [ [1[2[3[4[5] [ [1[2[3[4[5]
Li1[1]o[1]o0] [L[t[1]o]1]0] [1][t1[1]0]1]O
2 0jojojojo] [2[of1[0o0]0] [2]1T]0]0]0]0
3J0(0jo[1jo| [3]0]o[1[1j0o]| [3]0(0jo[1]1
To[ojojojo| [4fojofo[Tjo| [4]T[o[T|0]0
5 0j0j1j0]0] [5][ojo[1[0o]1][5][0ojo[1]0]0

Definition 4.41 Es sei R eine binédre Relation auf der Menge A. Eine Re-
lation S C A x A heifit abgeschlossen unter Komposition mit R (kurz: ab-
geschlossen unter R) genau dann, wenn S o R C S gilt.



126 4. AQUIVALENZ- UND ORDNUNGSRELATIONEN, HULLEN

Transitive Hiille und reflexiv-transitive Hiille liefern zwei wichtige Beispiele
einer Relation, die unter Komposition mit R abgeschlossen ist. Die nachfol-
gende Bemerkung gibt explizite Beschreibungen der transitiven Hiille und
der reflexiv-transitiven Hiille mittels der in Abschnitt 3.6.1 besprochenen
induktiven Definition von Mengen.

Bemerkung 4.42 Es sei R wie oben. Dann kénnen wir die transitive Hiille
R* induktiv wie folgt definieren. Als Basisregel nehmen wir R C RT. Die
einzige induktive Regel besagt:

Gilt (a,b) € R" und (b,c) € R, so ist (a,c) € RT.

Kiirzer konnen wir schreiben
Rt == R|R'oR.

Wenn wir in die Abschnitt 3.6.1 erlauterte schrittweise Turmkonstruktion
der definierten Menge durchfiihren, erhalten wir zunéchst R, danach RUR?,
im dritten Schritt R U R%2 U R? etc. Daraus ergibt sich

Rt =J R"
n>1
Fin formaler Beweis der Gleichung, dafl die induktiv definierte Menge
U,,>; R" tatséchlich die transitive Hiille BT von R ist, ergibt sich wie folgt:
gemiB Definition der transitiven Hiille gilt R € Rt. Da Rt iiberdies tran-
sitiv ist, folgt mit Teil 3 aus Lemma 4.3 (wo R an die Stelle von R tritt)
Rt oRT C RT. Mit Teil 1 aus Lemma 3.26 ergibt sich hieraus Ro R C RT.
Nun folgt analog

RoRoRCRToRCRYoRT CRT.
Eine einfache Induktion zeigt, da R" C R™ fiir alle n > 1 und somit
| R" € R".
n>1
Andererseits folgt mit den Teilen 2 und 3 aus Lemma 3.26

(Urme(Ur™ = UWU R eR™)

n>1 m>1 m>1 n>1

= JUR"oRr™)

m>1 n>1

c Ur

n>1
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Daraus folgt mit Teil 3 aus Lemma 4.3, dafl (J,,~; R" bereits transitiv ist.
Offenkundig gilt R = R' C Un>1 R". Da somit |J,,>; R" eine R umfassende
transitive Relation ist, folgt

RtC R

n>1

und zusammen mit | J,~; R* € RT nun Rt =J,~; R". =

Bemerkung 4.43 Die induktive Definition der reflexiv-transitiven Hiille ist
dhnlich. Als Basisregel nehmen wir Id4 C R*. Die einzige induktive Regel
besagt:

Gilt (a,b) € R* und (b,c) € R, so ist (a,c) € R*.

Kiirzer konnen wir schreiben
R* == Ids | R o R.

Wenn wir wieder die schrittweise Konstruktion durchfiihren, erhalten wir
nacheinander Id 4, danach Id4 oUR = R = R', daraufhin Id4 U R' U R? etc.
Setzen wir R? := Id4 so gilt also

R*=[J R"

n>0

Der Beweis, daf die Menge U, R" in der Tat die reflexiv-transitive Hiille
R* ist, kann auf dhnliche Weise wie fiir die transitive Hiille gefiihrt werden
(Aufgabe 4.35). m

Eine weitere Beschreibung von transitiver und reflexiv-transitiver Hiille
folgt unmittelbar aus Lemma 3.29:

Lemma 4.44 FEs sei R eine zweistellige Relation auf der Menge A. Dann
gilt Rt = {{a,b) € A x A |3 R-Kelte der Linge n > 1 von a nach b} und
R* = {(a,b) € A x A |3 R-Kette der Linge n > 0 von a nach b}.

Beispiele 4.45 Einige llustrationen sollen das Konzept der transitiven und
der reflexiv-transitiven Hiille verdeutlichen.
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Abbildung 4.9: Transitive und reflexiv-transitive Hiille einer Relation.

1. Wenn die Relation R C A x A durch gerichtete Pfeile symbolisiert

ist, so gehort ein Paar—nicht notwendig verschiedener—Punkte (a, b)
genau dann zu R*, wenn man von a nach b auf einem Weg gelangen
kann, wo man immer geeigneten Pfeilen in der angegebenen Richtung
folgt. Die Weglinge 0 ist hierbei mdoglich, alle Paare (a,a) gehoren
stets zu R*. Bei der transitiven Hiille BT muff man zumindest einen
R-Pfeil entlang laufen, wobei dieser allerdings durchaus wieder beim
Ausgangselement enden kann. In Figur 4.9 ist links die Relation R, in
der Mitte ihre transitive Hiille und rechts die reflexiv-transitive Hiille
abgebildet.

. Ist A eine Menge von Personen, und gibt E (resp. K) wie in Bei-

spiel 3.16 Nr. 6 die Elternbeziehung und K = E~! die ,,ist-Kind-von”
Beziehung an, so ist E* die Vorfahrbeziehung und K+ die Nachfahr-
beziehung.

Wenn Rj wie in den Beispielen 3.16 und 3.18 diejenige Relation ist,
die die moglichen Zielfelder eines Laufers auf dem ansonsten leeren
Schachbrett bei einem einzelnen Zug beschreibt, so umfafit R} alle Fel-
derpaare, die zwei nicht notwendig verschiedene Felder derselben Farbe
(schwarz oder weif}) enthalten. Etwas weniger trivial ist das Springer-
beispiel. Ist Rg diejenige Relation, die die moéglichen Zielfelder eines
Springers auf dem ansonsten leeren Schachbrett bei einem einzelnen
Zug beschreibt, so umfafit R alle Felderpaare (vgl. Aufgabe 4.33).

Es sei A eine Menge von Punkten in einer Stadt, die Relation R gelte
fiir (a,b) € Ax A genau dann, wenn es eine direkte Busverbindung von
a nach b gibt. Dann beschreibt die Relation R* diejenigen Paare (a, z),
wo es irgendeine Busverbindung — mit oder ohne Umsteigen, gegebe-
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nenfalls ohne iiberhaupt zu fahren — von a nach x gibt. Insbesondere
gehort die ,,Diagonale“ {(a,a) | a € A} von A x A zu R*.

5. Essei R := {(n,n+1) € NxIN | n > 0} die Nachfolgerrelation auf den
natiirlichen Zahlen. Dann beschreibt R* gerade die iibliche Ordnung
., <“ auf IN.

6. Als Variante des vorausgegangenen Beispiels gilt folgendes: bezeichnet
R die direkte Nachfolgerbeziehung der partiellen Ordnung ,,<“ auf der
endlichen Menge M, so stimmen R* (resp. R') und ,,<* (resp. ,,<*)
tiberein (Aufgabe 4.36).

Unser letztes Beispiel ist etwas komplizierter, verdeutlicht aber die
grundsétzliche Bedeutung des Begriffs der reflexiv-transitiven Hiille im Zu-
sammenhang mit sogenannten Ableitungen bei formalen Systemen.

Beispiel 4.46 Es sei M das Alphabet mit den Symbolen {S, A, B, a,b}.
Das Symbol S bezeichnen wir als Startsymbol, die Symbole S, A und B
nennen wir nichtterminale Symbole, die Buchstaben a und b nennen wir
terminale Symbole. Wie iiblich bezeichne M* die Menge aller Worter iiber M
(vgl. Definition 3.9). Wir betrachten die ,,Ein-Schritt-Ableitungsrelation“ R
auf M*, die alle Paare der Form (uSv, uASBv), (uSv,uv), (vAv,uav) und
(uBv,ubv) enthélt. Hierbei bezeichnen u und v jeweils beliebige Wérter
aus M*. R kann als eine einfache formale Grammatik aufgefafit werden. Ist
(S,u) € R*, so sagen wir, dal das Wort u (in endlich vielen Schritten) aus
S ableitbar ist. Beispiele fiir Ableitungen sind

S — €
S — ASB — AB — aB — ab,
S — ASB — AASBB — AABB — aABB — aAbB — aabB — aabb

wo ,,e“ das leere Wort bezeichnet. Man beachte, dal jeweils jedes

Paar aufeinanderfolgender Worter zu R gehort. Damit gilt in der Tat
(S, €),(S,ab), (S,aabb) € R*. Die Menge {u € {a,b}* | (S,u) € R*} heifit
die durch die Grammatik erzeugte Sprache. Sie umfafit bei unseren Beispiel
genau alle Wérter der Form a™b" (n € IN). Ahnliche Grammatiken werden
zur Beschreibung von natiirlichen Sprachen und Programmiersprachen ver-
wendet. Das Beispiel zeigt, wie es mittels des Begriffs der reflexiv-transitiven
Hiille moglich ist, trotz der endlichen Darstellung der Relation R eine un-
endliche Menge moglicher Ableitungen und damit eine unendliche Sprache
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zu charakterisieren. Ahnliche Formen der Ableitung treten bei vielen ver-
wandten Grammatiken und verwandten formalen Systemen auf und werden
in aller Regel mit Hilfe des Begriffs der reflexiv-transitiven Hiille einer ,,Ein-
Schritt-Ableitungsrelation“ charakterisiert.

4.5 FErginzung: Fundierte Ordnungen, wohlfun-
dierte Induktion

Eine spezielle Klasse von Ordnungen, die viele Anwendungen besitzt, sind
die sogenannten fundierten (auch: wohlfundierten) Ordnungen. Der Fun-
diertheitsbegriff fiir Quasi-Ordnungen ist etwas uniibersichtlich, wir be-
schriinken uns einfachheitshalber auf partielle und lineare Ordnungen.

Definition 4.47 Eine partielle Ordnung ,,<“ auf einer Menge A heifit fun-
diert genau dann, wenn jede nichtleere Teilmenge B von A ein beziiglich
,»,<* minimales Element enthélt. Eine fundierte lineare Ordnung wird als
Wohlordnung bezeichnet.

Die Fundiertheit einer partiellen Ordnung ,,<“ bedeutet, daf} es keine unend-
lich absteigenden Ketten von Elementen - -+ < anp41 < an < ---a2 < a1 < ag
gibt (Ubungsaufgabe 4.38). Der Begriff der fundierten partiellen Ordnung er-
laubt eine Verallgemeinerung des Induktionsprinzips als Beweisprinzip, und
parallel hierzu eine Verallgemeinerung des Prinzips der induktiven Definition
von Mengen. Wir deuten kurz die Idee des verallgemeinerten Induktionsbe-
weises an.

Lemma 4.48 (Prinzip der wohlfundierten Induktion) Es sei ,,<¢
eine fundierte partielle Ordnung auf der Menge A. Es beschreibe ¢ eine
Eigenschaft, die auf Elemente von A zutrifft oder nicht. Gilt

(1) jedes Element a € A besitzt die Figenschaft ¢, sobald alle Elemente aus
der Menge der Vorginger {b € A |b < a} die Eigenschaft ¢ besitzen,

so haben alle Elemente aus A die Figenschaft ¢.

Beweis. Angenommen es gibt ein Element a € A, das die Eigenschaft ¢ nicht
besitzt. Wir betrachten die Teilmenge F von A, die all diejenigen Elemente
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enthélt, die nicht die Eigenschaft ¢ besitzen. E ist nichtleer, da a nach
Annahme zu F gehort. Wegen der Fundiertheit mufl es ein ,,<“-minimales
Element ey in E geben. Alle Elemente der Vorgéingermenge {b € A | b < ey}
erfiilllen damit ¢ nach Wahl von ey. Aus der Voraussetzung (}) folgt jetzt
aber, daf} ey selbst die Eigenschaft ¢ besitzt. Dies stellt einen Widerspruch
dar, damit miissen alle Elemente a € A die Eigenschaft ¢ besitzen. m

Das (hypothetische) Element ey aus dem vorangegangenen Beweis wird
oft als der ,,kleinste Verbrecher “ bezeichnet, der durch Herleitung des Wider-
spruchs ,,gehéngt“ wird. Man spricht dann von der ,,Methode des kleinsten
Verbrechers“. Das Prinzip der vollstindigen Induktion ergibt sich als der
Spezialfall, wo A = IN ist und ,,<“ die iibliche Wohlordnung auf IN.

In der Informatik spielt die Fundiertheit von Ordnungen eine grofie Rol-
le bei Terminierungsbeweisen, wenn es also darum geht, zu zeigen, daf} ein
Algorithmus fiir jede erlaubte Eingabe nach endlich vielen Schritten stoppt.
Dabei bildet man die Zusténde, die sich durch die Eingabe oder als Ergeb-
nisse der Rechenschritte ergeben, auf passende Elemente einer Menge mit ei-
ner fundierten partiellen Ordnung ab. Wenn man nun zeigen kann, daf} jeder
Rechenschritt zu einem Zustand fiihrt, der durch ein kleineres Element der
partiellen Ordnung charakterisiert ist, so folgt aus dem Fundiertheitsprinzip
sofort, daf} es bei beliebiger Eingabe nur endlich viele Rechenschritte geben
kann. Die Schwierigkeit ist im allgemeinen, eine geeignete fundierte partielle
Ordnung zu finden. Die nachfolgend beschriebene Ordnung auf Multimengen
ist hier hiufig niitzlich.

Bemerkung 4.49 Es sei ,,<“ eine strikte partielle Ordnung auf der Men-
ge A. Mit N4 bezeichnen wir die Menge aller Multimengen mit Elementen
aus A (vgl. Abschnitt 2.7.2 sowie Beispiele 3.34 Nr. 7). Fiir M, N € IN4
setzen wir N <,, M genau dann, wenn es Multimengen () # K C,, M und
L C,, N gibt derart, daB N = (M \, K)U, Lwogilt Vie L Fk € K: k > I.
Hierbei stehen ,,C,, ¢, ,,U, “ und ,,\,,“ fiir die Multimengen-Beziehungen und
-Operationen, vgl. Abschnitt 2.7.2. Die Ordnung ,,<,,“ wird Multimengen-
Ordnung tber ,,<* genannt. Intuitiv wird eine Multimenge M kleiner
beziiglich ,,<,“, wenn wir ein Element herausnehmen und beliebig—aber
endlich—viele kleinere (in der Ordnung ,,<“) hinzufiigen, wobei dieser Vor-
gang iteriert werden darf. Der wichtige Zusammenhang, den wir hier nicht
beweisen ist der folgende: Es ist die Multimengen-Ordnung ,,<,,* stets fun-
diert, wenn die Ausgangsordnung ,,<“ fundiert ist.
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Bemerkung 4.50 Das Prinzip der wohlfundierten Induktion 148t sich auch
Relationen anwenden, die nicht notwendigerweise transitiv sind. Wir nennen
eine Relation R C A x A wohlfundiert genau dann, wenn es keine unendliche
absteigende R-Kette

ooy Rlapt1,an), Rlan,an—1) ..., R(az,a1), R(ai,ap)

gibt.? Sei im nachfolgenden R wohlfundiert. Es beschreibe ¢ eine Eigen-
schaft, die auf Elemente von A zutrifft oder nicht. Gilt

(1) jedes Element a € A besitzt die Eigenschaft ¢, sobald alle Elemente
aus der Menge der R-Vorgénger {b € A | RT(b,a)} die Eigenschaft ¢
besitzen,

so haben alle Elemente aus A die Eigenschaft ¢. Gébe es ndmlich ein Element
ap, das die Eigenschaft a; nicht besitzt, so wiirde man wegen (f) unter
den R™-Vorgingern von ag ein Element a; finden, auf das die Eigenschaft
¢ ebenfalls nicht zutrifft. Durch Iteration ergiibe sich eine unendliche R*-
Kette

.. ,R+(an+1,an),R+(an,an,1) ... ,R+(a2,a1), R+(a1, ap)

wo die Eigenschaft ¢ auf keines der Elemente a; zutrifft (i € IN). Eine solche
Kette kann aber nicht existieren, da es ja keine unendliche absteigende R-
Kette gibt. Ein anderer Beweis ergibt sich aus der Beobachtung, da3 R als
wohlfundierte Relation notwendig irreflexiv ist. Damit ist R eine strikte
partielle Ordnung. Man kann nun Lemma 4.48 zum Beweis der Behauptung
verwenden. Die Einzelheiten bleiben dem Leser iiberlassen.

4.6 Aufgaben zu Kapitel 4

Aufgaben zu Teilkapitel 4.1

Aufgabe 4.1 Welche der in den nachfolgenden vier Abbildungen darge-
stellten Relationen sind reflexiv, welche transitiv, welche symmetrisch?

3 Andere Autoren definieren wohlfundierte Relationen in der Form, da8 es keine unend-
lichen aufsteigenden R-Ketten gibt. Man hat also die Richtung der verbotenen Kette zu
beachten! Unsere Definition ist konsistent mit der obigen Definition der Fundiertheit einer
partiellen Ordnung ,,<*.
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Aufgabe 4.2 Beweisen Sie Lemma 4.4.

Aufgabe 4.3 Es sei f: A — A eine Funktion. Zeigen Sie:

e f ist nilpotent genau dann, wenn f als Relation betrachtet symme-
trisch ist.

e f is idempotent genau dann, wenn f als Relation betrachtet transitiv
ist.

Weisen Sie nun nach, dafl die folgenden Eigenschaften dquivalent sind.

1. f ist als Relation reflexiv,
2. f ist als Relation idempotent und nilpotent,

3. f=Ida.

Aufgabe 4.4 Es seien R und S zweistellige Relationen auf der Menge A.
Zeigen Sie: Ist R oder S antisymmetrisch, so auch RN S.

Aufgabe 4.5 Ist die Vereinigung zweier reflexiver (resp. symmetrischer,
antisymmetrischer, transitiver) Relationen auf einer Menge A stets selbst
wieder reflexiv (resp. symmetrisch, antisymmetrisch, transitiv)? Geben Sie
jeweils einen Beweis oder ein einfaches Gegenbeispiel.
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Aufgabe 4.6 Ist die Komposition zweier reflexiver Relationen auf der Men-
ge A stets selbst wieder reflexiv? Ist die Komposition zweier symmetrischer
Relationen auf der Menge A stets selbst wieder symmetrisch? Ist die Kom-
position zweier antisymmetrischer Relationen auf der Menge A stets selbst
wieder antisymmetrisch? Ist die Komposition zweier transitiver Relationen
auf der Menge A stets selbst wieder transitiv? Geben Sie jeweils einen Beweis
oder ein einfaches Gegenbeispiel.

Aufgabe 4.7 Es sei R C A x A eine Relation. Zeigen Sie:

1. R ist reflexiv genau dann, wenn Id4 C R gilt.
2. R ist symmetrisch genau dann, wenn R~ C R gilt.
3. R ist transitiv genau dann, wenn Ro R C R gilt.

4. R ist antisymmetrisch genau dann, wenn RN R~! C Id4 gilt.

Aufgabe 4.8 Es sei A eine beliebige Menge und Id 4 die Identitdtsrelation
auf A (vgl. Def. 3.35). Zeigen Sie: Idy4 ist reflexiv, symmetrisch, antisymme-
trisch und transitiv. Es ist Id4 die einzige Relation auf A mit diesen vier
Eigenschaften.

Aufgabe 4.9 Es sei R eine binédre Relation auf der Menge A. Zeigen Sie

1. ist R reflexiv und euklidisch, so ist R auch symmetrisch und transitiv,

2. ist R reflexiv und anti-euklidisch, so ist R auch symmetrisch und tran-
sitiv.

Aufgabe 4.10 Es sei M = {a,b}. Geben Sie eine bindre Relation R auf
M an, die weder reflexiv, noch transitiv, anti-symmetrisch, euklidisch oder
anti-euklidisch ist.

Aufgabe 4.11 Es sei M = {a,b,c}. Geben Sie eine binére Relation R auf
M an, die keine der Eigenschaften (i)—(v) aus Definition 4.1 hat, und die
nicht euklidisch ist.
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Aufgaben zu Teilkapitel 4.2

Aufgabe 4.12 Durch welche Abbildungen sind die in den Beispielen 4.7
erwihnten Aquivalenzrelationen induziert (im Sinn von Beispiele 4.7 Nr. 1)?

Aufgabe 4.13 Beweisen Sie die zweite Teilaussage von Lemma 4.13.

Aufgabe 4.14 Es sei A eine nichtleere Menge und A* die Menge aller
Worter iiber A (vgl. Definition 3.9). Die Konkatenation ,,0“ sei wie in Bei-
spiele 3.34 Nr. 5 erklirt. Sei L C A* eine formale Sprache iiber A. Fiir
v,v" € A* definieren wir

v v e (Vwe A vowe Lesvowe L),
veb o e (Yue A uoveL s uod €L).
v~pt s (Yu,w € A uovow e L uov ow € L).

Zeigen Sie:

1. die Relationen ,,~7 *, ,,NZL “und ,,~r“ sind Aquivalenzrelationen auf

A*.
2. Gilt v ~% v/, so auch vow ~% v/ ow fiir alle w € A*.
3. Gilt v ~4 ', s0 auch uowv ~L wo fiir alle u € A*.
4. Gilt v ~p, v', so auch uovow ~p uov ow fiir alle u,w € A*.
5. Gilt vy ~1 v} und vy ~, v}, so auch vy 0 vy ~p, v} o vh.

Aufgabe 4.15 Es sei A := {a,b} und L := {a"b" | m,n € IN}. Wie sehen

die Aquivalenzklassen der drei in Aufgabe 4.14 definierten Aquivalenzrela-

tionen ,,~7 ©, ,,NZL “und ,,~r“ aus?

Aufgabe 4.16 Beweisen Sie Lemma 4.19.

Aufgabe 4.17 Es seien R und S zwei Aquivalenzrelationen auf der Menge
A. Zeigen Sie: R verfeinert S genau dann, wenn R C S gilt.



136 4. AQUIVALENZ- UND ORDNUNGSRELATIONEN, HULLEN
Aufgaben zu Teilkapitel 4.3

Aufgabe 4.18 Wir hatten zahlreiche partielle Ordnungen eingefiihrt, oh-
ne den Nachweis zu fithren, dafl es sich um partielle Ordnungen handelt.
Beweisen Sie dies fiir Beispiel 4.25 sowie die Beispiele 4.28 Nr. 8 und Nr. 2.

Aufgabe 4.19 Die Teilbarkeitsrelation T' (vgl. 4.28 Nr. 2) definiert eine
partielle Ordnung auf der Menge {1,2,...,30}. Wie sehen die maximalen
Elemente aus, wie die minimalen?

Aufgabe 4.20 Es bezeichne T die Teilbarkeitsrelation auf IN (vgl. 4.28
Nr. 2). Wie sehen die direkten Nachfolger, wie die direkten Vorgénger einer
Zahl n aus?

Aufgabe 4.21 Es sei 41 = Ay = {1,2,3}. Auf A; und As betrachten
wir die natiirliche Ordnung der Elemente. Wie sieht die Produktordnung
(vgl. 4.28 Nr. 7) auf A; x Ay aus? Zeichnen Sie ein Hasse-Diagramm.

Aufgabe 4.22 Beweisen Sie Lemma 4.30.

Aufgabe 4.23 Es seien ,,<;“und ,,<s“ zwei lineare Ordnungen auf M und
,,<1,2“ ihr Durchschnitt. Zeigen Sie: es ist ,,<; 2 “ eine lineare Ordnung genau
dann, wenn ,,<;“ und ,,<9“ iibereinstimmen.

Aufgabe 4.24 Es seien R; und Ry partielle Ordnungen auf der Menge A.
Ist auch Ry N Ry (resp. Ry U Ry) eine partielle Ordnung auf A? Geben Sie
einen Beweis oder ein einfaches Gegenbeispiel. Sie kénnen gegebenenfalls
Aufgabe 4.5 verwenden.

Aufgaben zu Teilkapitel 4.4

Aufgabe 4.25 Es sei A eine Menge. Zeigen Sie: die Abbildung, die einer
bindren Relation R C A x A ihre reflexive (resp. symmetrische, transitive,
reflexiv-transitive) Hiille zuordnet, ist eine Hiillenabbildung im Sinn von
Definition 4.35. Die Fixpunkte dieser Abbildung sind genau die reflexiven
(resp. symmetrischen, transitiven, reflexiven und transitiven) Relationen auf

A.



4.6. AUFGABEN ZU KAPITEL 4 137

Aufgabe 4.26 Es seien Ry, Ry und S Aquivalenzrelationen auf A. Zeigen
Sie:

1. falls S sowohl R; als auch Ry verfeinert, so verfeinert S auch R; N Rs.

2. falls Ry und Rs beide S verfeinern, so tut dies auch (R U Ra)*.

Aufgabe 4.27 Verwenden Sie Aufgabe 4.25 und Lemma 4.37, um einen
einfachen Beweis von Lemma 4.4 zu erhalten.

Aufgabe 4.28 Es sei M eine Menge und E eine Eigenschaft, die auf Teil-
mengen von M zutrifft oder nicht. Wir sagen, dafl E die Durchschnittsei-
genschaft hat, genau dann, falls folgende Bedingungen gelten:

1. M hat die Eigenschaft F.

2. Ist {A; | ¢ € I} eine nichtleere Familie von Teilmengen von M, wo
jedes Element A; die Eigenschaft E hat, so hat auch der Durchschnitt
Nicr Ai die Eigenschaft E.

Es habe nun F die Durchschnittseigenschaft. Zeigen Sie: die Abbildung Hg,
die jeder Teilmenge B C M den Durchschnitt aller B umfassenden Teilmen-
gen von M mit der Eigenschaft E zuordnet, ist eine Hiillenabbildung. Die
Fixpunkte sind genau die Teilmengen mit der Eigenschaft E.

Aufgabe 4.29 Beweisen Sie Lemma 4.40 mit Hilfe von Lemma 4.3 und
Lemma 3.22.

Aufgabe 4.30 Beweisen Sie: ist R C A x A eine endliche Relation mit n
geordneten Paaren, so ist auch Rt endlich und hat héchstens n? geordnete
Paare. Ist mit R auch stets R* endlich?

Aufgabe 4.31 Zeigen Sie: ist R C A X A eine symmetrische Relation, so
sind auch die transitive Hiille R und die reflexiv-transitive Hiille R* sym-
metrisch. Gilt auch jeweils die Umkehrung?
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Aufgabe 4.32 Es sei R C IN x IN definiert durch
R(n,m) < m=n+2.

Beschreiben Sie die Relationen R’ (i € IN) und R*.

Aufgabe 4.33 Zeigen Sie: ist Rg diejenige Relation, die die moglichen Ziel-
felder eines Springers auf dem ansonsten leeren Schachbrett bei einem ein-
zelnen Zug beschreibt, so umfafit Rg alle Felderpaare. (Man kann sogar mit
dem Springer alle Felder des Schachbretts durchlaufen, ohne dafl eines der
Felder zweimal besucht wird.)

Aufgabe 4.34 Geben sie eine moglichst kleine Relation R C IN x IN an, so
dal R* = IN x IN gilt.

Aufgabe 4.35 Es sei R C A x A. Beweisen Sie, daf |~ R" die reflexiv-
transitive Hiille von R ist.

Aufgabe 4.36 Zeigen Sie: Bezeichnet R die direkte Nachfolgerbeziehung
der partiellen Ordnung ,,<* auf der endlichen Menge M, so stimmen R*
(resp. R*) und ,,<“ (resp. ,,<“) iiberein. Gilt dies auch stets fiir partielle
Ordnungen auf unendlichen Mengen?

Aufgabe 4.37 Es sei R C A x A. Gilt stets (R™1)* = (R*)~!? Geben Sie
einen Beweis oder ein Gegenbeispiel.

Aufgaben zu Teilkapitel 4.5

Aufgabe 4.38 Es sei ,,<“ eine partielle Ordnung auf der Menge A. Zeigen
Sie: ,,<“ist fundiert genau dann, wenn es in A keine unendlich absteigende
Kette von Elementen - -- < apy1 < an < ---a2 < a1 < ag gibt.

4.7 Bibliographische Angaben

Die im letzten Abschnitt betrachteten fundierten partiellen Ordnungen sind
Spezialfiille sogenannter abstrakter Reduktionssysteme, die in verschiedenen
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Gebieten der Informatik, vor allem im Bereich der Termersetzung, betrachtet
werden. Mehr Hintergrund zu diesem Thema bietet Kapitel 1 aus [BN9S§].
Die Multimengen-Ordnung (vgl. Bemerkung 4.49) wurde in [DM79] ein-
gefiihrt.
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Abzihlbare und
tiberabzihlbare Mengen

In diesem Kapitel werden wir zeigen, daf} es auch im Bereich der unendlichen
Mengen interessante Groflenunterschiede gibt. Die ,.kleinsten“ unendlichen
Mengen sind die in Abschnitt 5.2 definierten ,,abzédhlbar unendlichen “ Men-
gen, fiir die die Menge der natiirlichen Zahlen das Standardbeispiel liefert.
Wir werden sehen, dafl die Klasse der abzdhlbar unendlichen Mengen un-
ter vielen mengentheoretischen Operationen abgeschlossen ist. Beispiele fiir
die in Abschnitt 5.3 betrachteten sogenannten ,,iiberabzihlbaren“ Mengen
bilden die Menge der reellen Zahlen und die Menge aller Abbildungen von
der Menge der natiirlichen Zahlen in sich selbst. Es wird schlief$lich gezeigt,
daf} in einem prézisen Sinn die Potenzmenge einer Menge stets echt grofer
ist als die Menge selbst. Insbesondere gilt dies auch fiir unendliche Men-
gen. Die Betrachtungen dieses Kapitels werden uns mit dem auf G. Cantor
zuriickgehenden ,,Diagonalverfahren“ bekannt machen. Hinter diesem Be-
griff verbirgt sich ein extrem wichtiges Beweisprinzip, das aufgrund seiner
Rolle bei vielen fundamentalen Erkenntnissen zu den immanenten Grenzen
der Mathematik und Informatik eine fast popularwissenschaftliche Berithmt-
heit gefunden hat. Am Kapitelende beschreiben wir in informellem Stil zwei
Anwendungen. Es wird gezeigt, dal man viele der Sprachen iiber einem ge-
gebenen Alphabet nicht durch Grammatiken beschreiben kann, und daf die
wenigsten Funktionen auf den natiirlichen Zahlen durch Computerprogram-
me berechenbar sind.

141



142 5. ABZAHLBARE UND UBERABZAHLBARE MENGEN

5.1 Groflenbegriff bei unendlichen Mengen

Wenn man nach der Grofle von unendlichen Mengen fragt, mufl man sich
zunéchst von einigen gewohnten Denkweisen freimachen. Vom Bereich des
Endlichen sind wir gewohnt, eine echte Teilmenge B einer Menge A auch als
echt kleiner einzustufen. Nun ist zum Beispiel die Menge IN der natiirlichen
Zahlen eine echte Teilmenge der Menge Z der ganzen Zahlen. Die folgende
Uberlegung zeigt jedoch, daB beide Mengen in einem klar festgelegten Sinn
gleich grof} sind: wir kénnen leicht eine Bijektion von IN auf Z angeben,
indem wir allen geraden natiirlichen Zahlen 2n die Zahl n zuordnen, allen
ungeraden natiirlichen Zahlen 2n + 1 die negative Zahl —(n + 1). Dies zeigt,
dal wir den natiirlichen Zahlen nur ,,andere Namen“ zu geben brauchen,
um alle ganzen Zahlen zu erhalten. Nun haben die Namen der Elemente
offenkundig keinen Einflufl auf die Grofle einer Menge. Die Mengen IN und Z
sind also gleichgro. Da man jede Bijektion als eine #hnliche Umbenennung
verstehen kann, ist die folgende Definition gerechtfertigt:

Definition 5.1 1. Zwei Mengen A und B heiflen gleichmdchtig genau
dann, wenn es eine Bijektion von A nach B gibt. Wir schreiben |A| =

|BI.

2. Eine Menge B heifit echt mdichtiger als eine Menge A, wenn es zwar
eine injektive Abbildung f: A — B gibt, aber keine Bijektion. Wir
schreiben |A| < |B|.

3. Eine endliche Menge hat Midchtigkeit (oder Kardinalitit) n € IN, sym-
bolisch |A| = n, genau dann, wenn es eine Bijektion von {1,2,...,n}
auf A gibt.

Wie wir es von Ordnungen gewohnt sind, kénnen wir die in den Féllen 1
und 2 dargestellten Situationen notationell zusammenfassen. Wir schreiben
nachfolgend |A| < |B| genau dann, wenn es eine injektive Funktion von A
nach B gibt. Dies ist allerdings zuné&chst lediglich eine Notation. Es stellt
sich die Frage, ob die hier dargestellte Beziehung zwischen (Michtigkeiten
von) Mengen die iiblichen GesetzméiBigkeiten erfiillt, die wir von Ordnungen
her kennen. Eine Teilanwort ergibt sich aus dem folgenden Lemma.

Lemma 5.2 Fir jede Menge A gilt |A| < |A| (Reflexivitit). Fiir beliebige
Mengen A, B und C gilt: aus |A| < |B| und |B| < |C| folgt |A| < |C|
(Transitivitit).
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Die erste Aussage ergibt sich sofort daraus, dafl die Identitdtsfunktion
Id 4 (vgl. Def. 3.35) eine injektive Abbildung von A nach A ist. Es bleibt dem
Leser iiberlassen nachzuweisen, dafl auch das im Lemma beschriebene Gesetz
der Transitivitdt gilt (vgl. Aufgabe 5.1). Die Regeln, die Quasi-Ordnungen
charakterisieren, sind damit erfiillt. Weitergehend gilt auch die Antisymme-
trie. Dies ist der Inhalt des Satzes von Cantor-Bernstein.

Satz 5.3 (Satz von Cantor-Bernstein) FEs secien A und B Mengen.
Wenn es zwei injektive Abbildungen f: A — B und g: B — A gibt, so sind
A und B gleichmdchtig. Aus |A| < |B| und |B| < |A| folgt also |A| = |B].

Beweis. Es seien f: A — B und ¢g: B — A zwei injektive Abbildungen.
Nach Lemma 3.53 gibt es zu f und g rechtsinverse Abbildungen h und k,
fiir die also foh = Idg und go k = Idp gilt. Es stimmt A (resp. k) auf
f(A) (vesp. g(B)) mit f=! (resp. g~!) iiberein. Als unmittelbaren Vorginger
eines Elements z € f(A) U g(B) bezeichnen wir das Urbild f~1(2) resp.
g~ (). Fiir jede natiirliche Zahl n definieren wir nun induktiv n-Vorgénger
eines Elements z € f(A) U g(B). Hierbei hat z fiir jedes n maximal einen
n-Vorgénger.

Als 0-Vorginger eines Elements z € f(A)Ug(B) bezeichnen wir z selbst.
Hat z einen n-Vorgénger y, und hat y selbst einen unmittelbaren Vorgénger
x, so nennen wir x den (eindeutig bestimmten) (n + 1)-Vorgénger von z.

Um eine Bijektion F' von A auf B anzugeben, teilen wir die Elemente
von a € A in drei Klassen ein:

1. a hat Typ I genau dann, wenn a fiir jedes n € IN einen n-Vorgéinger
hat.

2. a hat Typ 2 genau dann, wenn a einen letzten Vorgéinger hat, und
wenn dieser in A liegt.

3. a hat Typ 3 genau dann, wenn a einen letzten Vorgénger hat, und
wenn dieser in B liegt.

In Fall 3 hat a zumindest einen 1-Vorgénger und liegt damit in g(B). Ab-
bildung 5.1 illustriert diese Begriffe. Die Abbildung F: A — B sei wie folgt
erklért:

Fy) = f(a) falls @ Typ 1 oder 2 hat,
V= g_l(a) falls a Typ 3 hat.
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Abbildung 5.1: Zum Beweis des Satzes von Cantor-Bernstein: Element 3 hat
Typ 1, Elemente 4, 5 und 6 haben Typ 2, Elemente 1 und 2 haben Typ 3.

Wir zeigen zunéchst, daf3 F' injektiv ist. Es seien a1,as € A und es gelte
F(a1) = F(a2). Wir miissen zeigen, dafl dann a; = as gilt. Sind a; und as
beide vom Typ 1 oder 2, so folgt aus der Injektivitit von f wie gewiinscht
a1 = as. Sind a; und ay beide vom Typ 3, so ist zu beachten, dafl auch
g~': f(B) — B injektiv ist. Dies folgt sofort daraus, da g eine Funktion ist.
Damit folgt aber aus F(a1) = g~ (a1) = F(a2) = g~ (az) wieder a; = az. Im
letzten verbleibenden Fall kénnen wir annehmen, dafl a; Typ 1 oder 2 hat,
und da8 as vom Typ 3 ist. Aus f(a1) = g~ '(ag) ergibt sich durch Anwenden
der Abbildung f~! die Gleichung a; = f~'(g!(a2)). Es ist also a; ein 2-
Vorgénger von ao. Damit miissten aber offenkundig a; und as denselben
Typ haben, was einen Widerspruch darstellt. Wir kénnen daher diesen Fall
ausschliefen.

Es bleibt noch zu zeigen, dal F' surjektiv ist. Sei b € B gegeben. Wir
setzen a := g(b). Hat a Typ 3, so folgt F(a) = g~'(a) = b und b tritt als
Bild unter F' auf. Hat a den Typ 1 oder 2, so muf} a einen 2-Vorginger
a’' := f~1(b) haben, da ja b bereits ein 1-Vorginger von a ist. Es hat dann
auch o’ Typ 1 oder 2. Damit gilt F(a') = f(a’) = b und b tritt auch hier als
Bild unter F' auf.

Wir haben gezeigt, dafl F' eine Bijektion zwischen A und B ist. Demzu-
folge sind A und B gleichméchtig. m
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5.2 Abzihlbar unendliche Mengen

In diesem Kapitel untersuchen wir, welche Mengen mit IN gleichméchtig sind,
und unter welchen Mengenoperationen diese Mengen abgeschlossen sind.

Definition 5.4 Eine Menge A heifit abzdhlbar unendlich genau dann, wenn
eine Bijektion f: IN — A existiert.

Bemerkung 5.5 Eine Menge, die endlich oder abzihlbar unendlich ist,
wird abzdhlbar genannt. Ist A abzdhlbar unendlich, und ist f: N — A
eine Bijektion, so kénnen wir statt f(n) auch einfacher a,, schreiben. Es ist
dann A = {a, | n € IN}. Die Uberlegung zeigt, daf8 eine Menge A genau
dann abzéhlbar unendlich ist, wenn sie sich bei geeigneter Indizierung in der
Form A = {a, | n € IN} darstellen 1a8t, wobei fiir n # m stets a, # an, zu
gelten hat.

Lemma 5.6 Wenn A und B abzihlbar unendliche Mengen sind, so ist auch
die Vereinigung A U B abzdihlbar unendlich.

Beweis. Es seien A und B abzdhlbar unendliche Mengen. Nach Bemer-
kung 5.5 kénnen wir die beiden Mengen in der Form A = {a, | n € N}
beziehungsweise B = {b,, | n € IN} darstellen. Wir erhalten zunéchst eine
surjektive Funktion g: N — AU B, indem wir

_ ) anye falls n gerade
9(n) { bin-1),2 falls n ungerade

setzen. Die Funktion g laft sich wie folgt bildlich darstellen—wir erhalten
die Folge ¢(0),g(1),..., indem wir den Pfeilen von ¢(0) = ay beginnend
folgen:

by by by by by by by by bg by by,

NN

%% %B%% %% %% %
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Abbildung 5.2: Das kartesische Produkt zweier abzdhlbar unendlicher Men-
gen ist abzéhlbar unendlich.

Offenkundig ist ¢ injektiv (und damit bijektiv) genau dann, wenn A und B
disjunkt sind. Da wir nicht voraussetzen, dafl A und B disjunkte Mengen
sind, miissen wir im Fall ANB # () die Abbildung g noch etwas abéndern, um
eine bijektive Funktion zu erhalten. Es reicht, wenn wir induktiv definieren
f(0) := g(0) = ag sowie f(n) := das erste Element der Folge g(n),g(n +
1),g9(n +2),..., das nicht in {fo,..., fn—1} enthalten ist. m

Lemma 5.7 Ist n > 1 und sind Aq,..., A, abzihlbar unendliche Mengen,
so ist auch die Vereinigung U;—y _,, Ai abzdhlbar unendlich.

Beweis. Dies folgt mit einer offenkundigen Induktion aus Lemma 5.6. m

Lemma 5.8 Wenn A und B abzdhlbar unendliche Mengen sind, so ist auch
das kartesische Produkt A x B abzihlbar unendlich.
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Beweis. Es seien A und B abzéhlbar unendliche Mengen. Nach Bemer-
kung 5.5 kénnen wir die beiden Mengen in der Form A = {a, | n € N}
beziehungsweise B = {b,, | n € IN} darstellen. Man kann nun eine Bijektion
f von IN auf A x B an Figur 5.2 ablesen, wo die Elemente des kartesischen
Produkts A x B genau den Gitterpunkten entsprechen. Dazu beginnen wir
mit f(0) := (ao, bo). Die Aufzéhlung der weiteren Elemente f(1), f(2) etc.
erhalten wir, indem wir den Pfeilen folgen. Es ist offenkundig, dafl die Abbil-
dung f in der Tat eine Bijektion ist. Damit ist das Produkt A x B abzihlbar
unendlich. m

Lemma 5.9 Ist n > 1 und sind Ay, ..., A, abzihlbar unendliche Mengen,
so ist auch das kartesische Produkt [];,—y _, A; abzdihlbar unendlich.

Beweis. Dies folgt leicht aus Lemma 5.8 mittels vollstdandiger Induktion. m

Lemma 5.10 Fiir jedes n € IN bezeichne A, eine abzihlbar unendliche
Menge. Dann ist die Vereinigung \J, ey An abzdhlbar unendlich.

Beweis. Nach Bemerkung 5.5 kénnen wir jede der Mengen A,, in der Form
Ap = {an; | i € N} indexieren!. Wie in Figur 5.3 dargestellt, kénnen wir
eine Synthese der Beweisideen der Lemmata 5.6 und 5.8 verwenden, um
zunéchst eine surjektive Funktion g: IN — (J,,cny An zu definieren. Wir er-
halten die Folge der Elemente g(0),¢(1),... indem wir von ag; beginnend
den Pfeilen folgen. Ausgehend von ¢ konnen wir wie im Beweis von Lem-
ma 5.6 leicht eine bijektive Funktion f: IN — (U, cn An gewinnen, indem wir
mehrfach aufgezihlte Elemente in g(0), g(1),... jeweils {iberspringen. m

Lemma 5.11 Es sei A # () ein endliches oder abzihlbar unendliches Al-
phabet. Dann ist die Menge A* aller Worter iiber A abzihlbar unendlich.

Beweis. 1. Ist A endlich und hat genau k > 0 Elemente, so gibt es fiir
jede mogliche Liange n genau k" viele Worter der Lénge n iiber A. In der
Tat, da man jedes Wort der Lénge n als eine Abbildung von {1,...,n} in
A auffassen kann (vgl. hierzu die Diskussion in Abschnitt 3.6.3), folgt dies
unmittelbar aus Lemma 3.33. Da jede der Mengen A" (n € IN) damit endlich

IFiir Leser mit Hintergrundwissen in Mengenlehre sei bemerkt, da wir hier eine schwa-
che Form des sogenannten Auswahlazioms benutzen.
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Abbildung 5.3: Die Vereinigung abzéhlbar unendlich vieler abzéhlbar un-
endlicher Mengen ist abzdhlbar unendlich.
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ist, konnen wir als Folge f(0), f(1),... zuerst das leere Wort, danach alle
Worter der Lénge 1 {iber A, danach alle Worter der Lénge 2 {iber A etc.
aufzéhlen. Hierbei kénnen wir etwa annehmen, dafl die Menge der Worter
fester Lange jeweils in der lexikographischen Ordnung aufgefiihrt werden.
Dadurch ergibt sich offenkundig eine Bijektion von IN auf A* = (J,,cn A™.

2. Ist A abzahlbar unendlich, so folgt aus Lemma 5.9 zunéchst, dafl jede
der Mengen A™ (n € IN) abzéhlbar unendlich ist. Nun zeigt Lemma 5.10,
dal auch A* = J,,cy A" abzéhlbar unendlich ist. m

5.3 Uberabzihlbare Mengen

Wir werden nun zeigen, dafl es Mengen gibt, die echt méchtiger sind als IN.
Mengen dieser Art heiflen auch wberabzdhlbar.

Satz 5.12 (Cantor) Die Menge R der reellen Zahlen ist iberabzihlbar.

Beweis. Wir zeigen, dafl die Menge der reellen Zahlen im Intervall [0, 1]
iiberabzahlbar ist. Damit ist offensichtlich IR selbst {iberabzahlbar.

Die Abbildung f: N — [0,1]; n — 1/(n + 1) ist offenkundig injektiv.
Nach Definition 5.1 Nr. 2 bleibt zu zeigen, daf} es keine Bijektion zwischen
IN und [0,1] gibt. Wir nehmen an, dafl es eine solche Bijektion gibt und
fithren die Annahme zu einem Widerspruch. Es sei also h eine Bijektion von
IN auf [0,1]. Wir wihlen eine eindeutige Dezimaldarstellung und schreiben
nun die Glieder der Folge

h(0), h(1), h(2), ...

in dieser Dezimaldarstellung untereinander. In der nachfolgenden Abbildung
sind also die Eintrége h; ; Ziffern aus {0,1,...,9} und jede Zahl aus [0, 1]
ist nach Voraussetzung in genau einer Zeile aufgefiihrt.
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h©) =
hw =
@ =
@) =
@ =
h(e) =
h©) =
) =
®) = A"

Wir konstruieren nun eine neue Zahl dadurch, dafl wir die Ziffern der Dia-
gonalen iiberall abdndern. Wenn h; ; eine der Ziffern {0,1,2,3,4,5} ist, so
sei b ; die Ziffer 8, falls aber h;; eine der Ziffern {6,7, 8,9} ist, so sei h ; die
Ziffer 1. Nun liegt die Zahl

d=0,hjo b, L3

sicherlich im Intervall [0,1]. Sie miifite also geméf unserer Annahme mit
einer der Zeilen h(j) zusammenfallen. Dies ist jedoch nicht der Fall: die j-te
Ziffer der Zahl h(j) lautet hj;, die j-te Ziffer von d lautet 7} ; und diese
Ziffern sind nach Konstruktion verschieden. Wenn aber die j ten Ziffern
zweier Zahlen verschieden sind, dann miissen natiirlich die Zahlen selbst
verschieden sein, somit gilt d # h;. Da j beliebig war, kann d nicht in der
Liste h(0), h(1),... sein. Wir erhalten also den erwiinschten Widerspruch.
Es kann somit keine Bijektion zwischen IN und [0, 1] geben. Damit sind [0, 1]
und IR selbst {iberabzdhlbar. ®

Das hier angewandte Verfahren geht auf Georg Cantor zuriick und ist un-
ter der Bezeichung Cantorsches Diagonalverfahren bekannt. Man beachte,
daf} sich die kritische Zahl d durch Abdnderung der Ziffern der Diagonalen
ergibt. Durch ein dhnliches Diagonalargument kann das folgende Lemma
bewiesen werden.

Lemma 5.13 Die Menge NV aller Abbildungen von IN in IN ist iberabzihl-
bar.
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Beweis. Ubung (vgl. Aufgabe 5.4). m

Natiirlich kann man im Bereich des Endlichen zu jeder Menge eine echt
groflere angeben. Die vorigen Resultate zeigen, dafl es auch im Unendlichen
zumindest gewisse Grofenunterschiede gibt: die Mengen IR und INY sind echt
méchtiger als die Menge IN, im Sinn von Definition 5.1. Der nun folgende Satz
von Cantor zeigt, daf§ es auch im Bereich des Unendlichen sogar unendlich
viele GroBenunterschiede gibt.

Satz 5.14 (Cantor) Sei M eine beliebige Menge. Dann ist die Potenzmen-
ge P(M) echt mdchtiger als M.

Beweis. Geméf Definition 5.1 Nr. 2 ist zu zeigen, dafl M zwar injektiv
in P(M) abbildbar ist, aber nicht bijektiv. Die Abbildung f: m — {m}
liefert eine Injektion von M in P(M). Angenommen es gibe eine Bijektion

b: M — P(M). Es sei

D={meM|m¢bim)}.

Da D ein Element von P(M) ist, existiert ein d € M mit D = b(d). Nun
sind zwei Fille denkbar, d € D oder d ¢ D. Im ersten Fall folgt d € b(d),
also d € D nach Definition von D, daher ergibt sich ein Widerspruch. Im
zweiten Fall gilt aber d & b(d), woraus d € D folgt, wir erhalten ebenso einen

Widerspruch. Damit ist die Annahme widerlegt, es konne eine Bijektion von
M auf P(M) geben. m

Man kann den vorhergehenden Beweis wieder als Diagonalargument auf-
fassen. Um dies bildlich zu verdeutlichen, stellen wir uns die Elemente
m,mn,...von M in linearer Ordnung auf einer horizontalen Achse vor. Wenn
es nun eine Bijektion b wie im obigen Beweis géibe, so konnten wir alle Ele-
mente der Potenzmenge 2 in der entsprechenden Reihenfolge b(m), b(n), . . .
auf einer vertikalen Achse untereinanderschreiben. Wir stellen uns dabei vor,
dafl diese Elemente in der Form charakteristischer Funktionen X, Xn,- - -
beschrieben sind (vgl. Kap. 3.6.2). In unserer Abbildung ist also angedeutet,
daB m ein Element von b(n) ist, n hingegen nicht. Ahnlich ist m ein Element
von b(m), aber n nicht.
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M
Xm: Ll—‘ Lcﬂ
X 1] &—K

Die Menge d aus dem obigen Beweis, wenn wir sie als charakteristische
Funktion darstellen, ist genau diejenige Funktion, die wir dadurch erhalten,
dafl wir auf der Diagonalen jede Null zu einer Eins abéndern und umgekehrt.
Deswegen kann die so erhaltene charakteristische Funktion bzw. Teilmenge
aus M mit keiner der Mengen b(m) fir m € M {ibereinstimmen, und wir
erhalten den iiblichen Widerspruch.

5.4 Anwendungen

Am Schlufl des Kapitels wollen wir zeigen, dafi Cantors Satz 5.14 einige
bemerkenswerte negative Konsequenzen fiir die Moglichkeit der Représen-
tation von formalen Sprachen (vgl. Definition 3.11) mittels Grammatiken
hat. Es sei A ein nichtleeres Alphabet. Es ist fiir die nachfolgenden Uber-
legungen natiirlich, sich A als endliche Menge von Symbolen vorzustellen,
auch wenn wir das nicht vorauszusetzen brauchen. In Lemma 5.11 hatten wir
gezeigt, daBl die Menge aller Worter A* abzdhlbar unendlich ist. Nun zeigt
Satz 5.14 aber, daf} es iiberabzéhlbar viele Sprachen iiber dem Alphabet A
gibt.

Formale Sprachen kénnen auf viele unterschiedliche Arten durch Gram-
matiken beschrieben werden. Wir werden nicht darauf eingehen, was genau
unter einer Grammatik fiir eine Sprache zu verstehen ist. Zwei Prinzipien
sind auch so einsichtig:

1. Jede Grammatik ist selbst eine endliche Symbolfolge iiber einem ge-
eigneten endlichen oder abzihlbar unendlichen Alphabet B,
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2. Eine gegebene Grammatik représentiert maximal eine formale Spra-
che.

Das Alphabet B zum Schreiben von Grammatiken denken wir uns nach-
folgend als fest vorgegeben. Aus Prinzip 1 folgt mit Lemma 5.11, daf
es (hochstens) abzéhlbar unendlich viele verschiedene Grammatiken geben
kann. Damit kénnen aber aufgrund Prinzip 2 hochstens abzdhlbar unend-
lich viele formale Sprachen durch Grammatiken représentiert werden. Da es
iiberabzihlbar viele formale Sprachen gibt, sind also die meisten formalen
Sprachen nicht durch Grammatiken beschreibbar.

Ein dhnliches negatives Resultat ergibt sich aus Lemma 5.13 beziiglich
der Moglichkeit, alle Funktionen aus INN durch den Computer berechnen zu
lassen. Wir lassen wiederum offen, was es bedeutet, eine Funktion f: IN — IN
durch ein Computerprogramm berechnen zu kénnen, und legen uns nur auf
zwel Prinzipien fest.

1. Eine Computerprogramm ist selbst eine endliche Symbolfolge iiber
einem geeigneten endlichen oder abzihlbar unendlichen Alphabet B,

2. Eine gegebenes Computerprogramm berechnet maximal eine Funktion

fiIN— IN.

Wie im vorigen Fall ergibt sich nun aus Lemma 5.11, da es (hochstens)
abzéhlbar unendlich viele verschiedene Computerprogramme geben kann.
Angesichts von Lemma 5.13 bedeutet dies, daf§ die meisten Funktionen
f: IN — IN nicht durch ein Computerprogramm berechenbar sind.

5.5 Aufgaben zu Kapitel 5

Aufgabe 5.1 Esseien A, B und C Mengen. Die Schreibweise |A| < |B| sei
wie in Abschnitt 5.1 erkldrt. Zeigen Sie: aus |A| < |B| und |B| < |C] folgt
4] < [C].

Aufgabe 5.2 Zeigen Sie, dafl die Menge Q der rationalen Zahlen abzihlbar
unendlich ist.
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Aufgabe 5.3 Fiir ¢ € IN sei A; eine endliche nichtleere Menge. Fiir i # j
seien A; und A; stets disjunkt (i, j € IN). Zeigen Sie, dafl J;c Ai abzéhlbar
unendlich ist.

Aufgabe 5.4 Beweisen Sie Lemma 5.13: die Menge INN ist iiberabzéihlbar.

5.6 Bibliographische Angaben

Der Satz von Cantor-Bernstein wurde von Felix Bernstein bewiesen. Die
obige Darstellung des Beweises folgt [Fel79] Band III (Kap. 8) und geht auf
J. Konig [K606] zuriick. In [Fel79] findet sich auch eine Verallgemeinerung
dieses Satzes, die von Dedekind und Peano bewiesen wurde, sowie weiterer
Hintergrund zu dem Themenbereich dieses Kapitels. Zwei interessante po-
pulédrwissenschaftliche Biicher, in denen die Bedeutung von Diagonalmetho-
den in Hinblick auf die Moglichkeiten und Grenzen der sogenannten , kiinst-
lichen Intelligenz* kontrér diskutiert werden, sind [Hof79] und [Pen90].



Strukturen und Algebren

In unseren bisherigen Betrachtungen hatten wir—zumindest auflerhalb der
illustrierenden Beispiele—nie eine gegebene Menge mit ganz bestimmten
Relationen oder Funktionen in Verbindung gebracht. Auch unter den Ele-
menten einer Menge hatten wir keinerlei Unterschiede gemacht, alle hatten
denselben Stellenwert. Diese einfache Perspektive ist sinnvoll, wenn es dar-
um geht, die abstrakte Natur der Grundkonzepte zu erfassen. Sie ist aber
zu farblos, wenn man wirklich interessante mathematische Gegensténde be-
trachtet, deren Analyse einem tatsichlichen Zweck dient.

Betrachten wir als Beispiel die natiirlichen Zahlen. Wenn wir uns fiir
zweistellige Funktionen auf dieser Menge interessieren, so gibt es unend-
lich viele!. Fast alle sind jedoch herzlich uninteressant. Zweifelsfrei wichtig
hingegen ist die Addition, oder auch die Multiplikation. Wir verbinden die
Grundmenge IN fast ,,automatisch“ mit diesen Funktionen. Nach einer wich-
tigen zweistelligen Relation gefragt, denken wir sofort an die kleiner-gleich-
Relation. Es ist also diese Grundmenge in natiirlicher Weise assoziiert mit
ganz bestimmten Funktionen und Relationen. Eine entsprechende Beobach-
tung 148t sich auch iiber die Situationen und Sprechkontexte machen, die wir
mittels natiirlicher Sprache beschreiben. Nur fiir bestimmte, interessierende
Relationen haben wir sprachliche Ausdrucksmittel (zum Beispiel Verben wie
, kennt“, liebt“, | sieht“, oder Nomen wie , Frau“, ;,Mann“ oder ,,Kind“)
in der Umgangssprache, die Mehrzahl der mathematisch denkbaren Relatio-
nen hingegen ist irrelevant und daher auch sprachlich nur iiber Umwege zu

'In Kapitel 5 hatten wir gezeigt, da8 es sogar iiberabzihlbar viele sind.

155
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beschreiben.

Es liegt also nahe, eine gegebene Grundmenge und die ,,dazugehdrigen
relevanten Relationen und Funktionen zu einem gemeinsamen Objekt zu-
sammenzufassen. FEine solche Zusammenfassung leistet der Begriff der Struk-
tur, den wir in diesem Kapitel beschreiben.

Nach einer formalen Definition des Begriffs der Struktur geben wir im er-
sten Teilkapitel einen kurzen Uberblick iiber verschiedene Klassen von Struk-
turen, die in der mathematischen Literatur, insbesondere im Teilgebiet der
Algebra, untersucht werden. Viele dieser Klassen sind auch fiir andere Fécher
und Disziplinen von grofler Bedeutung, einige Anmerkungen hierzu sind bei-
gefiigt. In Abschnitt 6.3 gehen wir auf Teilstrukturen und Erzeugung von
Teilstrukturen ein. Im Anschluff werden in Kapitel 6.4 spezielle Funktionen
zwischen Strukturen betrachtet, die mit den ausgezeichneten Funktionen,
Relationen und Elementen in besonderer Weise vertriglich sind. Funktio-
nen dieser Art sind unter der Bezeichnung ,,Homomorphismen“ bekannt.
SchlieBlich verfeinern wir in Abschnitt 6.5 das Konzept der Aquivalenzrela-
tion und gehen auf sogenannte Kongruenzrelationen ein. Wir stellen dar, wie
man mittels einer Kongruenzrelationen auf einer Struktur eine vereinfachte
Variante dieser Struktur definieren kann.

6.1 Beispiele und Klassen von Strukturen

Um den Begriff der Struktur zu formalisieren, gibt es eine Reihe notationeller
Alternativen. Wir beginnen mit einer Beschreibung, die sich aufgrund ihrer
FEinfachheit gut zur Darstellung einzelner Strukturen eignet. Spéter geben
wir noch eine modifizierte Definition, die vom Begriff der Signatur Gebrauch
macht. Diese zweite Darstellungsart ist etwa beim Vergleich ,,&hnlicher“
Strukturen vorteilhaft.

Definition 6.1 Eine Struktur ist ein Tupel A, dessen erste Komponente
eine nichtleere? Menge A ist, die Grundmenge oder Grundbereich von A ge-
nannt wird. Die weiteren Komponenten représentieren eine Folge von Funk-
tionen, Relationen und Elementen von A.

2Den nichtleeren Grundbereich bei Strukturen fordert man, um pathologische Situa-
tionen auszuschlieBen. Sétze wie (Va: R(x)) = (Jz: R(z)) sind damit in jeder Struktur
stets erfiillt.
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Die in der Beschreibung enthaltenen Funktionen und Relationen haben be-
liebige positive Stelligkeit. Sie werden manchmal als die ausgezeichneten
Funktionen beziehungsweise Relationen bezeichnet. Entsprechend spricht
man von den ausgezeichneten Elementen der Struktur. Die ausgezeichneten
Funktionen werden oft auch als die Operationen der Struktur bezeichnet.

Die obige Definition beinhaltet eine notationelle Konvention, die wir stets
verwenden, wenn wir iiber nicht ndher festgelegte oder bekannte Strukturen
reden: ist A (B,...) eine Struktur, so verwenden wir A (resp. B,...) als Symbol
fiir die zugehorige Grundmenge.

Hinter den bekannten Zahlbereichen wie den natiirlichen Zahlen und den
reellen Zahlen stehen Strukturen. Wiahrend der Grundbereich hier klar ist,
kann man jeweils unterschiedliche Funktionen (etwa Addition, Multiplikati-
on, Exponentiation,...), Relationen (kleiner-gleich und andere) und Elemen-
te (0, 1, e, 7, ...) in die formale Beschreibung mitaufnehmen. Die konkrete
Auswahl hiangt vom intendierten Anwendungsgebiet ab.

Beispiele 6.2 Die Menge der natiirlichen Zahlen mit der Addition und der
iiblichen Ordnung (IN, +, <) ist eine Struktur. Eine vergleichbare Struktur
ist (R,+,<).3

Um das Konzept der Struktur besser zu verdeutlichen, stellen wir zunéchst
eine ldngere Liste bestimmter Klassen von Strukturen auf. Die nachfol-
gend beschriebenen Klassen sogenannter ,,Algebren “ sind in der Mathematik
wohluntersucht, wir werden auch nicht andeutungsweise auf die dort erhal-
tenen Resultate eingehen kénnen und verweisen auf die sehr umfangreiche
Spezialliteratur, zu der sich einige Anmerkungen am Kapitelende befinden.

6.1.1 Algebren

Algebren? zeichnen sich dadurch aus, da8 sie keine ausgezeichneten Relatio-
nen enthalten.

3Ublicherweise wird fiir die Addition auf den bekannten Zahlbereichen stets das Symbol
.+ verwendet, obwohl es sich im strikten Sinn um unterschiedliche Funktionen (i.e.,
Mengen von geordneten Paaren) handelt. Ahnliches gilt fiir die Verwendung des Symbols
77S “'

“Der Begriff ,,Algebra“ wird in zwei unterschiedlichen Bedeutungen verwendet. Einer-
seits bezeichnet er ein Teilgebiet der Mathematik, andererseits die hier dargestellte Klasse

von Strukturen.
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Definition 6.3 Eine Struktur heifit Algebra genau dann, wenn sie nur aus-
gezeichnete Funktionen und ausgezeichnete Elemente enthélt.

Wir wollen nachfolgend einige Typen von Algebren angeben, auf denen
Funktionen ausgezeichnet sind, die sich #hnlich wie die Rechenoperatio-
nen — Multiplikation oder Addition — auf den oben erwihnten Zahlbe-
reichen verhalten. Teilweise werden diese Funktionen daher als ,,Multipli-
kation“ oder ,,Addition“ bezeichnet, obwohl es nicht notwendigerweise eine
direkte Beziehung zur iiblichen Multiplikation oder Addition gibt. Zunéchst
betrachten wir Algebren, wo wir lediglich eine verallgemeinerte Art der Mul-
tiplikation haben. Diese werden als Halbgruppen bezeichnet.

Definition 6.4 Eine Halbgruppe ist eine Algebra H = (H,-), wo ,,-* eine
zweistellige und assoziative Funktion auf H ist. Es muf} also gelten:

Va,b,ce H:a-(b-c)=(a-b)-c.

Eine Halbgruppe H = (H,-) heifit kommutativ genau dann, wenn ,,-“ eine
kommutative Funktion ist, wenn also gilt: Vhy,ho € H: hy - ho = ho - h1.

Offenkundig sind die oben genannten Zahlbereiche kommutative Halbgrup-
pen, wenn wir uns auf die Addition oder die Multiplikation beschrinken.
Bezeichnet 24 die Potenzmenge der Menge A, so sind (24,U) und (24,N)
kommutative Halbgruppen.

Eine Halbgruppe, die in der Informatik besondere Bedeutung hat, stellt
das nachfolgende Beispiel dar.

Beispiel 6.5 Es sei A ein nichtleeres Alphabet. Wie gewohnt schreiben wir
A* fiir die Menge aller Worter iiber A (vgl. Def. 3.9). Bezeichnet ,,0“ die
in Beispiele 3.34 Nr. 5 definierte Konkatenation von Wértern, so ist (A*, o)
eine Halbgruppe. In der Tat ist ,,0“ offenkundig assoziativ. (A*, o) wird auch
die von A frei erzeugte Halbgruppe genannt.

Eine andere (in vieler Hinsicht verwandte) Halbgruppe erhalten wir, wenn
wir die Menge aller Relationen auf einer Menge mit der Komposition be-
trachten.
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Beispiel 6.6 Es sei A eine nichtleere Menge und R(A) die Menge aller
zweistelligen Relationen auf A. Bezeichnet ,,0* die in Definition 3.23 er-
klirte Komposition von Relationen, so ist (R(A),o) eine Halbgruppe, wie
sich sofort aus Lemma 3.27 ergibt.

Eine weitere verwandte Halbgruppe bildet die Menge aller Sprachen iiber
einem Alphabet zusammen mit der Komposition von Sprachen.

Beispiel 6.7 Es bezeichne £(A) die in Definition 3.11 eingefiihrte Menge
aller Sprachen iiber dem Alphabet A und ,,0“ die in Beispiele 3.34 Nr. 7 er-
kldrte Komposition von Sprachen. Dann ist (£(A), o) eine Halbgruppe. Aus
der Definition der Komposition folgt leicht, dafl es sich um eine assoziative
Funktion handelt (vgl. Aufgabe 6.1).

Die genannten Beispiele von Halbgruppen H = (H,-) machen deutlich,
dafl man in sehr vielen Féllen ein sogenanntes Neutralelement beziiglich ,,-
hat, das heifit ein Element 13 € H, fiir das gilt:

Vhe H:1y-h=h- 14 = h.

Oft wird man einem solchen Element einen besonderen Stellenwert zukom-
men lassen. Dies motiviert den nachfolgenden Begriff.

Definition 6.8 Ein Monoid ist eine Algebra M = (M, 1), wo (M, )
eine Halbgruppe ist, und wo 1,4 ein Neutralelement beziiglich ,,-“ ist.

Alle oben genannten Halbgruppen besitzen ein Neutralelement und kénnen
auch als Monoid beschrieben werden. Es bleibt dem Leser {iberlassen, jeweils
das Neutralelement anzugeben (vgl. Aufgabe 6.2).

Wenn wir von den Monoiden dadurch einen Schritt weitergehen, dafl
wir eine verallgemeinerte Division einfiihren, kommen wir zu den sogenann-
ten Gruppen. Diese Algebren wurden erstmals von E. Galois® eingefiihrt im
Zusammenhang mit dem Problem der Losung von Gleichungen durch so-
genannte Radikale. Heute spielen Gruppen in vielen Bereichen eine grofle
Rolle, unter anderem in der Kristallographie, in der Quantenmechanik, und
in der Relativitatstheorie.

SEvariste Galois, franzosischer Mathematiker (1811-1832).
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Definition 6.9 Eine Gruppe ist eine Algebra der Form G = (G,-,1g,7%)
wo gilt:

1. (G, 1g) ist ein Monoid,
2. ,, 7 “ist eine einstellige Funktion g — ¢~! auf G, genannt Inversenbil-
dung, die die folgende Bedingung erfiillt: Vg € G: g-g~' =g~ 1-g = 1g.

Wie im Falle von Halbgruppen spricht man von einer kommutativen (oder
abelschen®) Gruppe, wenn die sogenannte Gruppenmultiplikation ,,-“ kom-
mutativ ist.

Beispiel 6.10 Zu periodischen Ornamenten gibt es eine Gruppe, die die
moglichen Verschiebungen beschreibt, welche zur Deckungsgleiche fithren.
Betrachten wir als ein Beispiel das folgende Relief, das wir uns in alle vier
Richtungen unendlich fortgesetzt denken.

UKL

CRAARARARAAD

19.9.9.,9,9.9,
XXX

Offenkundig gibt es zu jeder Verschiebung eine Umkehrungverschiebung,
wodurch sich die fiir Gruppen typische Inversenbildung ergibt.

Beispiel 6.11 Verwandte Beispiele von Gruppen erhalten wir etwa, wenn
wir bestimmte Drehungen eines regelméfligen Korpers betrachten. Die nach-
folgende Abbildung reprisentiert die sechs Elemente der sogenannten Die-
dergruppe des Grads 3, die mit D3 bezeichnet wird.

®henannt nach dem norwegischen Mathematiker Niels Henrik Abel (1802-1829).
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Wenn wir die mehrfache Multiplikation eines Gruppenelements mit sich
selbst in der iiblichen Exponentenschreibweise abkiirzen, so gelten die Bezie-
hungen d® = 1 und k? = 1. Jedes Element der Gruppe kann durch Multipli-
kation von Elementen k£ und d in geeigneter Vielfachheit dargestellt werden,
wie in der Figur angedeutet ist. Allgemeiner bilden fiir jede Zahl n > 1 die
Drehungen und Klappungen eines regelméfligen n-Ecks in dhnlicher Weise
eine Gruppe, die mit D,, bezeichnet wird.

Beispiel 6.12 Eine andere wichtige Klasse von Gruppen stellen die soge-
nannten Permutationsgruppen dar. Wie bereits erwdhnt ist eine Permuta-
tion eine bijektive Abbildung einer Menge M in sich selbst. Wenn wir fiir
M die Menge {1,2,3} wéhlen, so erhalten wir die folgenden Permutationen
M — M:

1 — 1 1 — 3 1 — 2
2 = 2 2 = 1 2 = 3
3 — 3 3 — 2 3 — 1
(1 — 1] (1 — 2] 1 — 3]
2 = 3 2 = 1 2 —
3 = 2 3 — 3 3 — 1

Die Menge dieser Abbildungen, mit der Komposition als Verkniipfung, bildet
eine Gruppe, unabhéngig von der Zahl der Elemente. Die Inversenbildung
wird durch die jeweilige Umkehrabbildung einer Permutation geliefert. Dem
Leser bleibt iiberlassen, im Spezialfall von drei Elementen die Diedergruppe
D5 und die obige Permutationsgruppe auf etwaige Ahnlichkeiten zu unter-
suchen (vgl. Aufgabe 6.23).

Ist R C A x A eine zweistellige Relation, so kénnte man vielleicht vermuten,
daf es sich beim Ubergang zur inversen Relation R~ um eine Inversenbil-
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dung im gruppentheoretischen Sinn handelt. Dies ist jedoch im allgemeinen
nicht der Fall, da in der Regel die Gleichung R o R~! = Id 4 nicht gilt.

Die néchste zu besprechende Klasse stellen die sogenannten Ringe dar, in
denen man—grob gesprochen—in der gewohnten Weise addieren, subtrahieren
und multiplizieren darf, aber nicht notwendigerweise dividieren.

Definition 6.13 Ein Ring ist eine Algebra der Form R = (R,+,0gr, —, ")
wo gilt:

1. (R,+,0g, —) ist eine kommutative Gruppe,

2. (R,-) ist eine Halbgruppe,

3. es gelten die beidseitigen Distributivgesetze, das heifit es gilt
Ve,y,z€ Rz - (y+z2)=z-y+x-2 AN (x4y)-z=x-2+y-z

Fin Ring heifit kommutativ genau dann, wenn die Ringmultiplikation ,,-
kommutativ ist. Beispielsweise bilden die ganzen Zahlen mit der Addition
und der Multiplikation einen kommutativen Ring. Ist R ein Ring, und be-
zeichnet F := RM die Menge aller Abbildungen einer nichtleeren Menge M
in R, so kénnen wir auf F' durch die Definitionen (f +r g)(z) := f(x)+ g(x)
sowie (f -r g)(x) = f(x) - g(z) (x € M) eine Ringstruktur erhalten. Die
FEinzelheiten bleiben dem Leser iiberlassen.

Beispiel 6.14 Aus dem Ring der ganzen Zahlen kénnen wir durch eine
einfache Konstruktion zu jeder natiirlichen Zahl n > 0 einen kommutati-
ven Ring mit genau n Elementen erhalten. Dazu stellen wir uns die ganzen
Zahlen auf einer Uhr mit den ,,Stunden® 0, ..., n — 1 aufgewickelt vor. Dies
ist in Abbildung 6.1 fiir den Fall n = 6, wo wir also die Stunden 0,...,5
haben, dargestellt. Es wird deutlich, dal durch das Aufwickeln genau dieje-
nigen ganzen Zahlen auf derselben Stunde zu liegen kommen, die beim Teilen
durch n denselben Rest lassen. Wie in Beispiele 4.7 Nr. 2 und in Beispiel 4.12
angedeutet, wird hierdurch eine Aquivalenzrelation beschrieben. Die Aqui-
valenzklassen [0],...,[5] sind jeweils grau unterlegt und entsprechen den 5
Stunden. Auf der Menge {[0],...,[5]} erkldren wir nun ,,Uhrenaddition &*,
,,Uhrenmultiplikation ®“ und Inversenbildung ,,©6“ in der Form

ol = [+,
[obl = [
ol = [—1].
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Abbildung 6.1: Der Ring Zg.

Hierbei stehen ,,+¢, ,,-“ und ,,—“ fiir die iiblichen Operationen auf den
ganzen Zahlen. Fiir die Uhrenaddition addiert man also die beiden Zahlen ¢
und j zunéchst wie gewohnt, und nimmt dann die zugeordnete Stunde oder
Aquivalenzklasse [i + j]. Im dargestellten Fall n = 6 erhiilt man also etwa
4@ [4] = [8] = [2] wnd [4] ® [3] = [12] = [0].

Bei den Definitionen ist nachzuweisen, dafl sie wohldefiniert, das heif3t
unabhéngig von der Wahl der Représentanten ¢ und j sind. Im Fall der
Uhrenaddition ,,®* folgt dies daraus, dal Drehungen um Vielfache von 360
Grad irrelevant fiir die Zugehorigkeit zu einer Aquivalenzklasse sind. Ahn-
liches gilt fiir die Inversenbildung ,,& . Betrachten wir nun die Uhrenmulti-
plikation. Falls [i] = ['] und [j] = [j'], so gibt es ganze Zahlen k und [ mit
i=1+k-5und j =75 +1-5. Es folgt

i-j = (' +k-5)-(G +1-5)
i +5- (@ I+ k- j +k-1-5).

Folglich ist i - j — ¢’ - j’ ein ganzzahliges Vielfaches von 5 und [i - j] = [¢* - j'].
Aufgrund der obigen Definitionen iibertragen sich nun Rechengesetze
wie das Kommutativgesetz und das Distributivgesetz sofort. Im Fall des

Distributivgesetzes etwa rechnet man

[ollelk) = Holi+k)=[ G+k)
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= [i-d+i-k=[i-j@fi-k=llo]e]ok]

Man kann somit leicht nachpriifen, dafl die resultierende Algebra ein Ring
mit additiver Null [0] ist. Den fiir eine gegebene Zahl n > 0 auf diese Weise
erhaltenen Ring bezeichnet man als Z,.

Die letzte Klasse von Algebren, die wir kurz darstellen, sind die Korper.
Korper sind dhnlich wie Ringe, erlauben aber die Division durch von Null
verschiedene Elemente. In Kérpern kénnen wir damit in dhnlicher Weise wie
in den rationalen, reellen oder komplexen Zahlen rechnen. Diese Bereiche
bilden auch Standardbeispiele fiir Korper.

Definition 6.15 Ein Korper ist eine Algebra der Form K =
<K’ =+, OKa EERE! 1Ka_1 > WO gﬂt

1. 1k # Ok,

2. (K,+,0g,—,-) ist ein kommutativer Ring,

3. (K \ {0k}, 1x,71) ist eine kommutative Gruppe.
Neben den oben erwahnten unendlichen Koérpern, zu denen noch viele wei-
tere Beispiele existieren, gibt es auch endliche Korper. Der in Beispiel 6.14

eingefiihrte Ring Z,, ist genau dann ein Korper, wenn n eine Primzahl ist.
Fiir n = 5 ist dieser in Abbildung 6.2 angedeutet. Die Elemente von Z5 sind

einfachheitshalber in der Form 0,...,4 (anstelle [0],...,[4]) notiert. Um zu
sehen, dafl Z,, fiir jede Primzahl n stets ein Korper ist, besteht der einzig
wesentliche Schritt darin, zu zeigen, dafl jedes der Elemente 1,...,n — 1

beziiglich der neuen Multiplikation ein Inverses hat. Hierzu vergleiche man

Aufgabe 6.7.

Bemerkung 6.16 Ein interessanter Spezialfall ergibt sich fiir den Fall n =
2, wo sich die zwei ,,Stunden “ 0 und 1 auch als Wahrheitswerte interpretieren
lassen. Die nachfolgende Tabelle gibt die Werte der Addition ,,&* und der
Multiplikation ,,®*“ in Zs wieder.

(a|B]a®B[acs]
0Jo] o 0

011 1 0
110 1 0
11 0 1
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Abbildung 6.2: Endlicher Korper.

Man sieht sofort, dafi die Multiplikation genau der logischen Konjunktion
,,A\“ entspricht, die Addition dem ,,ausschlieBenden oder*, das wir in Kapi-
tel 1 (vgl. Aufg. 1.6) mit dem Symbol ,,4“ bezeichnet hatten. Dies erklért,
warum viele Gesetzméfigkeiten beim Rechnen mit Wahrheitswerten direkt
an Gesetzmaéfigkeiten beim Rechnen mit Zahlen erinnern.

6.1.2 Relationalstrukturen

In verschiedenen Kontexten betrachtet man Strukturen, bei denen iiber-
haupt keine ausgezeichneten Funktionen auftreten.

Definition 6.17 Eine Struktur heifit Relationalstruktur, falls sie nur aus-
gezeichnete Elemente und ausgezeichnete Relationen enthélt.

Die in Kapitel 7 zu besprechenden Graphen bilden eine wichtige Klasse von
Relationalstrukturen. Eine andere Klasse von grofler Bedeutung stellen die
Ordnungsstrukturen dar.

Definition 6.18 Eine Ordnungsstruktur ist eine Relationalstruktur der
Form O = (0,<) wo ,,<“ eine Quasi-Ordnung auf O ist. Ist ,,<* eine
partielle (lineare) Ordnung, so wird O = (O, <) auch eine partiell (linear)
geordnete Menge (englisch oft ,,poset*) genannt.
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Beispiele von Ordnungsstrukturen werden durch die Zahlbereiche der
natiirlichen, ganzen, rationalen und reellen Zahlen geliefert, wenn wir die
iibliche (lineare) Ordnung auf diesen Grundmengen auszeichnen. Allgemei-
nere Ordnungsstrukturen, die sogenannten Verbinde, werden wir in Kapi-
tel 8 ausfiihrlich diskutieren.

Relationalstrukturen treten auch in natiirlicher Weise bei der Formali-
sierung des Inhalts einfacher natiirlich-sprachlicher Sétze auf. Ein ,,Modell ¢
des Satzes ,,Maria liebt einen Geiger* konnte man etwa dadurch erhalten,
daB man auf einer Grundmenge wie A = {Jo,Mary,Sophia,Peter} passende
(zwei- beziehungsweise einstellige) Relationen liebt 4, Geiger 4 auszeichnet,
wie zum Beispiel

liebt 4 := {(Jo, Mary), (Jo, Sophia), (Sophia, Peter) }

sowie Geiger 4 := {Peter}. Die Grundmenge mit den zugehorigen Relationen
bildet dann eine Relationalstruktur 4. Wenn wir die Relation liebt4 durch
Pfeile markieren und den Geiger mit einem Symbol # kenntlich machen, so
erhalten wir folgendes Bild.

Auch andere, bereits vertraute graphische Darstellungen kénnen wir als Re-
lationalstrukturen auffassen. Schachspieler verwenden bei der Analyse von
Schachstellungen eine Reihe von ausgezeichneten Individuen (schwarze Da-
me, weiler Konig, etc.) und Relationen (bedroht, deckt, etc.). Wenn wir
uns auf eine feste Auswahl solcher Relationen und Individuen einigen, so
reprisentieren die in Abbildung 6.3 dargestellten Schachstellungen zwei Re-
lationalstrukturen A und B auf der Grundmenge der jeweiligen Figuren auf
dem Brett. In der links abgebildeten Struktur deckt die weifle Dame den
weilen Konig, wiahrend dies dort nicht auf schwarze Dame und schwarzen
Konig zutrifft.
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Abbildung 6.3: Schachkonfigurationen als Relationalstrukturen.
6.2 Signaturen

Die im Abschnitt 6.1 gegebene Definition einer Struktur erfiillt ihren Dienst,
solange wir nur eine Struktur untersuchen. Eines unserer Ziele wird aber der
systematische Vergleich von Strukturen sein. Ein solcher Vergleich zwischen
zwei Strukturen macht erst Sinn, wenn klar ist, welche der Relationen aus
beiden Strukturen in Beziehung gesetzt werden sollen. Insbesondere muf} zu
jeder Relation der einen Struktur eine ,,korrespondierende“ Relation der an-
deren Struktur festgelegt sein und umgekehrt. Entsprechendes muf§ natiirlich
auch fiir Funktionen und ausgezeichnete Elemente gelten. Um einen syste-
matischen Vergleich zu erleichtern, fithren wir nun den Begriff der Signatur
(auch ,,Ahnlichkeitstyp“ genannt) ein, und geben dann darauf aufbauend
eine modifizierte Definition des Begriffs einer Struktur.

Definition 6.19 Eine Signatur ist eine Menge ¥ von Relationssymbolen,
Funktionssymbolen und Individuennamen (auch Individuenkonstante ge-
nannt). Hierbei ist jedes Relations- und Funktionssymbol mit einer festen
Stelligkeit in IN versehen. Funktionssymbole haben positive Stelligkeit.

Ist X eine Signatur, so bezeichen wir mit 3 die Menge der Relationssymbole
aus X, mit Y r die Menge der Funktionssymbole aus ¥, und mit g die
Menge der Individuenkonstanten aus ¥. Die Mengen Y, X7 und X¢ sollen
natiirlich stets paarweise disjunkt sein.

Beispiel 6.20 Als Beispiel einer Signatur betrachten wir die Menge ¥ =
{kgl, Add, Mult, Null, Eins}. Hierbei sollen das Relationssymbol ,,kgl“ und
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die Funktionssymbole ,,Add* und ,,Mult“ zweistellig sein, Null und Eins
sind Individuenkonstanten.

Es ist nachfolgend wichtig zu verstehen, daf3 die Elemente einer Signatur
wirklich nur Symbole sind!! Diese Symbole stehen fiir Relationen, Funk-
tionen und ausgezeichnete Elemente von ,,passenden® Strukturen, wie die
nachfolgende modifizierte Definition einer Struktur deutlich macht.

Definition 6.21 Es sei ¥ eine Signatur. Eine X-Struktur ist ein Paar
A = (A, I), wobei A eine nichtleere Menge ist, die der Grundbereich von
A genannt wird. Weiterhin ist I eine ,,Interpretationsfunktion®, das heifit
eine Funktion mit Definitionsbereich ¥, die folgende Bedingungen erfiillt:

1. fiir jedes Relationssymbol R € X der Stelligkeit m ist I(R) eine m-
stellige Relation auf A,

2. fiir jedes Funktionssymbol f € Y der Stelligkeit n ist I(f) eine n-
stellige Funktion auf A,

3. fiir jede Individuenkonstante e € ¥¢ ist I(e) ein Element von A.

Beispiel 6.22 Es sei ¥ die Signatur {kgl, Add, Mult, Null, Eins} aus Bei-
spiel 6.20. Setzen wir

I(kgl) = die iibliche Ordnung ,,<*“ auf IR,
I(Add) = die iibliche Addition ,,+“ auf R,
I(Mult) = die iibliche Multiplikation ,,-“ auf R,
I(Eins) = die reelle Zahl 1,

so ist (R, I) eine X-Struktur.

Beispiel 6.23 Es sei X die Signatur mit den Individuenkonstanten
schwarze-Dame, weifie-Dame, schwarzer-Konig, weifer-Konig und den zwei-
stelligen Relationssymbolen deckt und bedroht. Die Schachkonfiguration
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stellt eine Y-Relationalstruktur dar. Die Interpretationsfunktion I ordnet
hierbei der Individuenkonstante ,,schwarze-Dame® die schwarze Dame zu
und ist in analoger Weise fiir die anderen Individuenkonstanten definiert. Die
Interpretation des Relationssymbols ,,deckt® (resp. ,,bedroht®) ist diejenige
Relation, die alle Paare gleichfarbiger Figuren umfafit, wo die erste die zweite
deckt (resp. bedroht), im iiblichen Sinn des Schachspiels.

Wo wir nun zwischen den Symbolen der Signatur und ihrer Interpretation
sauber trennen, sollte man sich klar machen, dafl wir in unserer Darstellung
drei Ebenen zusammenbringen. Die Elemente der Signatur lassen sich als die
primitiven Symbole einer ,,Objektsprache* auffassen, denen erst durch eine
Interpretationsfunktion I in einer Struktur eine feste Bedeutung zugewiesen
wird. Die mathematische Argumentation und das Résonieren iiber Signatu-
ren und Strukturen fithren wir auf der Ebene der ,,normalen“ Sprache, die
nun zur ,,Metasprache“ geworden ist.

Metasprache

Strukturen,

Relationen,
Funktionen,
Elemente

Interpretationsfunktion
Symbole der
Signatur

Objektsprache

Objektbereich

Eine gewisse Schwierigkeit ergibt sich dadurch, daf§ wir auch auf der Ebene
der Metasprache gezwungen sind, sprachliche Symbole zu verwenden, um
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auf die tatsdchlichen Objekte (Strukturen etc.) zu referieren. Dies kann zu
Verwechslungen der beiden Sprachebenen fiihren.

Bemerkung 6.24 In vielen Zusammenhéingen wird man darauf verzichten
wollen, die Interpretationsfunktion I einer Struktur explizit anzugeben. Ei-
ne einfache notationelle Konvention, von der wir nachfolgend Gebrauch ma-
chen, besteht darin, daf§ man fiir die Interpretation eines Funktionssymbols
f € X r in der E-Struktur A = (A, I) einfach f4 schreibt. Analog kann man
die Relationen von A in der Form R4 (R € ¥x) und die ausgezeichneten
Elemente in der Form e 4 (e € ¥¢) notieren.

6.3 Teilstrukturen und Teilalgebren

Wenn man sich ein besseres Bild von einer Struktur machen mdochte, wird
man sich oft zunéchst iiberlegen, wie die Teilmengen der Struktur aussehen,
die selbst wieder eine Struktur bilden.

Definition 6.25 Es seien A und B zwei Strukturen derselben Signatur .
B heifit Teilstruktur (oder Substruktur) von A genau dann, wenn gilt:

(i) BC A,
(ii) fiir jedes R € g mit Stelligkeit m gilt:

Vb1,...,bm € B: Ra(by,...,by) < Rg(b1,...,bm),
(iii) fiir jedes f € ¥ mit Stelligkeit n gilt:
Vb1,...,bn € B: fa(by,...,bn) = fB(b1,...,bn),

(iv) fiir jedes e € X¢ gilt e4 = ep.

Sind die Eigenschaften (i)—(iii) erfiillt, so sagt man auch, daf alle Relationen
und Funktionen der beiden Strukturen auf der Menge B iibereinstimmen,
und daf sich die Funktionen und Relationen von B durch Einschrdinkung der
Funktionen und Relationen von A auf die kleinere Grundmenge B ergeben.

Es ist zu beachten, dafl bei Teilstrukturen die Interpretation der Symbole
aus X allein durch die Angabe des Grundbereichs bereits feststeht.
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Teilstrukturen von Algebren werden auch Teilalgebren genannt. Fiir Al-
gebren einer speziellen Art sind eigene Bezeichnungen fiir Teilalgebren ge-
brauchlich, man spricht etwa von Unterhalbgruppen, Teilmonoiden, Unter-
gruppen, Teilringen und Teilkorpern.

Beispiele 6.26 Wir lassen bei den nachfolgenden Beispielen die Signatur
weg, wenn klar ist, welche Funktionen, Relationen und ausgezeichneten Ele-
mente zueinander korrespondieren.

1. Jede Struktur A ist stets eine Teilstruktur von sich selbst.
2. (N, <,+,0) ist eine Substruktur von (R, <,+,0).

3. Ist A; C Aj ein Teilalphabet des Alphabets Ag, so ist (A7, o) eine Un-
terhalbgruppe von (A3, o). Hierbei bezeichnet ,,0“ die Konkatenation
von Wortern.

4. Fiir n > 1 bezeichne D,, die in Beispiel 6.11 eingefiihrte Diedergruppe
vom Grad n. Wenn n die Zahl m teilt, so ist D,, eine Untergruppe von
D,,.

5. Ist M eine Teilmenge von N, so bildet die Gruppe all derjenigen Per-
mutationen von M, die jedes Element aus M auf sich selbst abbilden,
eine Untergruppe der Gruppe aller Permutationen von V.

6. Der Korper der rationalen Zahlen ist ein Teilkérper von

<]R7 +707 ) 1771 >

7. Es sei X die Signatur {liebt, Geiger} und A = {Jo,Mary,Sophia,Peter}.
Die nachfolgende Figur représentiert eine X-Struktur A, wobei die
Paare der Relation liebt 4 durch Pfeile dargestellt sind, und wo die
Elemente der einstelligen Relation Geiger 4 durch ein Symbol ,,#*
markiert sind. In der rechten Hélfte ist eine von mehreren moglichen
Substrukturen von A dargestellt (vgl. Aufgabe 6.9).




172 6. STRUKTUREN UND ALGEBREN
8. Ist N C M, soist (P(NN),U,N) eine Teilalgebra von (P(M),U,N).

Ist A eine X-Struktur, so kénnen wir fragen, unter welchen Voraussetzungen
eine gegebene nichtleere Teilmenge B C A die Grundmenge einer Teilstruk-
tur B von A ist. Die Verifikation des nachfolgenden Lemmas kénnen wir dem
Leser iiberlassen.

Lemma 6.27 FEine nichtleere Teilmenge B einer X-Struktur A ist die
Grundmenge einer Teilstruktur B von A genau dann, wenn gilt:

1. fiir jedes f € Xx mit Stelligkeit n und fir alle by, ...,b, € B ist auch
fA(bl, e ,bn) € B,

2. fiir jedes e € Yig gilt eq € B.

Die betreffende Teilstruktur ergibt sich durch die Finschrdnkung aller Funk-
tionen und Relationen von A auf die Menge B.

Man sieht, daf eine nichtleere Teilmenge B einer Relationalstruktur A die
Grundmenge einer Teilstruktur B bildet, sobald nur B alle Interpretationen
von Individuenkonstanten der gegebenen Signatur enthélt. Fiir Algebren
hingegen gilt diese Aussage nicht, da im allgemeinen eine gegebene Teilmen-
ge nicht unter Anwendung von Funktionen aus X r abgeschlossen ist.

Die Menge der Teilstrukturen einer gegebenen Struktur ist im nachfol-

gend zu prézisierenden Sinn unter Durchschnittsbildung abgeschlossen.

Lemma 6.28 Fir jedes k aus der nichtleeren Indermenge K sei By =
(Bg, I1,) eine Teilstruktur der X-Struktur A = (A,I). Es sei B := (\,ex Bk
nichtleer. Wir definieren eine Interpretationsfunktion J wie folgt:

o fir R e ¥ sei J(R) := iex Ik(R),
o fir f € Xr sei J(f) := Mper Lk(f),
o fireec g sei J(e) :=I(e).
Hierbei werden die Relationen I(R) und die Funktionen I(f) als Mengen

geordneter Tupel aufgefafit, fiir jedes k € K. Dann ist die Struktur B :=
(B, J) eine Teilstruktur von A.
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Beweis. Ubung (vgl. Aufgabe 6.11). m

Das vorausgegangene Lemma zeigt insbesondere, daf§ der Durchschnitt
zweier Teilstrukturen B; und B einer gegebenen Y-Struktur A mit nichtdis-
junkten Grundmengen B; und Bs stets wieder eine Teilstruktur ist. Wenn
die Signatur 3 zumindest eine Individuenkonstante enthélt, ist diese Nicht-
disjunktheitsforderung automatisch erfiillt.

Es bleibt dem Leser iiberlassen, sich ein Beispiel einer Struktur aus-
zudenken, wo hingegen die Vereinigung zweier Teilstrukturen nicht selbst
wieder eine Teilstruktur ergibt (vgl. Aufgabe 6.12).

Erzeugung von Teilstrukturen

Wir wollen nun der sich hier anschlieBenden Frage nachgehen, wie wir zu
einer gegebenen nichtleeren Teilmenge M einer 3-Struktur A = (A, I) die
kleinste Teilstruktur B von A finden konnen, die M umfafit.

Eine erste, allerdings unbefriedigende Antwort liefert Lemma 6.28: wir
konnen einfach den Durchschnitt aller M umfassenden Teilstrukturen von
A nehmen. Dieser Durchschnitt ist verniinftig erklirt, da ja zumindest A
selbst eine M umfassende Teilstruktur ist. Es ist daher trivial zu sehen, daf3
wir auf diese Art in der Tat die kleinste M umfassende Teilstruktur von A
erhalten.

Aufschlufreicher ist hingegen die folgende induktive Konstruktion (vgl.
Abschnitt 3.6.1), die man als Erzeugung von Teilstrukturen bezeichnet. Wir
fiihren das Symbol (M)* fiir die Grundmenge der gesuchten Teilstruktur
ein.

e Die Basisregel besagt, dafl die Elemente von M selbst und alle Indivi-
duen aus A der Form e 4 fiir e € ¥g zu (M)* gehoren.

e Die induktive Regel besagt, daB fiir jedes Funktionssymbol f € ¥r und
fiir alle Elemente a1, ..., a, aus (M)* (wo n die Stelligkeit von f ist)
stets auch fa(ay,...,a,) zu (M)> gehort.

Bevor wir zeigen, daf die so definierte Menge (M)* tatsichlich die Grund-
menge der kleinsten M umfassenden Teilstruktur von A ist, wollen wir den
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in Abschnitt 3.6.1 beschriebenen schrittweisen Aufbau der induktiv definier-
ten Menge im hier vorliegenden Fall nochmals genauer beschreiben. Hierzu
fithren wir die folgende Abbildung F: P(A) — P(A) ein: fiir N C A sei

F(N):=NU{fa(br,...,by) | f €Sr,b1,...,by € N}.

Es ist also F'(IV) genau diejenige Menge, die wir ausgehend von N erhalten,
wenn wir zu N alle Elemente hinzufiigen, die sich durch die Anwendung der
induktiven Regel auf Elemente aus N ergeben. Wir iterieren diesen Schritt
und definieren FO(N) := N und F"*Y(N) := F(F"(N)). Es ist nun

FO(N) C FY(N)...FF(N) C FFY(N). ..

ein aufsteigender Turm von Teilmengen von A und es gilt (M) =
Unso F" (M U{ea | e € XF}).

Lemma 6.29 FEs seien ¥, A und ) # M C A wie oben. Dann ist (M)* die
Grundmenge der kleinsten M umfassenden Teilstruktur von A.

Beweis. Es sei B die Grundmenge der der kleinsten M umfassenden Teil-
struktur von A. Aus Lemma 6.27 folgt sofort, dafl {e4 | e € ¥} C B und
F(MU{ea | e € ¥r}) C B gilt. Mit einer einfachen Induktion folgt all-
gemeiner F"(M U {e4 | e € ©7}) C B fiir alle n > 0, damit (M)* C B.
Um nun (M)* = B zu verifizieren, reicht es offenkundig, zu zeigen, daf
(M)* bereits die Grundmenge einer M umfassenden Teilstruktur ist. Hier-
zu verwenden wir Lemma 6.27. Wegen M C (M)* ist mit M auch (M)*
nichtleer. Aus {e4 | e € ¥z} C F(M U {eq | e € X5}) C (M)* folgt, daB
(M)* Bedingung 2 aus Lemma 2 erfiillt.

Sind nun by, ..., b, € (M)* und ist f € ¥ ein n-stelliges Funktionssym-
bol, so muB jedes der Elemente b; in einer Schicht F* (M U {e4 | e € £7})
des Turms auftreten (1 < i < n). Bezeichnet k& das Maximum der Zahlen k;
(1<i<n)sogiltby,...,b, € F¥(MU{e4 | e € £5}) und damit gemiB der
Definition von F auch fa(b1,...,b,) € FF*Y (M U{eq | e € Z7}) C (M)*.
Damit ist auch Bedingung 1 aus Lemma 6.27 fiir (M)> erfiillt, was zeigt,
daB (M)* in der Tat die Grundmenge einer M umfassenden Teilstruktur
von A ist. m

Definition 6.30 Es sei M C A. Dann heifit die Menge
(M)® = |J F*(MU{ea|e€XF})

n>0
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das X-FErzeugnis von M.

Wenn wir die Signatur nicht explizit machen, so reden wir einfacher vom
Erzeugnis der Menge M und schreiben (M). Eine notationelle Verwechslung
mit Einertupeln wird nachfolgend stets ausgeschlossen sein.

Beispiel 6.31 Wir betrachten die Struktur der reellen Zahlen mit der Ad-
dition ,,+“ und der Null 0 als ausgezeichnetem Element. Als Ausgangsmenge
nehmen wir die Menge M := {2}. Damit wird
FMU{}) = {0.2,4},
FA(Mu{0}) = {0,2,4,6,8},
F3(Mu{0}) = {0,2,4,6,8,10,12,14,16},

Das Erzeugnis ({2}) besteht also aus allen geraden natiirlichen Zahlen.

Beispiel 6.32 Es sei A ein Alphabet. Es bezeichne A* die Menge aller
Worter iiber A, ,,0¢ die Konkatenation und ,,c“ das leere Wort. Auf A*
betrachten wir fiir jedes a € A die ,,a-Nachfolgerfunktion“ succ,: w — woa.
Beziiglich dieser Menge von ausgezeichneten Funktionen ergibt sich

F({e}) = {uA4,
F*({e}) = {uAuA?
F3({e}) = {efUAUA?U A3,

Damit gilt ({e}) = A*.

Bemerkung 6.33 Die Abbildung, die jeder nichtleeren Teilmenge B der
Grundmenge einer Struktur A ihr Erzeugnis zuordnet, ist eine Hiillenabbil-
dung im Sinn von Definition 4.35.

6.4 Homomorphismen

Als wir Funktionen zwischen Mengen eingefiihrt hatten, hatten wir darauf
hingewiesen, dafl Abbildungen oft verwendet werden, um eine Korrespon-
denz zwischen den Elementen zweier Mengen zu formalisieren. Wenn man
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nun weitergehend eine Korrespondenz zwischen zwei Strukturen festhalten
mochte, so sollte eine entsprechende Abbildung auch die Beziehungen der
Elemente untereinander erhalten. Dies fiithrt uns auf den Begriff des Homo-
morphismus. Kurz gesagt ist ein Homomorphismus eine ,,strukturerhalten-
de* Abbildung. Bevor wir eine formale Definition geben, zunéchst ein mo-
tivierendes halbformales Beispiel, mit dem wir versuchen, die grundlegende
Bedeutung des Begriffs ,,Strukturerhaltung“ lebensnah wiederzugeben.

Beispiel 6.34 Sie, Frau, nett, sind in Las Vegas, jung verliebt, und erwar-
ten von Threm Partner, schwerreich, Drillinge. Die Hochzeit ist beschlossene
Sache, ebenso die baldige Auswanderung in ein anderes Land. Ihr Partner
schliagt vor, auf der Stelle zu heiraten. Es gibt nun Auswanderungsldnder X,
wo Ihr Ortswechsel strukturerhaltend ist in dem Sinn, dafl die Ehe aus Las
Vegas in X juristisch anerkannt ist. Ein solcher Ortswechsel wire unter dem
Gesichtpunkt des Ehebiindnisses ,,homomorph“. Wenn jedoch im Land X
Ehen aus Las Vegas juristisch bedeutungslos sind, so wére der Ortswechsel
genau nicht strukturerhaltend oder homomorph.

Definition 6.35 Es seien A und B zwei Strukturen derselben Signatur .
Eine Abbildung h: A — B heiit Homomorphismus von A nach B genau
dann, wenn gilt:

1. fiir alle R € Y, m-stellig und fiir alle a4, ..., a;, € A:
Ra(ai,...,am) = Rg(h(ay),...,h(an)),
2. fiir alle f € X, n-stellig und fiir alle ay,...,a, € A:

h(falar, ... an)) = fa(h(ar), ..., h(an)),

3. fiir alle e € X¢ gilt h(eyq) = ep.

Bemerkung 6.36 Die so eingefiihrten Homomorphismen werden manch-
mal auch als schwache Homomorphismen bezeichnet. Fiir starke Homomor-
phismen fordert man als Eigenschaft 1 weitergehend, daBl R4(aq,...,am)
stets zu Rp(h(a1),...,h(am)) dquivalent ist. Man beachte, dafl fir Alge-
bren diese Unterscheidung irrelevant ist!
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Bedingung 1 aus Definition 6.35 kann wie folgt ausgedriickt werden: wenn
wir ein n-Tupel von Elementen aus A (resp. B), das zur Relation R4 (resp.
Rp) gehort, als ein R-Tupel aus A (resp. B) bezeichnen, so miissen R-Tupel
aus A durch A in R-Tupel aus B abgebildet werden. Bei starken Homomor-
phismen ist jedes Urbild eines R-Tupels aus B auch ein R-Tupel aus A.

A

FEigenschaft 2 aus Definition 6.35 kann in verschiedener Weise gelesen wer-
den: analog wie fiir Relationen kénnen wir von f-Tupeln aus A und B reden,
die Bedingung besagt dann, dal f-Tupel aus A durch h in f-Tupel aus B
abgebildet werden. Aus anderer Sicht besagt die Bedingung, dafl es dasselbe
Resultat liefert, wenn man die Elemente zuerst mit f4 in der Struktur A
verkniipft und dann mit h abbildet, oder wenn man zunéchst die Argumente
einzeln mit h abbildet und dann die Bilder mittels der korrespondierenden
Funktion fg in B verkniipft.

=y

ﬁ

Beispiel 6.37 Sei ¥ die Signatur, die nur das einstellige Funktionssymbol
N enthilt. Es sei A eine Menge von Personen, die in einem Raum an Zwei-
ertischen sitzen. An jedem Tisch sollen zwei Personen sitzen. Wenn wir N
durch die Funktion auf A interpretieren, die jeder Person ihren Nebensitzer
zuordnet, so wird hierdurch eine -Algebra A = (A, N4) erkldrt. Nun sei
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Natirliche Zahlen mit Addition
0 1 2 3 4 5 6 7

Natirliche Zahlen mit Nachfolgerfunktion

} ¥ T T T T T ¥ oo
Natlrliche Zahlen mit Ordnungsrelation
RN N
[ T I [ I [ I

Homomorphismen

Abbildung 6.4: Abhéngigkeit des Homomorphiebegriffs von der Signatur.

B eine zweite Menge von Personen, die in einem anderen Raum an Zwei-
ertischen sitzen. Wir fithren analog die ¥-Algebra B = (B, Np) ein. Eine
(nicht notwendigerweise injektive oder surjektive) Abbildung h: A — B
erfiillt Bedingung 2 aus Definition 6.35 und ist ein Homomorphismus genau
dann, wenn sie Paare von Nebensitzern in Paare von Nebensitzern {iberfiihrt.
Aquivalent: ausgehend von Person a € A erhalten wir stets dieselbe Person,
wenn wir zunéchst den Nebensitzer von a nehmen und dessen Bild betrach-
ten, oder andererseits den Nebensitzer des Bilds von a betrachten.

Da man mit einer festen Grundmenge verschiedene Strukturen verbinden
kann, ist zu beachten, dafl der Begriff des Homomorphismus von den durch
die gew#hlte Signatur ausgezeichneten Funktionen, Relationen und Elemen-
ten abhéngig ist. Dies ist in Abbildung 6.4 illustriert und wird auch vom
nachfolgenden Beispiel unterstrichen.
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Beispiel 6.38 Es sei A # () und f: A — B eine Funktion. Wir betrachten
die Strukturen mit Grundmengen P(A) und P(B) (vgl. Definition 2.26) mit
der Vereinigung ,,U“ als jeweils einziger Funktion. Gem#f Definition 3.37 (a)
kénnen wir f auch als Funktion von P(A) nach P(B) auffassen, indem wir
jedem X € P(A) die Menge f(X) € P(B) zuordnen. Lemma 3.40 (i) besagt
gerade, dafl die so betrachtete Funktion ein Homomorphismus ist. Wenn
wir den Durchschnitt ,,N“ als zusétzliche Funktion in den Strukturbegriff
mitaufnehmen, so definiert f im obigen Sinn genau dann einen Homomor-
phismus, wenn f injektiv ist, wie Lemma 3.53 zeigt.

Lemma 6.39 Es seien A, B und C Strukturen derselben Signatur. Es sei
f ein Homomorphismus von A nach B und g ein Homomorphismus von B
nach C. Dann ist f o g ein Homomorphismus von A nach C.

Beweis. Ubung (vgl. Aufgabe 6.18). m

Definition 6.40 Ein injektiver Homomorphismus wird Monomorphismus
genannt, ein surjektiver Homomorphismus heifit auch Epimorphismus. Ein
Isomorphismus ist ein bijektiver und starker Homomorphismus.

Beispiele 6.41 Einige Illustrationen zu den Begriffen Monomorphismus,
Epimorphismus, Isomorphismus.

1. Ist A eine Teilstruktur von B, so ist die identische Abbildung Id4 ein
Monomorphismus von A nach B.

2. Es sei A = {Jo,Jack,Susanne} und liebt 4 = {(Jo,Susanne)}. Weiter
sei B = {Georg,Sigrid} und liebtg = {(Georg,Sigrid)}. Dann ist die
Abbildung f:

Jo —  Georg
Jack — Georg
Susanne > Sigrid

ein schwacher Epimorphismus von (A, liebts) auf (B, liebtg). Of-
fenkundig ist f surjektiv, und mit liebt4(Jo,Susanne) gilt auch
liebtg(Georg,Sigrid).
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Sigrid

Da liebt 4(Jack,Susanne) nicht gilt, ist f kein starker Homomorphis-
mus.

3. Es sei A das Alphabet mit dem einzigen Zeichen a. Es sei nun M :=
(A*,0) wo ,,0¢ die Konkatenation bezeichnet. Die Abbildung h: IN —
A*, die jede Zahl n € IN auf das eindeutig bestimmte Wort a - - - a der
Lénge n abbildet, ist ein Isomorphismus zwischen (IN, +) und M. Fiir
ein einelementiges Alphabet kann man die Konkatenation daher als
eine Form der Addition ansehen.

4. Die Exponentiation exp: R — R”?, z — € ist ein Isomorphismus von
(R, +,0) in (R>?,- 1) (hierbei ist wieder IR”? die Menge der positiven
reellen Zahlen). Es gilt ndmlich

Vz,y € R: exp(z +y) = "7V = €* - ¢¥ = exp(z) - exp(y)
sowie exp(0) = €” = 1. AuBerdem ist exp eine Bijektion (ohne Beweis).

5. Die Abbildung f: N — Z

F(n) = n/2 falls n gerade ist
| —(n+1)/2 falls n ungerade ist

stellt eine Bijektion zwischen IN und Z dar. Es ist f jedoch kein
Isomorphismus von (IN, <) nach (Z,<): es gilt ndmlich 0 < 1 aber
f(0) =0 £ —1 = f(1). Man kann leicht sehen (vgl. Aufgabe 6.20),
daf es zwar einen Monomorphismus von (IN, <) nach (Z, <) gibt, aber
keinen Epimorphismus.

Die nachfolgenden zwei Lemmas stellen zwei wichtige Beobachtungen iiber
Homomorphismen zusammen.

Lemma 6.42 Es seien A und B zwei X-Strukturen und h ein Homomor-
phismus von A nach B. Dann bildet das Bild h(A) die Grundmenge einer
Y- Teilstruktur von B.
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Beweis. Wir verifizieren die Voraussetzungen von Lemma 6.27. Offenkundig
ist mit A auch h(A) nichtleer. Aus Bedingung 3 von Definition 6.35 folgt so-
fort, dafl h(A) alle ausgezeichneten Elemente ep enthilt (e € X¢). Seien nun
f € Xx mit Stelligkeit n und Elemente b1, ...,b, € h(A) gegeben. Dann exi-
stieren Elemente aq,...,a, € A mit b; = h(a;), 1 <1i < n. Aufgrund Bedin-
gung 3 aus Definition 6.35 ist damit fg(b1,...,b,) = fa(h(a1),...,h(a,)) =
h(fa(ai,...,ay)) in h(A). Die Behauptung folgt nun mit Lemma 6.27. m

Lemma 6.43 Es sei h: A — B ein Isomorphismus zwischen den Y-
Strukturen A und B. Dann ist auch h™': B — A ein Isomorphismus und es
gilt hoh ™' =1Idy und h~'oh = Idp.

Beweis. Es sei h: A — B ein Isomorphismus zwischen A und B. Geméif
Lemma 3.54 ist h~!: B — A eine Bijektion und es gilt hoh™! = Id4 und h~'o
h = Idp. Es bleibt noch nachzuweisen, dal ! ein starker Homomorphismus
ist.

Sei R € Y ein m-stelliges Relationssymbol und by, ...,b, € B. Weiter
sei a; := h7Y(b1),...,am := h~1(by), wodurch by = h(ay),...,bn = h(anm)
folgt. Da h als Isomorphismus nach Voraussetzung ein starker Homomor-
phismus ist, gilt

Rg(b1,...,bm) < Rp(h(ar),...,h(an))
< Ralai,...,am)
& Ra(h7Y(b1),...,h 1 (bn)).

Dies zeigt, da8 h~! Eigenschaft 1 aus Definition 6.35 erfiillt.

Essei f € X r ein n-stelliges Funktionssymbol und b1, . .., b, € B. Weiter
sei ay := h=(by),...,a, := h=1(b,). Da h ein Homomorphismus ist, gilt

R (fg(by,...,by)) = h i (fs(h(ar),...,h(ay)))
Wt (h(falar,. .. an)))

(a1,...,an)

(R7Y(by), ..., (by)).

NN,

Dies zeigt, da8 h~! Eigenschaft 2 aus Definition 6.35 erfiillt. Die Uber-
priifung, dal h~! auch Eigenschaft 3 erfiillt, ist einfach und wird dem Leser
iiberlassen. m
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In der mathematischen Literatur gibt es noch weitere Namen fiir speziel-
le Homomorphismen. Ein Homomorphismus von einer Struktur in sich selbst
heifit Endomorphismus. Ein Isomorphismus von einer Struktur in sich selbst
heifit Automorphismus. Wir wollen nun den Begriffen Isomorphismus, Mo-
nomorphismus und Epimorphismus eine anschauliche Interpretation geben.
Diese Aufgabe wird erleichtert, wenn wir uns hierbei auf starke Homomor-
phismen beschréanken.

Gibt es einen Isomorphismus h zwischen den Strukturen A = (A4,1)
und B = (B, J), so bedeutet dies, dafl A und B genaue Kopien voneinan-
der sind. Sie unterscheiden sich nur durch die Namensgebung der Elemente
der Grundmenge sowie gegebenenfalls durch die Namen der ausgezeichne-
ten Relationen und Funktionen und der ausgezeichneten Elemente. In der
Mathematik mochte man oft zwischen isomorphen Strukturen keinen Unter-
schied machen. Ein h&ufiges Ziel algebraischer Untersuchungen ist es, alle
Strukturen einer bestimmten Art bis auf Isomorphie zu klassifizieren.

Gibt es einen starken Monomorphismus h von A = (A,I) nach B =
(B, F), so bedeutet dies, da} A in B einbettbar ist. Das Bild h(A) von
A, versehen mit den Einschrinkungen der ausgezeichneten Relationen und
Funktionen von B auf h(A) und mit den ausgezeichneten Elementen von B,
ist eine Teilstruktur von B, die zu A isomorph ist (Aufgabe 6.19). Man kann
also A bis auf Namensgebung in B als Teilstruktur wiederfinden.

Gibt es einen starken Epimorphismus h von A = (A, I) nach B = (B, J),
so bedeutet dies, daBl B als eine Vergroberung der Struktur A betrachtet
werden kann, in der im Prinzip jedoch dieselben Beziehungen gelten, wenn
man davon absieht, dafl h verschiedene Elemente von A identifizieren kann.
Die Bedeutung der Epimorphismen beruht darauf, dafl man in der groberen
Struktur oft viel einfacher rechnen kann, ohne dafl dabei etwas Entscheiden-
des an Information verlorenginge. Dies illustriert das folgende Beispiel.

Beispiel 6.44 Angenommen, wir méchten natiirliche Zahlen addieren und
multiplizieren, interessieren uns aber nur fiir die Frage, wie fiir das Re-
chenergebnis der beim Teilen durch 5 iibrigbleibende Rest des jeweiligen
Rechenergebnisses aussieht. Wir kénnen &hnlich wie in Abbildung 6.2 durch
Aufwicklung von N eine Aquivalenzrelation ,,~“ auf IN einfithren. Vermoge
,,~“ werden genau solche Zahlen identifiziert, zwischen denen wir keinen
Unterschied machen wollen. Die Aquivalenzklassen sind in Abbildung 6.5

dargestellt. Die Abbildung, die jeder ganzen Zahl k die zugehérige Stun-



6.4. HOMOMORPHISMEN 183

Abbildung 6.5: Vereinfachung von Rechenoperationen mittels Epimomor-
phismus.

de oder Aquivalenzklasse [k] zuordnet, ist ein Epimorphismus beziiglich der
Addition und Multiplikation. Die Homomorphie-Eigenschaft folgt sofort aus
der Definition von Uhrenaddition und Uhrenmultiplikation

el = [+,
folbl = [l

deren Wohldefiniertheit wir in Beispiel 6.14 nachgewiesen hatten. Die Surjek-
tivitdt ist trivial. Aus der Homomorphie-Eigenschaft ergibt sich sofort, dafl
sich sich giiltige Rechengesetze der Ausgangsstruktur — wie die Kommutati-
vitdt der Addition oder der Multiplikation — automatisch auf die epimorphe
Bildstruktur Z5 iibertragen. Unter verschiedenen Aspekten ist das Rechnen
in Z5 aber zudem gleichzeitig einfacher und reichhaltiger. Wir kénnen die
Operationen ,,&“ und ,,©“ in endlichen Tabellen darstellen, wie wir das in
Bemerkung 6.16 bereits fiir Zs durchgefiihrt hatten. Es ist dann leichter,
[1] ® [2] zu berechnen, als das Produkt 338459306 - 834087547. Wihrend IN
zusammen mit der Addition oder der Multiplikation keine Gruppe bildet, da
wir dort keine negativen Zahlen oder Briiche haben, ist in Z5 eine Inversen-
bildung beziiglich der Uhrenaddition und beziiglich der Uhrenmultiplikation
moglich. Wihrend also die urspriingliche Struktur nicht einmal einen Ring
darstellte, ist das epimorphe Bild sogar ein Korper.
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A A/O

Abbildung 6.6: Kongruenzrelation auf einer Quasi-Ordnung und Quotien-
tenstruktur.

6.5 Kongruenzrelationen und Quotientenstruktu-
ren

Beispiel 6.44 zeigt, dal es unter bestimmten Voraussetzungen moglich ist,
ausgehend von einer Struktur A und einer Aquivalenzrelation ,,~“ auf der
Grundmenge A eine neue Struktur B mit Grundmenge A/~ anzugeben, die
man als ,,Vereinfachung“ von A ansehen kann, und wo die Rechenopera-
tionen sich durch Ubertragung der Rechenoperationen von A ergeben. Die
Einfithrung der Aquivalenzrelation ,,~ folgte der Vorstellung, Elemente von
A zu identifizieren, zwischen denen wir im aktuellen Kontext keinen Unter-
schied machen wollen.

Ein verwandtes Phinomen war uns bereits bei der Diskussion von Quasi-
Ordnungen und partiellen Ordnungen in Beispiel 4.29 begegnet. Bei einer
Quasi-Ordnung ,,<* mochte man manchmal Elemente a und b identifizie-
ren, fiir die zugleich @ < b und b < a gilt. Wie wir in Lemma 4.30 gesehen
hatten, beschreibt diese symmetrische Art der Bezichung eine Aquivalenzre-
lation ,,~“ auf A. Wir konnten dann durch Ubertragen der unsymmetrischen
Ordnungsbeziehungen von Elementen auf Aquivalenzklassen eine korrespon-
dierende (partielle) Ordnung ,,<* auf A/~ eingefiithren. Abbildung 6.6 illu-
striert dies nochmals.

Wir werden nun zeigen, wie man diese Beispiele in systematischer Weise
verallgemeinern kann, um damit eine Technik zur Vereinfachung von Struk-
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turen zu erhalten. Dazu fragen wir zunéchst nach den speziellen Eigenschaf-
ten, die eine Aquivalenzrelationen ,,~ “ auf der Grundmenge A einer Struktur
A aufweisen mufl, um mit ihrer Hilfe eine vereinfachte Variante von A zu
definieren.

Definition 6.45 Es sei X eine Signatur und A eine 3-Struktur mit Grund-
menge A. Eine Aquivalenzrelation ,,~“ auf A heifit Kongruenzrelation auf
A genau dann, wenn gilt:

1. Fiir jedes Relationssymbol R € ¥ der Stelligkeit m und alle Elemente

ap,ay, ... am,a, aus Amit a; ~aj,...,am ~a, gilt Ra(aq,...,an)
genau dann, wenn Ry (df,...,al,).

2. Fiir jedes Funktionssymbol f € ¥ der Stelligkeit n und alle Elemente
a,dy,...,ap,al, aus A mit ay ~aly,...,a, ~a, gilt fa(ai,...,ay) ~
falay, ... ap).

Bedingung 1 besagt folgendes: wenn wir in einem Tupel irgendwelche Kom-
ponenten durch dquivalente Elemente ersetzen, so kann dies nichts an der
Zugehorigkeit oder Nichtzugehorigkeit zur Relation R4 dndern. Die nach-
folgende Abbildung illustriert dies am Beispiel einer zweistelligen Relation
R 4, die durch Pfeile angedeutet ist.

)

Bedingung 2 besagt, dafl wir dquivalente Ergebnisse erhalten, wenn wir die-
selbe ausgezeichnete Funktion auf dquivalente Argumente anwenden. In der
nachfolgenden Abbildung sind vier Bilder einer zweistelligen Funktion ange-
deutet. Die das erste (zweite) Argument jeweils aus derselben Aquivalenz-
klasse kommt, miissen die Bilder in derselben Aquivalenzklasse liegen.
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In Beispiele 4.7 Nr. 1 hatten wir gesehen, dafl jede Abbildung f: A — B eine
Aquivalenzrelation o~ auf A definiert vermoge a ~5 ' = f(a) = f(b).
Diese Beobachtung kann wie folgt verallgemeinert werden.

Lemma 6.46 FEs scien A und B zwei X-Strukturen und h: A — B ein
starker Homomorphismus. Die Relation ,,~p“ auf A sei durch a ~j a' &
h(a) = h(d') definiert. Dann ist ,,~p “ eine Kongruenzrelation auf A.

Beweis. Gemif Beispiele 4.7 Nr. 1 definiert ,,~,¢ eine Aquivalenz-
relation auf A. Es sei R € Xgr ein m-stelliges Relationssymbol und
ai,ay,...,am,a,, Elemente aus A mit a; ~p, a) fir 1 < i < m. Da h ein
starker Homomorphismus ist, gilt

Ra(ay,...,am) < Rg(h(ai),...,h(a

Entsprechend weist man die Kongruenzbedingungen fiir Funktionen nach. m

Wir nennen ,,~p“ die durch den Homomorphismus h induzierte Kon-
gruenzrelation auf A. Weitere Beispiele fiir Kongruenzrelationen werden wir
unten angeben. Zunéchst beschreiben wir die Vereinfachung von Strukturen
mittels Kongruenzrelationen.

Satz 6.47 Es sei Y. eine Signatur, A eine X-Struktur und ,,~ “ eine Kon-
gruenzrelation auf A. Definieren wir

1. fir R € ¥ der Stelligkeit m und [a1],...,[am] € A/~:

RA/N([al],. R [am]) = RA(al,. .. ,am),
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2. fir f € X der Stelligkeit n und [a1],...,[an) € A/~:
fA/N([al]a R [an]) = [f.A(al’ s ’an)]a

3. fiire € Yg: ey = leal,

so hdngen die Definitionen in 1 und 2 nicht von der Wahl der Reprisen-
tanten ab. Die durch 1- 3 erkldirte Interpretation der Symbole aus X3 defi-
niert eine ¥-Struktur A/~ mit Grundmenge A/~. Die kanonische Abbildung
ki A — A/~; a > [a] ist ein starker Homomorphismus von A nach A/~.

Beweis. Wie man sich sofort vergewissern kann, driicken die Bedin-
gungen 1 und 2 aus Definition 6.45 nichts anderes aus, als dafl die obigen
Definitionen nicht von der Wahl der Vertreter abhéngen. Es ist damit klar,
daf8 die obigen Definitionen eine ¥-Struktur A/~ mit Grundmenge A/~
festlegen. Es bleibt zu zeigen, dafl x ein Homomorphismus ist. Sei f € ¥ ein
n-stelliges Funktionssymbol und aq,...,a, € A. Dann gilt nach Teil 2 der
obigen Definition

K(falar, ... an)) = [falar,... an)]
= fA/N([al]""’[an])
= fA/N(K(al)""’K(an))’

damit ist die Homomorphiebedingung beziiglich Funktionen erfiillt. Sei R €
Y ein m-stelliges Relationssymbol und ay,...,am € A. Aus Ra(ay, ..., an)
folgt nach Teil 1 der obigen Definition R4,/ ([a1],...,[an]) und damit
Ry/~(k(a1),...,k(am)). Umgekehrt bedeutet R,/ (x(a1),...,k(am)) gera-
de R/ ([a1], ..., [an]) und impliziert R 4(a1,. .., ay). Damit ist die Homo-
morphiebedingung fiir Relationen erfiillt. Weiter gilt fiir jede Individuenkon-
stante e € Y¢ stets

r(ea) = [ea] = eayn.

Damit ist auch die Homomorphiebedingung fiir Individienkonstante verifi-
ziert. m

Definition 6.48 In der Situation von Satz 6.47 wird A/~ die Quotien-
tenstruktur von A beziiglich der Kongruenzrelation ,,~“ genannt. Ist A
eine Algebra, so spricht man von der Quotientenalgebra. Die Abbildung
ki A — A/~; a — [a] wird der kanonische Homomorphismus von A nach
A/~ genannt.
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Im speziellen Fall, wo die Kongruenzrelation ,,~“ durch einen Epimorphis-
mus induziert ist, ergibt sich ein Zusammenhang zwischen Bildstruktur und
Quotientenstruktur.

Lemma 6.49 Es scien A und B zwei X-Strukturen und h: A — B ein
starker Epimorphismus. Ist ,,~p “ die in Lemma 6.46 definierte Kongruenz-
relation auf A, so ist die Abbildung A/~ — B: [a] — h(a) wohldefiniert
und ein Isomorphismus von A/~ auf B.

Beweis. Ubung. m

Um die vorausgegangenen Begriffe und Resultate zu illustrieren, keh-
ren wir zu unseren motivierenden Beispielen zuriick. Bei den nachfolgenden
Beispielen verzichten wir auf die explizite Angabe der Signatur. Die Kon-
gruenzbedingungen sind fiir alle ausgezeichneten Relationen und Funktionen
nachzuweisen.

Beispiel 6.50 Fiir 7,5 € IN gelte i ~ ¢/ genau dann, wenn 7 und i’ beim
Teilen durch 5 denselben Rest lassen. Dann ist ,,~“ eine Kongruenzrelation
auf (IN,+,-). Wir kénnten dies dadurch nachweisen, dafi wir Bedingung 2
aus Definition 6.45 fiir die Funktionen ,,+, und ,,-“ verifizieren (Ubung).
Da jedoch i ~ j genau dann gilt, wenn die Aquivalenzklassen [i] und []
beziiglich ,,~* identisch sind, und da wir in Beispiel 6.44 bereits gesehen
hatten, dafl die kanonische Abbildung i — [i] ein (dann automatisch starker)
Epimorphismus ist, zeigt eine Anwendung von Lemma 6.46 auch direkt, dafl
,,~ ¢ eine Kongruenzrelation auf A ist. Die resultierende Quotientenalgebra
ist im wesentlichen mit dem Korper Zs identisch, wobei wir allerdings nur
die Addition und die Multiplikation als Operationen augezeichnet haben.
Wir hétten die Zahl 5 natiirlich auch durch jede andere positive natiirliche
Zahl n ersetzen koénnen.

Beispiel 6.51 Es sei A eine Ordnungsstruktur der Form (A, <) wo ,,<“ eine
Quasi-Ordnung auf A ist. Die Aquivalenzrelation ,,~“ sei wie in Lemma, 4.30
erklirt: es gilt a ~ @’ genau dann, wenn a < @’ und @’ < a. Dann ist ,,~*
eine Kongruenzrelation auf A. Um dies nachzuweisen, miissen wir lediglich
Bedingung 1 aus Definition 6.45 fiir ,,<* verifizieren. Es gelte a ~ a/, b ~ V/
und a < b. Aus

ad <a=<b=¥

folgt wegen der Transitivitit von ,,<* sofort a’ < b, was zu zeigen war.
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Bei Halbgruppen ist eine vereinfachte Charakterisierung von Kongruenzre-
lationen moglich.
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Beispiel 6.52 Es sei (H,-) eine Halbgruppe. Eine Aquivalenzrelation ,,~
auf H heifit linksvertrdaglich (bzw. rechtsvertrdglich) mit ,,-¢ genau dann,
wenn mit b ~ b und @ € H (bzw. ¢ € H) stets auch a-b ~ a -V (bzw.
b-c ~ U -c) gilt. Die Aquivalenzrelation ,,~“ heiBt vertriglich mit ,,-
genau dann, wenn ,,~*“ links- und rechtsvertriaglich mit ,,-* ist. Es ist ,,~“
vertraglich mit ,,-“ genau dann, wenn ,,~“ eine Kongruenzrelation auf (H, -)
ist (Aufgabe 6.27).

Wenn es gelingt, durch Quotientenbildung von einer unendlichen Struk-
tur zu einer endlichen Variante {iberzugehen, so kann dies aus algorithmi-
scher Sicht sehr vorteilhaft sein, da sich Relationen und Funktionen auf
endlichen Strukturen in Form von endlichen Tabellen darstellen lassen. Oft-
mals ist es mit Hilfe der Tabellen, die in geeigneter Weise implementiert
werden, dann moglich, relevante Fragen algorithmisch zu klédren. Dies soll
ein Beispiel aus dem Bereich der formalen Sprachen illustriert werden.

Beispiel 6.53 Wir betrachten die Menge A* aller Worter iiber dem zwei-
elementigen Alphabet A = {a,b}. Auf dieser Menge betrachten wir die ein-
stellige ,,a-Nachfolger “-Funktion succ, : w — w o a und die einstellige ,,b-
Nachfolger “-Funktion succy : w — wob. Wir interessieren uns fiir Verfahren,
mit denen wir feststellen konnen, ob ein Eingabewort w € A* zur Sprache
L := {a"b™ | n,m € IN} gehort oder nicht. In Aufgabe 4.14 hatten wir die
folgende Aquivalenzrelation ,,~ “ eingefiihrt: fiir v,v’ € A* gilt

v~p v s (Vu,w € A uovow e L& uov ow € L),

Es ist nicht schwer festzustellen, daf} die Relation ,,~, “ fiir die hier gewéhlte
Sprache L genau die drei Aquivalenzklassen

[ = {a"[neN}
b = {a™b"|m,n € N,n>0}
[ba] = {a,b}" \ ([JU[b])

hat (vgl. Aufgabe 4.15). Diese sind in Abbildung 6.7 dargestellt und verschie-
den unterlegt. In der Abbildung sind auch a-Nachfolger und b-Nachfolger
mittels gelabelter Pfeile markiert. Man kann an der Abbildung ablesen, daf3
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Abbildung 6.7: Kongruenz beziiglich a-Nachfolger, b-Nachfolger und Konka-
tenation, sowie Quotientenalgebra.
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,,»~ 1 beztiglich der beiden ausgezeichneten Funktionen auf A* eine Kongru-
enzrelation ist. In der Tat, ist [u] eine der drei Aquivalenzklassen, so fiihrt
jeder a-Nachfolgerschritt von einem beliebigen Element u’ € [u] stets zur sel-
ben Aquivalenzklasse [ua], unabhiéingig von der Wahl von v’. Analoges gilt
fiir die b-Nachfolgerschritte. Wir kénnen daher wie in Satz 6.47 beschrie-
ben die zugehorige Quotientenstruktur berechnen. Im vorliegenden Fall de-
finieren wir auf der Menge der Aquivalenzklassen {[e], [b], [ba]} eine vererbte
a-Nachfolgerfunktion Succ, und b-Nachfolgerfunktion Succ, vermoge

Succg([w]) = [wal

Succy(Jw]) = [wb]

Im unteren Teil der Figur 6.7 ist die resultierende vereinfachte Algebra mit
den drei Elementen [e], [b], [ba] und den zwei zugehorigen Nachfolgerfunk-
tionen abgebildet. In Tabellenform stellen sich Succ, und Succ, wie folgt
dar.

‘ H Succ, ‘ Succy ‘
[€] [€] [0]
o] || [ba] | [0]
[ba] [ba] [ba]

Nun gilt aber L = [¢] U [b].7 Daraus erhalten wir fiir beliebige Worter w =
ai---ap, € A* folgenden Zusammenhang:

weL & weld V welb

[w] =[] Vv [w]=[b]
& [(succy, o -+ o sucey, )(€)] = [€] V
) [(succg, o -+ o suce,, )(€)] = [b]
@ (Succy, o -+ o Succ,, )([e]) =[] V
(Succy, o - -+ o Succ,,, )([e]) = [b].

Hierbei folgt (i) aus Lemma 4.10, (ii) ergibt sich daraus, da§ die kanonische
Abbildung k: v — [v] ein Homomorphismus beziiglich der beiden Nachfol-
gerfunktionen ist.

7 Allgemeiner ist fiir beliebiges L stets L darstellbar als Vereinigung von Aquivalenz-
klassen von ,,~r, “ siche Lemma 6.54.
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Wie die letzten zwei Zeilen zeigen, konnen wir also durch n-maliges Nach-
schlagen in den Tabellen fiir Succ, beziehungsweise Succ, feststellen, ob
w € L gilt oder nicht. Optisch einfacher haben wir einfach ausgehend von
[e] entsprechend der Symbole des Eingabeworts w den Nachfolgerpfeilen in
der bildlichen Reprisentation der Quotientenalgebra zu folgen. Es gehort w
zu L genau dann, wenn wir nach dem letzten Eingabesymbol in einem der
Knoten [¢] oder [b] landen.

Es sei zu diesem Beispiel angemerkt, dafl man nicht fiir jede Sprache L
eine endliche Quotientenstruktur erhélt. Genauer ist die Quotientenalgebra
endlich genau dann, wenn L eine sogenannte reguldre Sprache ist. Als Verall-
gemeinerung des vorangegangenen Beispiels halten wir jedoch das folgende
Lemma fest.

Lemma 6.54 FEs sei L eine formale Sprache tber dem Alphabet A und
B die Algebra mit der Grundmenge A* und allen a-Nachfolgerfunktionen
SucCqy: w — w o a fir a € A als ausgezeichneten Funktionen. Die Relation
L~ “auf A* sei durch

v~p v s (Vu,w € A uovow € L& uov ow € L).

fiir v,v" € A* erklirt. Dann ist ,,~ “ eine Kongruenzrelation auf B. L lifst
114

sich darstellen als Vereinigung von Aquivalenzklassen von ,,~r, “

Beweis. Um die Kongruenzeigenschaft fiir die Nachfolgerfunktionen nach-
zuweisen, sei a € A gegeben. Gilt v ~p v fiir v, € A*, so gilt fiir alle
u,w € A* offenkundig

uosuccg(v)ow € L & wuo(voa)ow€ L
& wowo(aow) €L
& wov'o(aow) €L
& wo(voa)owelL

uo succ,(v)ow € L

woraus sich succ,(v) ~p succ,(v') ergibt. Ist v € L und v' € [v] so folgt
v/~ v und daher aus der Definition von ,,~,“ durch die Wahl v := w := ¢
sofort v' € L. Daher folgt aus v € L stets [v] C Lund L = J{[v] |v € L}. m
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6.6 Erginzung: Die Cantorsche Zick-Zack Metho-
de

Wir schliefen nochmals an Abschnitt 6.4 an und stellen eine beriithmte
Technik vor, die zum Nachweis der Isomorphie zweier abzdhlbar unendli-
cher Strukturen verwendet werden kann. Dieselbe Methode kann auch dazu
dienen, um in systematischer Art und Weise isomorphie Strukturen auf-
zubauen. Der Kontext, in dem wir die Methode darstellen, ist noch unter
einem weiteren Gesichtpunkt interessant. Es ist manchmal wiinschenswert,
eine gegebene Struktur durch die Angabe einiger einfacher Eigenschaften in
moglichst eindeutiger Weise zu charakterisieren. Im Idealfall soll dann je-
de Struktur, die dieselben Eigenschaften hat, bereits zur Ausgangsstruktur
isomorph sein. Der unten nachfolgende Satz gibt ein Beispiel dieser Vorge-
hensweise. Wir benotigen zuvor einige Begriffe.

Definition 6.55 Es sei A = (A, <) eine linear geordnete Menge.

1. Aist dicht geordnet genau dann, wenn gilt:

Va,be A: (a<b=3Jc€e A:a<c<b),

2. A ist diskret geordnet genau dann, wenn gilt:
Va,b € A: (a < b= Jc,d € A: a<c A d<D).
Hierbei steht a<c fiir a < cund =3e € A: a < e < c.

3. Ein Element a € A heifit Endpunkt genau dann, wenn a das grofite
oder kleinste Element von A beziiglich < ist.

Wir fragen, welche abzdhlbaren, dicht und linear geordneten Mengen oh-
ne Endpunkte existieren. Ein Standardbeispiel liefern die rationalen Zahlen
in der natiirlichen Ordnung. Dies ist auch schon—bis auf Isomorphie—das
einzige Beispiel.

Satz 6.56 (G. Cantor) Je zwei abzihlbare, dicht geordnete, linear geord-
nete Mengen A = (A, <4) und B = (B, <p) ohne Endpunkte sind isomorph.
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Beweis. Wir verwenden die sogenannte ,,Zick-Zack-Methode* (englisch:
,,back-and-forth method*). Offenkundig miissen die Grundmengen A und
B abzahlbar unendlich sein. Es seien Aufzidhlungen aller Elemente von A
und B in der Form

o, a1,az, ...

bo, b1, b2, . ..

vorgegeben. Wir konstruieren nun rekursiv ,,partielle Isomorphismen f,
(n=0,1,2,...), die jeweils genau n Elemente von A bijektiv und ordnungs-
isomorph auf n Elemente von B abbilden. Beim Schritt von f,, zu f,+1 wird
jeweils ein neues Paar, bestehend aus einem Elements a¢ aus A und seinem
Bild f,+1(a) in B zu f,, hinzugefiigt. Es gilt also stets f,, C f,+1. Der Name
. Zick-Zack-Methode“ beruht auf der Strategie, mit der sichergestellt wird,
daf} schlieBflich jedes Element von A und jedes Element aus B als Argument
oder Bild unter einer Funktion f, auftritt. Hierzu halten wir fortlaufend
Buch iiber die Elemente aus A und B, die noch keinen Partner haben. Es
wechseln nun sogenannte ,,Zickschritte”, wo wir das erste noch partnerlose
Element der Folge ag, a1, as, ... ein Bild in B konstruieren, ab mit sogenann-
ten ,,Zackschritten“, wo wir fiir das erste noch partnerlose Element der Folge
by, b1, b2, ... ein Urbild in A angeben. Offenkundig garantiert dieses Vorge-
hen, daf} tatsichlich alle Elemente aus A und aus B einen Partner erhalten.
Die nachfolgend verwendeten Funktionen hys: N — A und hg: N — B ge-
ben an, in welcher Reihenfolge die Elemente aus A und B in diesem Sinn
,,verhiikelt“ werden. Es bezeichnet hy(n) (resp. hp(n)) das n-te Element
von A (resp. B), fiir das wir ein Bild (resp. Urbild) festsetzen.

Schritt 0 (,,Zick“). Wir setzen ha(0) := ag, Ao := {ha(0)}, hp(0) := by,
By :={hp(0)} und fo = {(ha(0),hp(0))}; Offensichtlich ist fy ein Isomor-
phismus von (A, <4) auf (By, <p).

Schritt 1 (,,Zack®). Zum ersten noch nicht verhikelten Element der Fol-
ge bg,b1,be, ..., also zu hp(l) := by, ist ein Urbild gesucht. Sei hy(1)
das erste Element in der Aufzéhlung ag,aq,as,... von A mit der Eigen-
schaft, dal ({ha(0),ha(1)}, <a) durch fi := foU{(ha(1),hp(1))} isomorph
auf (hp(0),hp(1),<p) abgebildet wird. Natiirlich ist dann h4(1) ,,neu®,
das heifit es gilt ha(0) # ha(1l). Wir setzen A; := {ha(0),ha(1)} sowie
By :={hp(0),hp(1)}. Die nachfolgende Abbildung gibt die Situation nach
den ersten beiden Schritten wieder.
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ha(1) ! h(@) = by

* hg(0) =y

ha(0) := & o

Annahme: Es seien die Elemente ha(0),...,ha(2n — 1) von A und
hp(0),...,hp(2n — 1) von B definiert. Es sei Ag,—1 :={ha(i)|i<2n—1}
und By,—1 = {hp(i) | ¢ < 2n — 1}. Weiterhin sei fo,—1: Aop—1 —
Boy—1; ha(i) = hp(i) (1 <i<2n —1) ein Isomorphismus von (Ag,—1,<4)
auf (Bop—1, <pg).

Schritt 2n, (,,Zick“): Sei ha(2n) das erste Element von A\ Ay, _; in der oben
gegebenen Aufzéhlung. Wir wéhlen als Bild hp(2n) von ha(2n) das erste
Element von B\ Bs,_1 in der oben gegebenen Aufzéhlung, so da§ fo, :=
fon—1U{(ha(2n),hp(2n))} ein Isomorphismus von (Ag,—1 U{ha(2n)},<4)
auf (Ba,—1 U {hp(2n)}, <p) wird. Ein Element hp(2n) mit dieser Eigen-
schaft existiert, da B dicht geordnet und ohne Randpunkte ist. Natiirlich
gilt hp(2n) & Ba,—1. Wir setzen Agy, := {ha(i) | i < 2n} und Bs, =
{hp(i) | i < 2n}.

Schritt 2n+1 (,,Zack): Sei hg(2n + 1) das erste Element von B\ Bag,, in der
oben gegebenen Aufzidhlung. Wir wéhlen als Urbild h4(2n+1) von hp(2n+
1) das kleinste Element von A\ Asg, in der oben gegebenen Aufzihlung, so
daB font1 := fon U{(ha(2n+1),hp(2n+1))} ein Isomorphismus von (As, U
{ha(2n+1)}, <4) auf (B, U{hp(2n+1)}, <p) wird. Ein Element h4(2n+1)
mit dieser Eigenschaft existiert, da A dicht geordnet und ohne Randpunkte
ist. Natiirlich gilt ha(2n+1) & Agy,. Wir setzen Agpy1 := {ha(i) | i < 2n+1}
und Bay+1 := {hp(i) | i < 2n+1}. Die nachfolgende Abbildung illustriert die
beiden Schritte. Die Auswahl eines Partnerelements auf der jeweils anderen
Seite erfolgt immer so, daf8 es keine Uberschneidungen der Linien gibt, die
die Abbildung fo,11 darstellen.
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] J

ha(2n+1)
hg(2n+1)
A B

ha(2n) ha(2n)

Per Rekursion sind somit fiir jede natiirliche Zahl k Teilmengen A =
{ha(i) | i < k} und By = {hp(i) | i« < k} sowie Isomorphismen
fe: Ak — By; ha(i) — hp(i) (1 < i < k) von (Ag, <y4) auf (B, <p)
definiert. Fiir & < [ gilt f C f;. Wir setzen nun f := [Jpcn fr- Damit
ist f—als Vereinigung iiber einen aufsteigenden Turm von Funktionen—
offenkundig wieder eine Funktion. Wegen (J,cn Ar = A ist offenkundig
A = Def(f). Nach Konstruktion ist f injektiv und surjektiv (um Sur-
jektivitidt zu erreichen, wurden die Zack-Schritte gemacht). Es seien nun
an,am € A. Nach endlich vielen Konstruktionsschritten sind beide verar-
beitet: 3k € N: ay, a,, € Def(fx). Da fi ein Isomorphismus ist, folgt daB
an <A am gilt genau dann, wenn fi(a,) <g fr(am). Somit ist auch f ein
Isomorphismus. m

6.7 Aufgaben zu Kapitel 6

Aufgaben zu Teilkapitel 6.1

Aufgabe 6.1 Zeigen Sie, dafl die in Beispiele 3.34 Nr. 7 erklidrte Komposi-
tion von Sprachen eine assoziative Funktion ist.

Aufgabe 6.2 Geben Sie die Neutralelemente aller Halbgruppen an, die wir
in Abschnitt 6.1.1 als Beispiele eingefiihrt hatten.
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Aufgabe 6.3 Geben Sie eine Halbgruppe an, die kein Neutralelement be-
sitzt.

Aufgabe 6.4 Es bezeichne Dj die in Beispiel 6.11 eingefiihrte Diedergruppe
des Grads 3. Geben Sie eine vollstindige ,,Multiplikationstafel“ an, indem
Sie die folgende Tabelle ergéinzen:

[ [T1[d[dd ][k kd]kdd]
1
d
dd
k
kd
kdd

Geben Sie zu jedem Element sein Inverses an.

Aufgabe 6.5 Stellen Sie in Analogie zu Aufgabe 6.4 eine vollstéindige Tafel
der Gruppenmultiplikation fiir die in Beispiel 6.12 eingefiihrte Gruppe aller
Permutationen einer dreielementigen Menge auf.

Aufgabe 6.6 Zeigen Sie: Ist R ein Ring, und bezeichnet F := RM die
Menge aller Abbildungen einer nichtleeren Menge M in R, so erhalten wir
auf F' durch die Definitionen (f +r g)(z) := f(x)+ g(x) sowie (f -r g)(z) =
f(z)-g(z) (xr € M) eine Ringstruktur. Geben Sie hierzu das Neutralelement
der Addition ,,4+ “ an und charakterisieren die die Inversenbildung beziiglich
dieser Addition. Ist R kommutativ, so auch der resultierende Ring.

Aufgabe 6.7 Es sei p > 1 eine Primzahl. Wenn dann p ein Produkt k -
[ natiirlicher Zahlen teilt, so teilt p zumindest eine der Zahlen k und .
Verwenden sie diese Eigenschaft, um zu zeigen:

o fiir 1 <4,7 <p—1 148t das Produkt 7 - 7 beim Teilen durch p nie den
Rest 0,

e gilt 1 < ¢ < p—1, so sind die Reste, die beim Teilen der Zahlen
1-4,2-4,...,(p—1) - i entstehenden, paarweise verschieden.
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Weisen Sie nun nach, da8 im Ring Z, jedes Element [i| # [0] beziiglich der
Ringmultiplikation ein Inverses besitzt.

Aufgaben zu Teilkapitel 6.3

Aufgabe 6.8 Geben Sie alle Untergruppen der Diedergruppe des Grads 3
(vgl. Beispiel 6.11) an.

Aufgabe 6.9 Geben Sie alle Teilstrukturen der in Beispiele 6.26 Nr. 7 ab-
gebildeten Relationalstruktur A an.

Aufgabe 6.10 Beweisen Sie Lemma 6.27.
Aufgabe 6.11 Beweisen Sie Lemma 6.28.

Aufgabe 6.12 Geben Sie ein Beispiel einer Struktur A mit Teilstrukturen
By und By mit jeweiligen Grundmengen Bj und Bs, wo By U B nicht selbst
die Grundmenge einer Teilstruktur von A bildet.

Aufgabe 6.13 Es sei A = (A, I) eine Struktur. Zeigen Sie: die Abbildung,
die jeder nichtleeren Teilmenge M von A ihr Erzeugnis (M) zuordnet, ist
eine Hiillenabbildung im Sinn von Kapitel 4.4.

Aufgabe 6.14 Zeigen Sie: ist ¥ eine endliche Signatur, und ist B eine
abzihlbar unendliche Teilmenge der X-Struktur A, so ist das X-Erzeugnis
(B)* auch wieder abzihlbar unendlich.

Aufgabe 6.15 Es bezeichne Z die Menge der ganzen Zahlen. Berechnen
Sie das Erzeugnis von {4,6} in der Gruppe (Z,+,0, —).

Aufgaben zu Teilkapitel 6.4

Aufgabe 6.16 Es sei WW :={0,1} und fo: WW — WW durch
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[ Sn O] 1]

0100
1 101

erklirt. Geben Sie alle Homomorphismen von (WW, f,) in sich selbst an.

Aufgabe 6.17 Es sei A die Algebra mit der Grundmenge {0, 1,2} und mit
der im Bild links erkldrten Uhrenaddition ,,4“. Weiter sei B die Algebra
mit der Grundmenge {0’,1'} und der im Bild rechts angedeuteten Uhrenad-
dition ,,®p“.

A B
0 0
2 1
1
Ualol1]2
olof1]2 Us| 0|1
120 | o
2/0(1 (1

Zeigen Sie: es gibt einen und nur einen Homomorphismus von A nach B.

Aufgabe 6.18 Es seien A, B und C drei X-Strukturen und hy: A — B
und hy: B — C Homomorphismen. Zeigen Sie, dal die Komposition hj o ho
wieder ein Homomorphismus ist.

Aufgabe 6.19 Es seien A und B zwei Strukturen der Signatur ¥ und A ein
starker Monomorphismus von A nach B. Zeigen Sie: das Bild h(A) von A,
versehen mit den Einschrinkungen der Relationen und Funktionen von B
auf h(A) und den ausgezeichneten Elementen aus B, ist eine Teilstruktur von
B, die zu A isomorph ist. Welche Rolle spielt hierbei unsere Voraussetzung,
dafl der Homomorphismus A stark ist?

Aufgabe 6.20 Beweisen Sie, daf es keinen Epimorphismus von (IN, <) auf
(Z,<) geben kann.
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Aufgabe 6.21 Es sei B = (B,+) eine beliebige Teilalgebra von A :=
(N,+) und h: N — B ein Homomorphismus. Zeigen Sie: wenn ein von 0
verschiedenes Element b € B als Bild unter h auftritt, so ist h stets injektiv,
also ein Monomorphismus.

Aufgabe 6.22 Bestimmen Sie bis auf Isomorphie alle Strukturen mit einer
zweistelligen symmetrischen Relation R auf einer zweielementigen Grund-
menge M.

Aufgabe 6.23 Zeigen Sie, dafl die in Kapitel 6.1.1 angegebene Permutati-
onsgruppe einer dreielementigen Menge zur Diedergruppe D3 isomorph ist.
Verwenden Sie gegebenenfalls die Aufgaben 6.4 und 6.5.

Aufgabe 6.24 Es sei M eine nichtleere Menge und h ein Automorphismus
der Algebra (P(M),U,N). Zeigen Sie:

1. Stets gilt h(0) = 0.

2. Fiir jedes m € M existiert ein n € M mit h({m}) = {n}.

Aufgabe 6.25 Die X-Algebra A sei von der Teilmenge B C A erzeugt. Es
sei C eine weitere Y-Algebra. Zeigen Sie: je zwei Homomorphismen von A
nach C, die auf B iibereinstimmen, sind identisch.

Aufgaben zu Teilkapitel 6.5

Aufgabe 6.26 Fiir 7,5 € IN gelte ¢ ~ i’ genau dann, wenn ¢ und ¢ beim
Teilen durch 5 denselben Rest lassen. Zeigen Sie, dafl ,,~* eine Kongruenz-
relation auf (IN,+,-) darstellt, indem Sie Bedingung 2 aus Definition 6.45
fiir die Funktionen ,,+“, und ,,-* verifizieren.

Aufgabe 6.27 Es sei (H, o) eine Halbgruppe und ,,~* eine Aquivalenzrela-
tion auf H. Zeigen Sie: ,,~* ist vertréglich (vgl. Beispiel 6.52) mit ,,0* genau
dann, wenn ,,~“ eine Kongruenzrelation auf (H, o) ist.



6.8. BIBLIOGRAPHISCHE ANGABEN 201

Aufgabe 6.28 In Lemma 4.17 hatten wir gezeigt, dal der Durchschnitt
einer nichtleeren Menge von Aquivalenzrelationen wieder eine Aquivalenz-
relation ist. Zeigen Sie, dafl auch Durchschnitt einer nichtleeren Menge von
Kongruenzrelationen wieder eine Kongruenzrelation ist.

Aufgabe 6.29 Beweisen Sie Lemma 6.49.

Aufgabe 6.30 Es sei A := {a,b} und L := {ab™a | n € IN}. Berechnen Sie
die Menge der Aquivalenzklassen der in Lemma 6.54 definierten Kongru-
enzrelation ,,~r “. Die Quotientenalgebra B sei wie in Lemma 6.54 erklért.
Geben Sie wie in Beispiel 6.53 die Tabelle fiir die iibertragenen Nachfolger-
funktionen ,,Succ, “ und ,,Succ,“ auf B an.

Aufgaben zu Teilkapitel 6.6

Aufgabe 6.31 Wire die Aussage von Satz 6.56 auch fiir diskret geordnete
Mengen richtig? Geben Sie einen Beweis oder Gegenbeispiel.

6.8 Bibliographische Angaben

Die in Abschnitt 6.1.1 dargestellten Klassen von Algebren sind in zahl-
reichen Lehrbiichern sehr viel detaillierter dargestellt. Exemplarisch seien
[Lan65, Jac85, Mey75, RSV69, dW67] genannt. Eine ausfiihrliche Diskus-
sion von endlichen Automaten und ihren Algebren bietet [Biic98]. Mehr
Hintergrund zum Thema Algebren, Homomorphismen, Kongruenzrelationen
und Quotientenalgebren findet sich in allen Biichern und Abhandlungen der
,,universellen Algebra“. Als Beispiel seien [Gra68, MT92] genannt.
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Graphen, Bidume, Terme

Graphen stellen spezielle Relationalstrukturen dar, wie sie etwa bei der
abstrakten Représentation der Struktur von Programmen, Arbeitsablaufen
oder Wegnetzen in natiirlicher Weise auftreten. Da der Begriff sehr allgemein
ist, gibt es eine Vielzahl spezieller Klassen von Graphen. In Abschnitt 7.1
stellen wir in Form eines kurzen Uberblicks die wichtigsten Arten vor, oh-
ne allerdings hier tiefer auf mathematische Zusammenhinge einzugehen.
In Abschnitt 7.2 kommen wir dann ausfiihrlicher auf die wichtigste Klas-
se von Graphen, die sogenannten Baume zu sprechen. Biume begegnen uns
in vielen alltédglichen Zusammenhéngen als Gliederungsschema. Sie werden
dariiberhinaus in der Informatik und Logik insbesondere zur Reprisentation
der Struktur von Termen und Formeln, in der Linguistik zur Représenta-
tion der Struktur natiirlich-sprachlicher Sitze verwendet. Fiir Baume einer
speziellen Form ist eine einfache algebraische Beschreibung moglich, auf die
wir in Abschnitt 7.3 eingehen. In Kapitel 7.4 fithren wir Terme ein und
geben wechselseitige Ubersetzungen zwischen Béumen und Termen an. Die
Darstellung einiger wichtiger algebraischer Eigenschaften von Baum- und
Termalgebra beendet den Kern des Kapitels.

Die Ergéinzungen am Kapitelende beginnen mit einer kurzen Darstellung
der sogenannten ,,Unifikation“ von Termen. Diese Operation stellt den zen-
tralen Rechenschritt der Programmiersprache Prolog dar, sie wird uns auch
spéter im Bereich der Logik beim resolutionsbasierten Theorembeweisen be-
gegnen. SchlieBllich kehren wir in Abschnitt 7.5.2 nochmals zu den Graphen
zuriick und betrachten das bekannte Problem, in einem endlichen Graphen
einen sogenannten Eulerschen Kreis zu finden. Die Hauptgegenstéinde dieses

203
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Kapitels, Graphen und Biaume, sind aufgrund ihrer groflen Bedeutung in der
Informatik in vielen Biichern detaillierter besprochen, auch mit Hinblick auf
algorithmische Probleme. Enstprechende Literaturangaben finden sich am
Kapitelende.

7.1 Beispiele und Typen von Graphen

Bei den Graphen unterscheidet man die Teilklassen der gerichteten und der
ungerichteten Graphen. Wir stellen zunéchst das Grundkonzept eines ge-
richteten Graphen vor.

Gerichtete Graphen

Definition 7.1 Ein gerichteter Graph (engl. ,,directed graph“ oder ,,di-
graph“) ist ein Paar G = (N,E) wo N eine nichtleere Menge ist und
FE C N x N eine binare Relation auf N. Die Elemente von N werden Knoten
(engl. ,nodes“ oder ,,vertices“) genannt, die Elemente von E heiflen Kanten
(engl. ,,edges®). Ist e = (n,m) € E eine Kante, so bezeichnet start(e) (resp.
ende(e)) den Knoten n (resp. m).

Gerichtete Graphen sind also einfache Relationalstrukturen im Sinn von
Definition 6.17. Der Begriff ist sehr allgemein, da im Prinzip jede binére
Relation auf einer nichtleeren Menge einen Graphen definiert. Wenn man
von gerichteten Graphen redet, hat man allerdings fast immer eine Form der
bildlichen Représentation im Hinterkopf, bei der die Knoten durch Punkte
reprisentiert sind und die Kanten als Pfeile zwischen diesen Punkten. Die
folgende Abbildung repréisentiert zwei gerichtete Graphen auf diese Weise.
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Bemerkung 7.2 Auf einige Unterschiede zwischen den Graphen selbst und
ihrer bildlichen Reprisentation sei hingewiesen. In den Bildern werden die
Punkte meist nicht mit Elementbezeichnungen versehen. Die tatséchliche
Knotenmenge bleibt damit im Dunkeln, bei den vorausgegangenen Abbil-
dungen kommt jeweils jede Grundmenge mit 8 Elementen in Frage. Damit
legt diese Art der bildlichen Représentation den Graphen nur bis auf Iso-
morphie fest und abstrahiert von konkreten mengentheoretischen Darstel-
lung. Da man isomorphe Strukturen ohnehin im Grunde gerne identifizieren
mochte, ist dies eher ein Vorteil. In anderer Weise sind Abbildungen aber
spezifischer als Graphen. Sie positionieren die Knoten in willkiirlicher Wei-
se im zweidimensionalen Raum. Dies fiihrt teilweise zu eher unerwiinschten
Phénomenen. So kommen uns in der nachfolgenden Abbildung die Graphen
1 und 2 &dhnlicher vor als 2 und 3, obwohl 2 und 3 isomorphe Graphen
reprisentieren, wie wir in Aufgabe 7.1 sehen.

SN N 7
NZERN RN

3

Es ist nicht schwer, Bilder von Graphen anzugeben, wo man ohne maschi-
nelle Hilfe praktisch nicht mehr entscheiden kann, ob die zugehorigen Gra-
phen isomorph sind. Sind die Graphen geniigend grof}, kann die Frage unter
Umstinden selbst mit Computern nicht in praktisch akzeptabler Zeit beant-
wortet werden.
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Beispiel 7.3 Jedes Hasse-Diagramm (vgl. Beispiel 4.28 Nr. 3) reprisentiert
einen endlichen gerichteten Graphen, wenn wir uns in Erinnerung rufen, dafl
die Kanten stets von unten nach oben gerichtet sind.

Beispiel 7.4 Bei geeigneter Abstraktion kann man auch viele Arten von
Diagrammen als gerichtete Graphen ansehen. Wenn wir den textlichen In-
halt von Flussdiagrammen ignorieren, kommen wir zu Figuren wie der nach-
folgenden, die Graphen darstellen.

Diagramme ihrerseits werden h#ufig verwendet, um die Struktur von Pro-

grammen zu beschreiben. Graphen kénnen damit die Struktur von Program-
men auf einer abstrakten Ebene widerspiegeln.

Definition 7.5 Sei G = (N, E) ein gerichteter Graph. Der Knoten m heifit
direkter Nachfolger des Knotens n genau dann, wenn E(n,m) gilt. Um-
gekehrt heifit in dieser Situation n ein direkter Vorginger von m. Eine
Folge von Kanten eq,...,e, (K > 1) heiit Pfad der Linge k genau dann,
wenn ende(e;) = start(e;+1) fir 1 < i < k gilt. Ist m := start(e;) und
n := ende(ey), so heiit ey, ..., ex ein Pfad von n nach m. Ein Pfad eq, ..., ey
heifit geschlossen genau dann, wenn ende(ey) = start(e1) gilt. Ein Pfad der
Lénge & > 1 heifit einfach genau dann, wenn er k verschiedene Kanten
enthélt. Der Knoten m ist ein Nachfolger des Knotens n genau dann, wenn
es einen Pfad ej,...,e; (k > 1) gibt mit start(e;) = n und ende(ex) = m.
In dieser Situation heifit n ein Vorgdnger von m.

Man beachte, dal ein Knoten durchaus ein Nachfolger oder Vorginger
von sich selbst sein kann. Die Kantenrelation FE ist identisch zur direk-
ten Nachfolger-Beziehung. Die Nachfolger-Relation ist gerade die transiti-
ve Hiille £ der Kantenrelation im Sinn von Definition 4.38. Im speziellen
Fall, wo E* eine partielle Ordnung ,,<* ist, stimmen der obige (direkte)
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Nachfolger- und Vorgéngerbegriff mit den entsprechenden Begriffen aus De-
finition 4.27 iiberein. Der Pfadbegriff ist verwandt zum Begriff der R-Kette
(vgl. Definition 3.28). Wihrend R-Ketten jedoch Folgen von Elementen sind,
stellen Pfade Folgen geordneter Paare dar. Es gilt jedoch offenkundig die fol-
gende Reformulierung von Lemma 4.44.

Lemma 7.6 Es sei G = (N, E) ein gerichteter Graph. Dann gilt ET =
{{n,m) € N x N | 3 Pfad der Linge n > 1 von n nach m}.

Beispiel 7.7 Um die Begriffe zu illustrieren, labeln wir in der folgenden
Darstellung eines Graphen G die Knoten mit den Elementnamen. Die di-
rekten Nachfolger des Knotens 6 sind 4,7,10. Die Vorginger von 4 sind
1,3,6,5,2 sowie 4 selbst, die Vorgénger von 8 sind 5,2,1,4,3,6. Es ist
(1,2),(2,5), (5,6), (6,10), (10,9), (9,11) ein einfacher Pfad der Lénge 6 von
g.

Der Pfad (4,2),(2,5),(5,6),(6,4) ist einfach und geschlossen. Die Pfa-
de (2,5), (5,6), (6,4), (4,2), (2,5) und (9, 11), (11,10}, (10,9), (9, 11), (11, 10)
sind nicht einfach.

Lemma 7.8 Der Knoten n des gerichteten Graphen G sei ein Nachfol-
ger (resp. Vorginger) des Knotens m. Dann ist jeder Nachfolger (resp.
Vorgdnger) von n auch ein Nachfolger (resp. Vorginger) von m.

Beweis. Ubung (vgl. Aufgabe 7.3). m
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Gerichtete azyklische Graphen

Im allgemeinen ist auch bei endlichen Graphen die Kantenrelation E nicht
wohlfundiert im Sinn von Bemerkung 4.50. Sobald ndmlich ein geschlos-
sener Pfad existiert, gibt es eine unendlich absteigende E-Kette. Wie das
in 4.50 dargestellte Prinzip der wohlfundierten Induktion verdeutlicht, sind
fundierte Relationen beweistechnisch — aber auch algorithmisch — leichter
zu handhaben. Es liegt daher nahe, die Teilklasse derjenigen Graphen zu
betrachten, die keine geschlossenen Pfade enthalten. Dies fiihrt auf folgende
Definition.

Definition 7.9 Ein gerichteter Graph G heifit azyklisch genau dann, wenn
G keinen geschlossenen Pfad enthilt. Gerichtete azyklische Graphen werden
DAGs (fiir ,,Directed Acyclic Graph“) genannt.

Lemma 7.10 FEin gerichteter Graph G ist ein DAG genau dann, wenn fir
jeden Pfad ey, ..., e, von G die Knoten start(ey), start(es), ..., start(ex),
ende(ey) stets paarweise verschieden sind.

Beweis. Waéren zwei Knoten der Folge start(ey), start(es), ..., start(ey),
ende(er) identisch, so hétte G offenkundig einen geschlossenen Pfad
und wére kein DAG. Sind fiir jeden Pfad eq,...,ex von G die Knoten
start(ey), ..., start(eg), ende(ey) stets paarweise verschieden, so kann G kei-
nen geschlossenen Pfad haben und ist ein DAG. m

Aus Lemma 7.10 ergibt sich sofort

Korollar 7.11 Ist G ein DAG mit n Knoten, so betrigt die Linge eines
beliebigen Pfads in G hdchstens n. Es gibt nur endliche viele verschiedene
Pfade.

Beispiele 7.12 Die nachfolgende Abbildung zeigt zwei DAGs.



7.1. BEISPIELE UND TYPEN VON GRAPHEN 209

Jedes Hasse-Diagramm (vgl. Beispiele 4.28 Nr. 3) reprisentiert einen azy-
klischen gerichteten Graphen.

Beispiel 7.13 Wenn wir vom im Abschnitt 2.7.3 geschilderten Fundiert-
heitsprinzip fiir Mengen ausgehen, so konnen wir jede Menge M in kano-
nischer Weise als einen DAG darstellen, wo die Kantenrelation gerade der
Elementbeziehung entspricht. Die Knoten selbst représentieren M, die Ele-
mente von M, die Elemente von Elementen etc. Dabei wird jede auftretende
Menge nur einmal repréisentiert. Betrachten wir als ein Beispiel die Menge
{{{a,b},{b,{b,c}}},{b,{b,c}},{b,c},c}. Der zugehorige DAG hat folgende

Form:

{{{a.,b}.{b.{b,ch}, {b.{b.c}}, {b,c}, c}

{{a.b}.{b.{b.ch}}
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Lemma 7.14 FEin gerichteter Graph G = (N, E) ist ein DAG genau dann,
wenn die Nachfolgerrelation ET auf G irreflexiv (damit eine strikte partielle
Ordnung) ist.

Beweis. Sei G = (N, E) ein DAG, also azyklisch. Angenommen es gibt einen
Knoten n € N mit R(n,n), wo R = E* die Nachfolgerrelation ist. Dann
gibt es gemafl Lemma 7.6 einen Pfad ej,...,ex der Linge k£ > 1 in G von
n nach n. Da dieser Pfad geschlossen ist, erhalten wir einen Widerspruch.
Folglich ist R irreflexiv. Da R = E™T stets transitiv ist, ist dann E eine
strikte partielle Ordnung. Die Umkehrung erfolgt analog. m

Lemma 7.15 Es sei G = (N, E) ein DAG mit endlicher Grundmenge N.
Dann besitzt G zumindest ein Element ohne direkten Vorginger (direkten

Nachfolger).

Beweis. Nach Lemma 7.14 ist ET eine strikte partielle Ordnung. Insbeson-
dere folgt aus E(m,n) stets m # n fiir alle m,n € N. Es ist E* = ET UIdy
eine partielle Ordnung auf der endlichen Menge N. Mit Lemma 4.32 folgt,
dafl es ein beziiglich E* minimales (maximales) Element m gibt. Hétte m
einen direkten Vorgénger (Nachfolger) n, so gilt E(n,m) (resp. E(m,n)). Da
andererseits m # n folgt, widerspriche dies der Minimalitit (Maximalitét)
von m beziiglich £*. m

Symmetrische Graphen

Definition 7.16 Ein symmetrischer Graph ist ein gerichteter Graph G =
(N, E) wo die Kantenrelation E symmetrisch ist.

Symmetrische Graphen werden manchmal auch ungerichtete Graphen ge-
nannt. Mit (m,n) liegt auch stets (n,m) in der Kantenmenge. Ein Paar
{{m,n), (n,m)} kann alternativ als Menge {m,n} reprisentiert werden und
wird oft als ungerichtete Kante bezeichnet. Eine ungerichtete Kante von
n nach n hat damit die Form {n}. Bei der bildlichen Darstellung symme-
trischer Graphen 1é3t man bei den Kanten die Richtungsangaben weg und
liest alle Verbindungen als bidirektionale Kanten. Die nachfolgende Abbil-
dung gibt einige Beispiele.
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Symmetrische Graphen kénnen zur formalen Analyse von Planungsproble-
men und Arbeitsabfolgen verwendet werden. Typischerweise treten hierbei
keine Kanten auf, die einen Knoten mit sich selbst verbinden.

Beispiel 7.17 In einer Firma sollen sieben Auftrige abgearbeitet werden.
Jeder Auftrag dauert einen halben Tag, durch paralleles Abarbeiten soll die
Lieferzeit moglichst kurz gehalten werden. Die Maschinen der Firma kénnen
gleichzeitig immer nur fiir einen Auftrag eingesetzt werden. Einige der vor-
handenen Maschinen werden sowohl fiir Auftrag 1 als auch fiir Auftrag 3
benstigt. Ahnliches gilt fiir die Auftragspaare {1,6}, {1,7}, {2,5}, {2,6},
{3,4}, {3,5} und {6, 7}. Weitere Bedingungen sollen nicht existieren. Wie-
wiele Halbtage sind mindestens notwendig, um die Auftrige abzuarbeiten?

Wir repriisentieren die Auftrige als Knoten eines symmetrischen Gra-
phen. Zwei Knoten ¢ und j werden mit einer Kante verbunden genau dann,
wenn es eine Maschine gibt, die fiir Auftrag ¢ und Auftrag j gebraucht wird.

Wir farben nun die Knoten derart, dal kein Knotenpaar derselben Farbe
durch eine Kante verbunden ist. Dabei verwenden wir eine minimale Anzahl
von Farben. Eine Losung, die mit drei Farben auskommt, beruht auf der
Zerlegung in die Teilmengen {1,2}, {3,6} und {4, 5, 7}. Es ist nicht moglich,
mit nur zwei Farben auszukommen. Wenn wir an einem Halbtag die Auftréige
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1 und 2 parallel bearbeiten, an einem anderen die Auftrige 3 und 6, und am
dritten Halbtag die Auftrage 4,5 und 7, so wird keine Maschine zeitgleich
fiir zwei Jobs benétigt.

Definition 7.18 Eine Knotenfirbung vom Grad n € IN eines symmetri-
schen Graphen G = (V, E) ist eine Abbildung f von V in eine Menge C' mit
n Elementen, so daf fiir jede ungerichtete Kante {m,n} stets f(m) # f(m)
gilt.

Es ist ein bekanntes algorithmisches Problem, motiviert durch Anwendungen
wie die oben geschilderte, zu einem gegebenen symmetrischen Graphen (wo
E irreflexiv ist) eine Knotenfirbung minimalen Grades zu berechnen.

Definition 7.19 Ein symmetrischer Graph G = (N, E) heifit zusam-
menhdngend (engl. ,,connected“) genau dann, wenn es zu je zwei verschie-
denen Knoten m,n € N stets einen Pfad von m nach n gibt.

Man beachte, dal ein zusammenhéngender Graph gemé&fl Definition 7.19
stets symmetrisch ist.

Lemma 7.20 Sei G = (N,E) ein symmetrischer Graph. Dann ist die
reflexiv-transitive Hiille E* von E eine Aquivalenzrelation auf der Knoten-
menge N .

Beweis. Wie Aufgabe 4.31 zeigt, ist die reflexiv-transitive Hiille E* der sym-
metrischen Relation E selbst wieder symmetrisch. Natiirlich ist £* sowohl
reflexiv als auch transitiv. Damit ist E* eine Aquivalenzrelation. m

Als Ubungsaufgabe (vgl. Aufgabe 7.7). werden wir zeigen, daB ein sym-
metrischer Graph G zusammenhéingend ist genau dann, wenn die Quoti-
entenmenge N/E* genau ein Element hat. Die Aquivalenzklassen von E*
werden auch die Zusammenhangskomponenten des Graphen G genannt. Die
Zusammenhangskomponenten sind genau die maximalen Teilmengen, wo je
zwei Knoten stets durch einen Pfad verbunden sind. Der nachfolgend dar-
gestellte Graph besitzt fiinf Zusammenhangskomponenten.
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Definition 7.21 Sei G = (N, E) ein symmetrischer Graph. Der Grad w(n)
des Knotens n € N ist

1. die Zahl der ungerichteten Kanten der Form {n,m} mit n # m, plus

2. 2 (resp. 0) falls es eine (keine) ungerichtete Kante der Form {n} gibt.

Bei der iiblichen bildlichen Darstellung eines symmetrischen Graphen ent-
spricht dem Grad eines Knotens damit die Zahl der Linien, die von dem
Knoten ausgehen. Im nachfolgenden Beispiel haben die Knoten 2 und 5 den
Grad 3, die Knoten 3 und 4 haben den Grad 4, der Knoten 1 hat den Grad
2.

Da jede ungerichtete Kante eines symmetrischen Graphen entweder bei ei-
nem Knoten zwei Beitrige zum Grad oder bei zwei Knoten genau einen
Beitrag zum Grad liefert, gilt das folgende Lemma.

Lemma 7.22 In einem endlichen symmetrischen Graphen betrdgt die Sum-
me der Grade aller Knoten gerade 2e, wo e die Zahl der ungerichteten Kan-
ten angibt.

Beispiel 7.23 Ein symmetrischer Graph G heifit reguldr genau dann, wenn
jeder Knoten von G denselben Grad hat. Die nachfolgende Abbildung stellt
zwei regulidre Graphen dar, wo jeder Knoten den Grad 4 besitzt.
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Hat der regulidre Graph G genau k Knoten, hat jeder Knoten den Grad k—1,
und sind je zwei verschiedene Knoten stets durch eine Kante verbunden, so
spricht man von einem wollstindigen Graphen. Fiir jede natiirliche Zahl
k > 1 gibt es bis auf Isomorphie genau einen vollstdndigen Graphen. Fiir
k=1,...4,6 sind diese in der nachfolgenden Abbildung wiedergegeben.

BN VAN

Beispiel 7.24 Ein symmetrischer Graph G = (N, E) heifit Bipartitions-
graph (engl. , bipartite graph“) genau dann, wenn es eine Partition der
Knotenmenge N der Form {Nj, Ny} gibt, so daB fiir jede gerichtete Kante
(n,m) € F stets entweder n € Ny und m € Ny oder aber n € Ny und m € Ny
gilt. Dies ist dquivalent dazu, dafl es eine Knotenfirbung vom Grad 2 fiir G
gibt. Wenn dariiberhinaus fiir alle n € N1 und m € N stets (n,m) € E gilt,
so heifit G ein wvollstindiger Bipartitionsgraph. Die nachfolgende Abbildung
zeigt drei vollsténdige Bipartitionsgraphen.

VB XK

Gelabelte Graphen

Am Ende dieses Teilkapitels wollen wir noch kurz auf einige Erweiterungen
des Grundkonzepts eines Graphen eingehen. Héufig werden etwa gelabel-
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te Graphen (machmal auch ,etikettierte Graphen“ genannt) behandelt. Es
konnen hierbei entweder

e nur die Knoten,
e nur die Kanten, oder

e sowohl Knoten als auch Kanten

gelabelt sein, die Etikettierung kann jeweils total oder nur partiell sein. Sind
die Kanten gelabelt, so kann es mehrere Kanten von einem Knoten n zu
einem Knoten m geben, man spricht gegebenenfalls von einem Multigra-
phen. Sowohl gerichtete als auch symmetrische Graphen kénnen gelabelt
sein. Nachfolgend zwei Beispiele gerichteter gelabelter Graphen.

Beispiel 7.25 Die nachfolgende Abbildung repréisentiert einen sogenannten
,,endlichen Automaten® in Form eines gelabelten gerichteten Graphen.

Endliche Automaten werden verwendet, um die Worter einer bestimmten
Sprache L iiber dem Kantenalphabet, das im Beispiel die Form {0,1} hat,
zu erkennen. Genau einer der Knoten ist als Startzustand ausgezeichnet und
triagt das Label S. Ein Teil der Knoten ist als Menge der Finalzustinde aus-
gezeichnet, Finalzustdnde haben Label F'. Wir kénnen die Kantenlabels als
,, Tickets“ interpretieren, die zum Passieren der Kante benétigt werden. Ein
,,Eingabewort “ w iiber dem Kantenalphabet kann nun als ,,Ticketfolge* in-
terpretiert werden. Das Wort w gehort zu der durch den Automaten charak-
terisierten Sprache L genau dann, wenn es einen Pfad ey, ..., e, durch den
Graphen gibt, der beim Startzustand beginnt und bei einem Finalzustand
endet, so dal w genau die zum Passieren von ey, ..., e, benttigte Ticket-
folge ist. Beim obigen Beispielautomaten gehéren etwa die Worter 1, 111,
10, 101 zur charakterisierten Sprache L, alle mit dem Préfix 00 beginnenden
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Mitglied

Mitglied Mitglied
Mitglied

Projekt
Titel

Abbildung 7.1: Datenbank als gelabelter Graph.

Worter hingegen nicht. Zum algebraischen Hintergrund endlicher Automa-
ten vergleiche man die Diskussion in Beispiel 6.53. Weiter Literaturangaben
zu Automaten befinden sich am Kapitelende.

Beispiel 7.26 Gelabelte Graphen werden auch verwendet, um sogenannte
semi-strukturierte Daten zu modellieren. Figur 7.1 gibt ein vereinfachtes
Beispiel, wie ein Ausschnitt einer semi-strukturierten Datenbank aussehen
kann.

7.2 Biaume als Relationalstrukturen

Die in diesem Abschnitt zu besprechenden Biume stellen eine Teilklasse
der DAGs dar, die aufgrund ihrer besonderen Eigenschaften eine zentrale
Rolle als Datenstruktur in der Informatik und in der Linguistik spielen. Die
unten angefiigten Beispiele decken nur einen Teil all derjenigen Bereiche und
Situationen ab, wo Biume in natiirlicher Weise auftreten. Zu unterscheiden
sind die Teilklassen der ungeordneten und die der geordneten Badume. Bei
der letzteren Klasse gibt es zwischen den direkten Nachfolgern eines Knotens
eine feste links-rechts Abfolge. Wir beginnen zunéchst mit einer Darstellung
der ungeordneten Biume, wo eine solche Ordnung der direkten Nachfolger
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fehlt.!

Ungeordnete Bidume

Ungeordnete Badume mit Wurzeln kann man sowohl als symmetrische Gra-
phen als auch als gerichtete Graphen formalisieren. Wir stellen zunéchst die
erste Alternative dar.

Definition 7.27 Ein ungeordneter Baum ist ein Tupel der Form 7 =
(N, E,ng), wo gilt

1. (N, E) ist ein zusammenhéngender (damit symmetrischer) Graph. Zu
je zwei verschiedenen Knoten m und n gibt es genau einen einfachen
Pfad von m nach n,

2. ng € N ist ein ausgezeichnetes Element, das die Wurzel des Baums T

genannt wird.

Die nachfolgende Abbildung zeigt zwei ungeordnete Baume. Die Wurzel ist
jeweils hervorgehoben.

Der Ubergang zur Formalisierung als gerichteter Graph ergibt sich wie folgt.
In einem ungeordneten Baum kénnen wir jedem Knoten eine eindeutig be-
stimmte FEntfernung zur Wurzel zuordnen. Fiir die Wurzel selbst ist die
Entfernung 0, fiir jeden anderen Knoten n ist die Entfernung gerade die

!Die nachfolgend dargestellten Biume werden manchmal auch als ,verwurzelte
Biume*“ (englisch ,,rooted tree*) bezeichnet. Wir gehen nicht auf Bdume ohne Wurzeln
ein.
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Lénge des eindeutig bestimmten einfachen Pfads von der Wurzel zu n. Da-
mit konnen wir jeder Kante eine Vorzugsrichtung geben, vom Knoten ge-
ringerer Entfernung zur Wurzel hin zum Knoten groferer Entfernung. Bei
der Darstellung endlicher ungeordneter Bdume kénnen wir die Wurzel als
oberstes Element zeichnen und alle Kanten geméfl ihrer Vorzugsrichtung
von oben nach unten einzeichnen. Auf diese Weise erhalten wir fiir die oben
dargestellten Bdume nun Darstellungen der folgenden Form.

Wir werden im nachfolgenden abweichend von Definition 7.27 ungeordnete
Baume stets als gerichtete Graphen betrachten, wobei wir annehmen, daf
jede Kante stets in der Vorzugsrichtung weg von der Wurzel ausgerichtet
ist (in Zeichnungen von oben nach unten). Insbesondere nehmen wir bei
Begriffen wie ,,Vorgéinger“, ,,Nachfolger“ und ,,Pfad“ immer nur auf die
Kanten in Vorzugsrichtung Bezug. Das nachfolgende Lemma charakterisiert
ungeordnete Baume als gerichtete Graphen und koénnte als eine alternative
Definition verwendet werden.

Lemma 7.28 Es sei T ein ungeordneter Baum. Dann gilt:

1. Die Wurzel besitzt keinen direkten Vorgdinger. Jeder von der Wurzel
verschiedene Knoten von T besitzt genau einen direkten Vorgdnger,

2. T ist ein DAG.

Beweis. 1. Da direkte Vorgénger nach Definition der Vorzugsrichtung
stets ndher an der Wurzel sind, kann die Wurzel keinen direkten Vorgédnger
haben. Es sei n ein von der Wurzel verschiedener Knoten. Wir zeigen
zunéchst die Fzistenz eines direkten Vorgéngers. Nach Bedingung 1 aus De-
finition 7.27 gibt es einen einfachen Pfad mit Kanten in Vorzugsrichtung
von der Wurzel bis zu n. Ist e die letzte Kante, so gilt ende(e) = n, damit
ist start(e) ein direkter Vorgénger von n. Um die Eindeutigkeit zu verifi-
zieren, nehmen wir an, dal n zwei verschiedene direkte Vorgénger n; und
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ny hat. Der Knoten n; kann entweder die Wurzel sein (dies kann nur auf
einen Knoten zutreffen), oder es gibt wiederum einen einfachen Pfad (mit
Kanten in Vorzugsrichtung) von der Wurzel bis zu n; (i = 1,2). In beiden
Féllen reprisentiert die Verlingerung mit der Kante (n;,n) einen einfachen
Pfad von der Wurzel zu n. Damit gibt es offensichtlich zwei verschiedene
einfache Pfade von der Wurzel zu n. Dies widerspricht Bedingung 1 von
Definition 7.27.

2. Es ist zu zeigen, dal 7 keinen geschlossenen Pfad enthilt. Wire
e1,...,ex ein geschlossener Pfad von 7, so géibe es (einen und damit) unend-
lich viele Pfade von der Wurzel von T zu start(e;), da mit jedem solchem
Pfad die Verldngerung mit eq, ..., e ein Pfad derselben Art wire. Da somit
T keinen geschlossenen Pfad enthélt, ist 7 ein DAG. m

Lemma 7.29 Es sei T ein ungeordneter Baum. Ist eq, ..., e ein Pfad von
T, so sind die Knoten start(ey), start(es), ..., start(ey), ende(ey) paarweise
verschieden.

Beweis. Dies folgt aus Teil 2 des vorangegangenen Lemmas mit Lem-
ma 7.10. =

Definition 7.30 Es sein ein Knoten des ungeordneten Baums 7. Ein direk-
ter Nachfolger von n wird auch Kind (oder Sohn, Tochter) von n genannt.
Der Verzweigungsgrad von n ist die Zahl der verschiedenen Kinderknoten
von n. Ist n von der Wurzel verschieden, so heifit der nach Lemma 7.28
eindeutig bestimmte direkte Vorgénger von n auch der Elternknoten (oder
Vaterknoten, Mutterknoten) von n. Ein Knoten, der keinen Kinderknoten
besitzt, wird Blatt von T genannt. Jeder Pfad von der Wurzel bis zu einem
Blatt wird ein Ast des Baums genannt.

Beispiel 7.31 Die Menge aller Dateien und Ordner auf einem Computer
ist iiblicherweise in der Form eines ungeordneten Baums organisiert. Die in
einem Ordner enthaltenen Dateien und Teilordner stellen die Kinder des
Ordners dar. Dateien und leere Ordner reprisentieren die Bléitter dieses
Baums.

Definition 7.32 Es seien 7 = (N, E,ng) und 7; = (N1, E1,n1) ungeord-
nete Baume. 77 heifit Teilbaum von T genau dann, wenn gilt:
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Abbildung 7.2: Drei Teilbdume.

1. ni €N,
2. Ny ={n1}U{n € N | n ist ein Nachfolger von ny in 7},

3. Ey ={e € E | start(e) € N; A ende(e) € Ny}.

In dieser Situation heifit 77 der durch ny bestimmite Teilbaum von T . Ist nq
ein Kind der Wurzel ng, so heifit 71 ein unmittelbarer Teilbaum von T .

Insbesondere ist stets T selbst ein Teilbaum von 7, der durch die Wurzel
bestimmt ist. Abbildung 7.2 stellt zwei Biume dar, in denen Teilbdume
unterlegt sind. Wie der rechte Baum illustriert, kann ein Knoten durchaus
unendlichen Verzweigungsgrad haben, Baume kénnen auch unendliche Pfade
haben. Dies fiihrt auf die folgenden Unterscheidungen.

Definition 7.33 Ein Baum 7 heifit endlich genau dann, wenn 7 nur end-
lich viele Knoten besitzt, andernfalls heifit 7 unendlich. Der Baum 7T heifit
endlich verzweigend genau dann, wenn jeder Knoten von 7 endlichen Ver-
zweigungsgrad besitzt. Der Baum 7 hat uniform endlichen Verzweigungs-
grad genau dann, wenn es eine Zahl k € IN gibt, so daf} jeder Knoten von T
hochstens Verzweigungsgrad k besitzt.

T ist ein rationaler Baum genau dann, wenn 7 endlich verzweigend ist
und bis auf Isomorphie? nur endlich viele Teilbdume besitzt.

2Beim Isomorphiebegriff von Teilbdumen beziehen wir uns auf den Isomorphiebegriff
fiir Strukturen, vgl. Definition 6.40.
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Abbildung 7.3: Unendliche rationale Bidume.

Abbildung 7.3 zeigt drei unendliche rationale Biume. Ein sehr haufig ver-
wendetes kombinatorisches Prinzip ist das nachfolgende.

Lemma 7.34 (Konigs Lemma) Fin endlich verzweigender Baum T ist
unendlich genau dann, wenn T einen unendlichen Pfad besitzt.

Beweis. Falls T einen unendlichen Pfad besitzt, so ist 7 nach Lem-
ma 7.29 unendlich. Es sei umgekehrt 7 unendlich. Da die Wurzel ng nur
endlich viele Kinder hat, muf} einer der durch die Kinder bestimmten un-
mittelbaren Teilbdume unendlich sein. Es sei dies etwa der durch das Kind
ny bestimmte Teilbaum. Wir setzen e; := (ng,n;). Durch Iteration dieses
Verfahrens ergibt sich ein unendlicher Pfad ey, eo,... wo jeweils der durch
ni := ende(ey) bestimmte Teilbaum von 7 unendlich ist. mEs sei darauf
hingewiesen, dafl der vorausgegangene Beweis nicht konstruktiv ist.

Geordnete Biaume

Bei den bisher betrachteten Bidumen reprisentieren die Kanten die einzige
festgelegte Ordnungsbeziehung zwischen den Knoten. Die Abbildungen sug-
gerieren vielleicht félschlicherweise, daf3 es noch zusétzlich eine festgelegte
links-rechts Abfolge der Knoten gibt. Jedoch ist diese Art der Ordnungsbe-
ziehung lediglich ein ungewollter Nebeneffekt der graphischen Darstellung.
Beispielsweise reprisentieren alle drei nachfolgenden Bilder denselben unge-
ordneten Baum.
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In vielen Zusammenhéngen ist es indes durchaus erwiinscht, tatséchlich ei-
ne Reihenfolge zwischen den verschiedenen Kindern eines Knotens explizit
festzulegen. Dies fiihrt auf den Begriff des geordneten Baums.

Definition 7.35 Ein geordneter Baum ist ein Tupel der Form T =
(N, E,ng, <), wo gilt

1. (N, E,ng) ist ein ungeordneter Baum,

2. “<” ist eine strikte partielle Ordnung auf N, so da} zwei Knoten n
und m in der Beziehung n < m oder m < n stehen genau dann, wenn
m und n verschiedene Kinder eines gemeinsamen Elternknotens sind.

Die nachfolgende Abbildung représentiert einen geordneten Baum. Die strik-
te partielle Ordnung ,,<*“ ist durch graue Pfeile angedeutet.

Bei endlichen geordneten Biumen ist es moglich®, den Knoten eine ,,Stan-
dardbenennung“ zu geben, so dafl die Knotennamen implizit die Struktur

3Verallgemeinerung auf bestimmte Arten unendlicher Biume sind méglich.
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des Baums — insbesondere auch die Ordnung ,,<“ — widerspiegeln. Dazu
fithren wir den folgenden Begriff ein.

Definition 7.36 Ein Baumskelett ist eine endliche Menge S # () endlicher
Folgen von positiven natiirlichen Zahlen mit den folgenden Eigenschaften:

1. Ist (nq,...,nx) € S, k > 1und ng > 1, soist auch (ny,...,nx—1) € S.

2. Ist (nq,...,ng_1,nk) € S und k > 1, so ist auch (nq,...,nE_1) € S.
Die Héhe von S ist die maximale Lénge einer Folge in S.

Es folgt sofort, dafl jedes Baumskelett S die leere Folge ,,( )“ enthélt, die
wir den Wurzelknoten von S nennen. Jedem Baumskelett kénnen wir in
kanonischer Weise den endlichen geordneten Baum 7 (S) = (S, E, ( ), <) zu-
ordnen, wo wir von jeder Folge (nqy,...,ng) in S zu jeder Verlingerung der
Form (ni,...,ng,ngy1) in S eine Kante haben, und wo der Wert des letz-
ten Folgenglieds ng 1 die links-rechts Anordnung der Kinder eines Knotens
(n1,...,ng_1,nk) bestimmt. Die Elemente von S werden auch die Positio-
nen von 7T (S) genannt.

Beispiel 7.37 Der dem Baumskelett S := {( ), (1),(2),(1,1),(1,2),(2,1)}
zugeordnete Baum 7 (.S) 148t sich wie folgt représentieren:

<1> <2>

<1,1> <1,2> <2,1>

Umgekehrt kann man zu jedem endlichen geordneten Baum 7T sofort ein
Baumskelett S angeben, so da8 7 zu 7 (S) isomorph ist.

Auf geordneten Baumen wird oft eine links-rechts Beziehung der Knoten
betrachtet, die nicht nur auf gemeinsame Kinder eines Knotens beschrinkt
ist. Um sie einzufiihren, benttigen wir einen Hilfsbegriff. Wir nennen einen
Knoten n’ einen refleziven Vorginger des Knotens n genau dann, wenn ent-
weder n = n’ gilt oder wenn n’ ein Vorgéinger von n ist.
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Definition 7.38 Zwei Knoten m und n stehen in der links-rechts Beziehung
in T = (N, E,ng,<) genau dann, wenn m und n reflexive Vorgénger m’
respektive n’ haben, so dal m’ < n/ gilt.

Wir verwenden das Symbol ,,<;.“ fiir die links-rechts Beziehung. In der
nachfolgenden Abbildung sind mit grauen Pfeilen einige Knotenpaare ange-
deutet, die in der links-rechts Beziehung stehen.

Die folgende Definition fithrt zwei wichtige lineare Ordnungen auf den Kno-
ten eines endlichen geordneten Baums ein. Die Ordnungen sind sehr niitz-
lich, um alle Knoten des Baums in systematischer Weise nacheinander zu
besuchen.

Definition 7.39 Es sei T = (N, E,ng, <) ein endlicher geordneter Baum.
Die Prdordnung auf N ist die strikte lineare Ordnung, die wir erhalten, wenn
wir beginnend von der Wurzel jeden Teilbaum von 7 so durchlaufen, dafl
wir

1. als erstes die Wurzel besuchen, dann

2. nacheinander die unmittelbaren Teilbdume in der durch die <-Abfolge
der Wurzeln bestimmten Reihenfolge. Hierbei wird jeder unmittelbare
Teilbaum vollstéindig durchlaufen, bevor wir den néchsten besuchen.

Bei der Postordnung werden zuerst die Knoten der unmittelbaren Teilbdume
in der durch die links-rechts Abfolge der Wurzeln bestimmten Reihenfolge
durchlaufen, bevor als letztes die Wurzel aufgezéhlt wird.

Abbildung 7.4 illustriert an einem Beispiel die Préordnungsabfolge (links)
und die Postordnungsabfolge (rechts) der Knoten eines geordneten Baums.
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<3,1,1>

<2,1,2> <3,1,2>

2%6) <2,1>(g)
<2,1,1>(9)
“

<2,1,1,1><2,1,1,2> <2,1,3,1> <3,1,1,1> <3,1,1,2>

Abbildung 7.5: Priordnung als lexikographische Ordnung des Baumskeletts.

Bemerkung 7.40 Bilden die Knoten des Baums 7 ein Baumskelett S, so
stimmt die Préordnung genau mit der lexikographischen Ordnung (vgl. Bei-
spiel 4.28 Nr. 5) der Folgen in S iiberein. Der Zusammenhang ist in Abbil-
dung 7.5 dargestellt.

Lemma 7.41 Es bezeichne <, die Prdordnung auf den Knoten des end-
lichen geordneten Baums T = (N, E,ng,<), mit <j. sei die links-rechts
Ordnung der Knoten bezeichnet. Es seien m und n Knoten aus N.

1. Es gilt m <j n genau dann, wenn m <, n und wenn n kein Nachfolger
von m ist.

2. Falls m <; n und n <, k so folgt m <y, k.

Wie bei allgemeinen Graphen werden auch bei ungeordneten oder geordne-
ten Badumen haufig Kanten oder Knoten gelabelt.
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Gelabelte Baume

Beispiel 7.42 Begriffshierarchien kénnen adédquat in der Form endlicher
ungeordneter Bdume mit gelabelten Knoten dargestellt werden, wie im nach-
folgenden Beispiel.

Lebewese

Pflanze

|
[Vogel] (:Insekt:) (:Séuget@ [Baum] [Strauc@ [ Pilz]

Beispiele 7.43 Die Struktur natiirlich-sprachlicher Sétze wird haufig in
Gestalt von Parsebdumen angegeben. Es handelt sich hierbei um geordne-
te Bdume mit gelabelten Knoten, die die hierarchische Struktur des Satzes
in Teilphrasen wiedergeben. Im nachfolgenden Beispiel steht ,,S“ fiir Satz,
,, NP fiir Nominalphrase, ,,VP* fiir Verbalphrase, ,, Art* fiir Artikel, ,,N*
fiir Nomen, ,,TV* fiir transitives Verb und ,,Adj* fiir Adjektiv.

Art

"den"  "grolRen" “"Wagen"

7.3 Algebraische Beschreibung von Bdumen

In diesem Abschnitt betrachten wir endliche geordnete Bdume, deren Knoten
mit Funktionssymbolen einer gegebenen Signatur gelabelt sind. Die Stellig-
keit des Labels gibt hierbei immer die Zahl der Kinder eines Knotens an.
Biume dieser Art werden zur Reprisentation von Termen verwendet. Auf
diesen Sachverhalt gehen wir allerdings erst im n#ichsten Abschnitt ein.
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Nachfolgend sei ¥ = 37 U X¢ stets eine Signatur mit nichtleerer Menge
Y¢ von Individuenkonstanten und mit der Menge der Funktionssymbole ¥ r.

Definition 7.44 Ein Baum diber der Signatur 3 ist ein Paar T' = (S, D) wo
gilt:

1. S ist ein Baumskelett,

2. D ist eine ,,Dekoration fiir S, das heifit eine Abbildung S — ¥ mit
den folgenden Eigenschaften:

(a) Fiir jeden Knoten n € S, der genau k& > 1 Kinder hat, ist D(n)
ein k-stelliges Funktionssymbol aus X r,

(b) fiir jedes Blatt n € S ist D(n) € X¢.

Mit B(X) bezeichnen wir die Menge aller Baume {iber der Signatur 3.

Baume der obigen Art werden wir kurz auch als 3-Bdume bezeichnen. Die
Dekoration D(n) eines Knotens 7 wird auch als das Label von 7 bezeichnet,
anstatt von einer Dekoration spricht man manchmal auch von einem ,,Labe-
ling“. Begriffe wie die Héhe oder die Menge der Positionen iibertragen sich
in der offenkundigen Weise vom Baumskelett S auf den Baum T = (S, D).

Beispiel 7.45 Die Signatur X enthalte ein zweistelliges Funktionssymbol f,
ein einstelliges Funktionssymbol g und die Individuenkonstante a und b. Es
sei S :={(),(1),(2),(1,1),(1,2),(2,1)} das Baumskelett aus Beispiel 7.37
und D die Dekoration

() = f]
(1 = f
(2) = g
(L) — a
(1,2) — b

L (2,1) = a |

Dann ist T := (S, D) ein Baum in B(X). Hier eine graphische Reprisentati-
on.
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In Definition 7.32 hatten wir den Begriff des (unmittelbaren) Teilbaums ei-
nes ungeordneten Baums eingefiihrt. Bei den hier betrachteten geordneten
Béumen kann man den Begriff des Baumskeletts dazu verwenden, um ge-
nauer Teilbdume einer festen Position zu definieren. Hierzu bezeichne ,,0%
die Konkatenation (Verkettung) endlicher Folgen natiirlicher Zahlen, wo also
(ng,...,ng)o (mo,...,my) = (ng,...,ng, mo,...,my) gilt.

Definition 7.46 Es sei T' = (S, D) € B(X). Der Baum (S;,D;) € B(X)
heifit Teilbaum von T genau dann, wenn eine Position n € S existiert, so
daB S; = {0 |non’ € S} und D1(n) = D(non') fiir alle ' € S;. Es wird
dann n die Position des Teilbaums (Sy, D1) in (S, D) genannt. Hat n = (i)
die Lénge 1, so heifit (S1, D1) der unmittelbare Teilbaum von T der Position

(@)

In der nachfolgenden Abbildung sind die zwei unmittelbaren Teilbdume des
oberen Baums hervorgehoben. Sie haben die Positionen 7; := (1) und 7 :=
(2). Um eine korrekte Formalisierung dieser Baume zu erreichen, miissen die
Baumskelette wie unten angedeutet die leere Folge als Wurzel haben.

Wir wollen nun auf der Menge B(X) der ¥-Béume eine einfache algebraische
Struktur einfithren. Zur Vorbereitung dient das folgende
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Lemma 7.47 FEs sei f € X r ein n-stelliges Funktionssymbol und 11, ...,T,
seien 3-Bdume. Dann gibt es einen eindeutig bestimmten Baum T € B(X),
dessen Wurzelknoten mit f dekoriert ist, und wo Th, ..., T, die unmittelba-
ren Teilbdume der Positionen (1),...,(n) sind.

Beweis. Wir beweisen zunéchst die Existenz. Es habe T; die Form (S;, D;),
firi =1,...,n. Wir setzen

S={()yulJl{)onne st
i=1

Offenkundig ist S ein Baumskelett und die disjunkte Vereinigung der an-
gefithrten n+1 Positionsmengen. Setzen wir nun D(()) := f und D((i)on) :=
D;(n) fir alle n € S; und i = 1,...n, so erhalten wir eine Dekoration von S
iiber ¥. Es ist einfach nachzurechnen, da§ T := (S, D) die oben genannten
Bedingungen erfiillt.

Der Nachweis der Eindeutigkeit bleibt dem Leser iiberlassen. Man zeigt
zunéchst, dafl das Baumskelett eindeutig bestimmt ist, danach die Eindeu-
tigkeit der Dekoration. m

Offenkundig gilt auch der folgende einfache Sachverhalt.

Lemma 7.48 Jeder Baum T € B(X) hat eine eindeutig bestimmte Wur-
zeldekoration. Diese ist entweder eine Individuenkonstante, wobei T dann
Héhe 0 hat, oder sie ist ein Funktionssymbol f € ¥ der Stelligkeit n > 1.
In letzterem Fall hat T' eine Hohe k > 0, die unmittelbaren Teilbdume der
Positionen (1),...,(n) von T sind eindeutig bestimmt und haben kleinere
Héhe.

Definition 7.49 Auf der Menge B(X) fithren wir nun die folgende Inter-
pretation I der Zeichen aus X ein:

1. fiir e € ¢ sei I(e) der Baum, der nur aus dem mit e dekorierten
Wurzelknoten ( ) besteht.
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2. fur f € ¥r (wo f n-stellig ist) sei I(f) die n-stellige Funktion auf B(X),

die den Bdumen T7,...T,, den nach Lemma 7.47 eindeutig bestimm-
ten Baum 7' € T (X) zuordnet, dessen Wurzelknoten mit f dekoriert
ist, und wo T,...,T, die unmittelbaren Teilbdume mit Positionen
(1),...,(n) sind.

Dann heifit B(X) := (B(X), I) die Baumalgebra zur Signatur X.

Es ist nicht schwer zu sehen, daf§ die Baumalgebra B(X) bereits von der lee-
ren Teilmenge erzeugt wird (Aufgabe 7.20). Sie hat dariiberhinaus folgende
bemerkenswerte Eigenschaft.

Theorem 7.50 (Initialitit der Baumalgebra) Ist A eine beliebige -
Algebra, so gibt es stets einen eindeutig bestimmten Homomorphismus von
B(X) nach A.

Beweis. Wir zeigen zunéchst die Ezistenz eines Homomorphisms. Hierzu

definieren wir ein Abbildung h : B(X) — A induktiv iiber die Hohe des
Baumskeletts.

1. Essei T € B(X) ein Baum der Héhe 0. Dann ist 7" nach Lemma 7.48

ein Blatt, das mit einer Individuenkonstante e € ¢ gelabelt ist, und
es gilt T = I(e), wobei I wie oben die Interpretationsfunktion der
Baumalgebra bezeichnet. Wir setzen h(T) := e4 (zur Notation vgl.
Bemerkung 6.24).

Es sei die Abbildung h bereits fiir alle Baume der Hohe k > 0 definiert.
Weiter sei T' € B(X) ein Baum der Hohe k+ 1. Es sei f das nach Lem-
ma 7.48 eindeutig bestimmte Label des Wurzelknotens von 7', weiter
seien 171,...,T, die eindeutig bestimmten unmittelbaren Teilbdume
von T'. Wir setzen h(T) := fa(h(Th),...,h(T})), wobei die Argumen-
te h(T;) von f4 nach Voraussetzung bereits definiert sind.
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Durch 1 und 2 wird somit eine Abbildung h : B(X) — A erklért. Offenkundig
ist h aufgrund von Lemma 7.48 nach Konstruktion ein Homomorphismus.

Es bleibt noch die Eindeutigkeit des Homomorphismus nachzuweisen. Es
sei hy ein Homomorphismus von B(X) nach 4. Nach Voraussetzung haben
h und h; denselben Definitionsbereich. Es bleibt nach Lemma 3.39 zu zei-
gen, dafl beide Abbildungen denselben Biumen T dieselben Elemente aus A
zuordnen. Dies zeigen wir per Induktion {iber die Baumhohe von T', wobei
wir verwenden, dafl A und hy Homomorphismen sind:

1. Es sei T ein Baum der Hohe 0. Dann ist 7" nach Lemma 7.48 ein
Blatt, das mit einer Individuenkonstante e € ¥ gelabelt ist. Es folgt

h(T) = h(I(€)) = ea = h(T).

2. Es sei T ein Baum der Hohe £+ 1 > 0. Es sei f das nach Lemma 7.48
eindeutig bestimmte Label des Wurzelknotens von T', und 11,...,T,
seien die eindeutig bestimmten unmittelbaren Teilbdume von T'. Nach
Induktionsvoraussetzung gilt hq(T;) = h(T;) fiir ¢ = 1,...,n. Damit
folgt hi(T') = f.A(hl (Tl), . ,hl(Tn)) = fA(h(Tl), . ,h(Tn)) = h(T)

Dies beendet den Beweis. m

7.4 Die Termalgebra

Die in diesem Abschnitt zu besprechenden Terme stellen syntaktische Be-
schreibungen von Elementen einer Struktur dar. Terme sind ein wichtiger
Bestandteil der Syntax der Pridikatenlogik (vgl. Abschnitt 12.1), sie tre-
ten beim Programmieren an vielen Stellen auf, sie bilden dariiberhinaus die
Grundlage von logischen Programmiersprachen wie Prolog. Terme sind dhn-
lich zu Baumen, stellen allerdings flache Zeichenreihen dar, wo die Baum-
struktur lediglich implizit, durch Klammern, festgelegt ist. Wir werden se-
hen, daf} sich Terme und Bdume zu gegebener Signatur wechselseitig inein-
ander iibersetzen lassen.

Nachfolgend sei ¥ = ¥r U X¢ wie im vorigen Abschnitt eine Signatur
mit nichtleerer Menge ¢ von Individuenkonstanten und mit der Menge der
Funktionssymbole ¥ r. Zusétzlich betrachten wir eine abzihlbar unendliche
Menge X, die disjunkt zu X ist. Die Elemente der Menge X nennen wir
Variablen.
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Definition 7.51 Die Menge der Terme diber ¥ und X ist die kleinste Menge
von Symbolfolgen, die unter den folgenden Bildungsregeln abgeschlossen ist.

1. Jede Variable z € X und jede Individienkonstante e € Y¢ ist ein Term
iiber ¥ und X.

2. Sind t1,...,t, Terme iiber ¥ und X, und ist f € X r ein n-stelliges
Funktionssymbol, so ist f(t1,...,t,) ein Term iiber ¥ und X.

Terme in X UX¢ werden atomare Terme genannt.
Wir schreiben T'(X, X) fir die Menge aller Terme iiber ¥ und X.

Satz 7.52 (Eindeutige Lesbarkeit von Termen) Fs sei t € T(X,X)
emn Term tber ¥ und X. Dann ist entweder t eine Variable, oder eine
Individuenkonstante, oder t lifit sich in eindeutiger Weise in der Form
f(t1,...,ty) darstellen, wo f € ¥ r und die t; Terme sind (1 <i <mn).

Wir skizzieren den Beweis lediglich: hierzu versehen wir die Klammern ei-
nes nichtatomaren Term mit einem Label, das die Klammerungstiefe an-
gibt. Bei jeder 6ffnenden Klammer zdhlen wir um eins nach oben, bei je-
der schliefenden Klammer zihlen wir um eins herunter. Fiir den Term

f(f(g(g(a)),a),g(f(g(b), f(a,b)))) ergibt sich etwa
f(1f(29(39(4a)3)2,a)1,9(2f (39(ab)3, f(4a,b)3)2)1)0-

Es ist einfach, zu zeigen, daf} es in jedem nichtatomaren Term jeweils genau
eine 6ffnende Klammer mit dem Label 1 unmittelbar nach dem Kopffunk-
tionssymbol aus X r und genau eine schliefende Klammer mit dem Label
0 am Termende gibt. Um die Folge der Teilterme ¢1,...,t, eines Term der
Form f(t1,...,t,) zu bestimmen, kann man sich im wesentlichen darauf be-
schrénken, Paare von gelabelten Klammern der Form (...); zu ermitteln.
Zwischen den beiden Klammern diirfen hierbei weitere auftreten, aber keine
Klammer der Form ,,); “. Die Klammerpaare fiithren auf die nichtatomaren
Teilterme t;, die atomaren Terme der Folge t1,...,t, sind hieraus sofort zu
bestimmen. Die nichtatomaren Teilterme von Teiltermen ergeben sich ent-
sprechend durch Klammerpaare der Form (s...)2 etc. Es ist nicht schwer
zu zeigen, dafl die derart bestimmte Teiltermstruktur die einzig mogliche
Zerlegung in Teilterme angibt. m
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Definition 7.53 Die Menge TT'(t) der Teilterme des Terms t ist induktiv
wie folgt erkléart:

1. Ist t eine Variable x € X oder eine Individuenkonstante e € ¢, so ist
TT(t) := {t}.

2. Ist t ein Term der Gestalt f(t1,...,t,) wo f € Xr ein n-stelliges
Funktionssymbol ist und t,...,%, Terme sind, so ist T7(t) := {t} U
i=1 TT(t:).

In Fall 2 heiflen die Terme t1,...,t, heilen die unmittelbaren Teilterme des
Terms t.

Es folgt aus Satz 7.52, dafl die Menge der Teilterme von ¢ eindeutig bestimmt
ist.

Definition 7.54 Die Tiefe w(t) eines Terms ¢ ist induktiv wie folgt erklért:

1. Ist ¢ eine Variable aus X oder eine Individuenkonstante aus ¢, so gilt
w(t) == 0.

2. Hat t die Form f(t1,...,t,), so ist w(t) das Maximum der Tiefen der
unmittelbaren Teilterme t¢q,...,%, plus 1.

Es folgt wiederum aus Satz 7.52, dafl die Tiefe eines Terms eindeutig be-
stimmt ist. Das nachfolgende Beispiel illustriert die nunmehr eingefiihrten
Begriffe.

Beispiel 7.55 Die Signatur X enthalte ein zweistelliges Funktionssym-
bol f, ein einstelliges Funktionssymbol g und die Individuenkonstan-
te a und b. Weiter seilen z und y Variablen aus X. Dann sind =z,
a, g(g(b)) und f(f(a,y),g(a)) Terme itber ¥ und X. Es gilt w(zx) =
w(a) = 0 und w(f(f(a,y),9(a))) = 3. Die unmittelbaren Teilterme von
f(f(a,y),9(a)) sind f(a,y) und g(a). Weiter gilt TT(f(f(a,y),g9(a))) =
{f(f(a,y),9(a)), fla,y),9(a), a,y}.

Nachfolgend wird von der Baumalgebra B(X U X) die Rede sein. Hierbei
betrachten wir die Menge 3 U X stets als eine erweiterte Signatur, wo die



234 7. GRAPHEN, BAUME, TERME

Elemente von X die Rolle zusétzlicher Individuenkonstante spielen. Aus die-
sem Blickwinkel kann man Terme als Baume iiber einer erweiterten Signatur
betrachten, die in flacher, linearisierter Weise dargestellt sind. Formaler wird
dieser Zusammenhang durch die folgende rekursive Definition der Abbildung
fl: B(XUX) — T(3,X) beschrieben:

1. Ist T' ein Baum der Hohe 0 mit Label x € X (resp. e € Xg), so ist
A(T) := z (resp. I(T) :=e),

2. ist T ein Baum der Hohe k£ > 0 mit Wurzeldekoration f und
mit den unmittelbaren Teilbdumen Ti,...,7,, so ist A(T) :=

fFA(T), . .. A(T5)).

Beispiele 7.56 Als Bilder der drei Baume

unter ,,f1“ erhilt man die Terme z, g(g(b)) und f(f(a,y),g(a)).

Umgekehrt bildet die nachfolgende Abbildung tree : T'(3,X) — B(X, X)
jeden Term ¢ € T'(X, X) auf einen Baum ab:

1. Hat t die Tiefe 0, so sei tree(t) der eindeutig bestimmte Baum der
Hohe 0, wo der Wurzelknoten ( ) mit dem Label ¢ dekoriert ist.

2. Hat t die Form f(t1,...,t,), wo f € ¥ ein n-stelliges Funktionssym-
bol ist (n > 1), so sei tree(t) der eindeutig bestimmte Baum der Hohe
w(t), wo der Wurzelknoten ( ) mit dem Label f dekoriert ist, und wo
tree(ty),. .., tree(t,) die unmittelbaren Teilbdume sind.

Die zentralen Eigenschaften der Abbildungen fl und tree sind die folgenden.

Lemma 7.57 Die Abbildung ,,fl“ ist eine Bijektion von B(X U X) auf
T(3,X). Ungekehrt ist die Abbildung ,,tree “ ist eine Bijektion von T'(XUX)
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auf B(3,X). Es ist flo tree die Identititsfunktion auf B(X, X) und tree o fl
die Identititsfunktion auf T'(X, X).

Beweis. Nach Aufgabe 3.26 reicht es zu zeigen, daf} flotree die Identitéts-
funktion auf B(3, X) und treeofl die Identitétsfunktion auf 7'(X, X) ist. Wir
zeigen die letztere Eigenschaft, der Beweis der ersten Eigenschaft ist d&hn-
lich. Es sei also t € T'(X, X). Wir zeigen t = fl(tree(t)) mittels vollsténdiger
Induktion iiber die Tiefe w(t).

Induktionsanfang. Falls w(t) = 0 gilt, so ist tree(t) der Baum, der
nur aus einem mit ¢ gelabelten Wurzelknoten besteht. Es folgt sofort
t = fi(tree(t)).

Induktionsannahme. Es sei k > 0. Fiir alle Terme s mit w(s) < k gelte
t = fi(tree(t)).

Induktionsschritt. Es sei nun ¢ ein Term mit Tiefe w(t) = k+1 > 0.
Dann kann t keine Variable oder Individuenkonstante sein. Demnach hat ¢
die Form f(t1,...,t,) wo die unmittelbaren Teilterme t; Tiefe kleinergleich
k haben. Nach Induktionsannahme gilt also t; = fl(tree(t;)) fir 1 < i < n.
Es ist T' := tree(t) der eindeutig bestimmte Baum mit Wurzeldekoration
f, wo tree(ty),...,tree(t,) die unmittelbaren Teilbdume sind. Folglich hat
fi(T) = fi(tree(t)) die Form f(fl(tree(t1)),...,f(tree(t,))). Nach Indukti-
onsannahme erhalten wir als Wert den Term f(¢1,...,t,). ®

Wie vorher im Fall der Baume kénnen wir nun auf der Menge der Terme
iiber ¥ und X eine algebraische Struktur einfiihren.

Definition 7.58 Die Termalgebra zur Signatur ¥ iiber X ist die Algebra
T(E,X):=(T'(3,X),J) wo J die folgende Interpretationsfunktion ist:

1. fiir e € X¢ ist J(e) :=e,

2. ist f € ¥p ein n-stelliges Funktionssymbol, so ist J(f) diejenige n-
stellige Funktion auf T'(%, X), die den Termen ty,...,t, den Term
f(t1,...,t,) zuordnet.

Das folgende Lemma ergibt sich unmittelbar aus Lemma 7.57 und aus der
obigen Wahl der Interpretationsfunktion J.
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Lemma 7.59 Die Abbildung ,,fl “ist ein Isomorphismus zwischen der Bau-
malgebra B(X U X) und der Termalgebra T (X, X).

Hieraus ergibt sich die folgende wichtige Eigenschaft der Termalgebra.

Theorem 7.60 (Absolute Freiheitseigenschaft der Termalgebra)
Ist A eine beliebige Y- Algebra, so besitzt jede Abbildung von X nach A eine

eindeutig bestimmte Erweiterung zu einem Homomorphismus von T (2, X)
nach A.

Beweis. Ist eine Abbildung hg von X nach A gegeben, so kénnen wir A
dadurch zu einer Algebra iiber der erweiterten Signatur > U X machen, daf}
wir jede Variable x € X gerade durch hg(z) interpretieren und ansonsten
die Interpretation der Symbole aus ¥ unveréindert lassen. Nun sagt Theo-
rem 7.50, hier angewendet auf die erweiterte Signatur 3 U X, dafl es einen
eindeutig bestimmten Homomorphismus f der Baumalgebra B(3XU X)) in die
(XUX)-Algebra A gibt. Nach Aufgabe 6.18 ist die Komposition h := treeo f
ein Homomorphismus von 7 (X, X) nach A. Aufgrund der gewihlten Inter-
pretation der Symbole aus X in A gilt, daf§ dieser Homomorphismus die
Abbildung hg erweitert.

Es bleibt die Eindeutigkeit zu verifizieren. Ist A’ irgendein Homomor-
phismus von 7 (X, X) nach A, der hy erweitert, so ist gemafi Aufgabe 6.18
die Abbildung fl o A’ ein Homomorphismus zwischen den (X U X)-Algebren
B(X U X) und A. Wegen der Eindeutigkeitsaussage aus Theorem 7.50 folgt
floh' = f und mit Lemma 7.57 damit b’ = treeoc flo h/ = treeo f = h. m

Man sagt aufgrund der in Theorem 7.60 dargestellten Eigenschaft, dafl
T (32, X) die absolut freie Algebra der Signatur X tiber der Menge X ist. Da-
durch, so wie durch die Tatsache, dafl 7(3, X) als ¥-Algebra von der Menge
der Variablen X erzeugt wird, ist 7 (XU X) bis auf Isomorphie gekennzeich-
net.

Definition 7.61 Ein Grundterm iiber der Signatur X ist ein Term iiber X
und X, der kein Vorkommen einer Variablen enthélt. Grundterme werden
auch als geschlossene Terme bezeichnet, Terme mit Variablen als offene
Terme.

Beispiel 7.62 Das Alphabet ¥ enthalte die Funktionssymbole f (zweistel-
lig), g (einstellig) und die Individuenkonstante ¢. Dann ist f(f(x,y), g(g(c)))
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ein offener Term, und g(f(c, g(g(c)))) ist ein Grundterm.

Die Menge der Grundterme iiber der Signatur ¥ bezeichnen wir mit 7'(3).
Offenkundig ist 7'(¥) die Grundmenge einer Teilalgebra 7 (X) von 7T (3, X).
Diese Algebra wird als die Grundtermalgebra zur Signatur > bezeichnet.

Lemma 7.63 Die Einschrinkung der Abbildung ,,fl“ auf die Menge T (%)
ist ein Isomorphismus zwischen der Baumalgebra B(X) und der Grundter-
malgebra B(X).

Aus Theorem 7.50 ergibt sich nun

Theorem 7.64 (Initialitit der Grundtermalgebra) Ist A eine beliebi-
ge X-Algebra, so gibt es stets einen eindeutig bestimmten Homomorphismus

von T(X) nach A.

7.5 Erginzungen

In diesem Abschnitt gehen wir auf zwei spezifische Themenbereiche ein,
die unmittelbar mit den Darstellungen dieses Kapitels verbunden sind. Die
Ausfiihrungen zur Unifikation von Termen im ersten Teil werden wir spéter
aufgreifen. Die Diskussion Eulerscher Kreise im zweiten Abschnitt stellt
einen Seitenausflug dar.

7.5.1 Unifikation von Termen

Im letzten Abschnitt hatten wir erwahnt, dafl Terme die Grundlage fiir logi-
sche Programmiersprachen und andere Systeme im Bereich der Informatik
darstellen. Bei vielen Anwendungen wird ein gegebener Term ¢ hierbei in
einem weiteren Sinn verwendet, ndmlich um in kompakter Form all diejeni-
gen Terme zu repréisentieren, die sich aus ¢ durch Ersetzung der Variablen
durch andere Terme ergeben. Diese Terme werden Instanzen von t genannt.
Zum Beispiel sind die Terme f(a, f(a,a)) und f(f(a,z), f(a,a)) Instanzen
des Terms f(x, f(y,y). Ein grundlegendes algorithmisches Problem, das als
zentraler Rechenschritt bei vielen Anwendungen auftritt, ergibt sich nun
daraus, zu zwei gegebenen Termen ¢; und ¢ eine Termreprisentation all
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derjenigen Terme zu finden, die sowohl von t1 als auch von ty reprisentiert
werden. Dieses Problem wird durch die sogenannte Unifikation von Termen
gelost, die wir an dieser Stelle formal beschreiben wollen. Nachfolgend sei
T (X, X) die Termalgebra zur Signatur X.

Definition 7.65 Eine Substitution ist ein Endomorphismus o der Termal-
gebra T (3, X) in sich derart, dafl die Menge {z € X | o(z) # x} endlich
ist.

Die Menge {z € X | o(z) # z} wird mit dom(o) bezeichnet. Wegen
Theorem 7.60 148t sich jede Substitution ¢ in eindeutiger Weise durch An-
gabe der Bilder der Variablen aus dom(c) unter o beschreiben. Ist etwa
dom(c) = {z1,...,z,}, so kann man das Tupel (x1/0(x1),...,2n/0(zy))
zur Darstellung von ¢ verwenden.

Definition 7.66 Eine Substitution o heifit Unifikator der Terme tq,to €
T(3,X), falls o(t1) = o(t2) gilt. Eine Substitution p heit allgemeinster
Unifikator von t; und ts, falls y ein Unifikator von ¢; und ¢5 ist, und falls
zu jedem Unifikator o von ¢1 und ¢5 eine Substitution A existiert derart, dafl
o= o\ gilt.

Beispiel 7.67 Esenthalte ¥ die Funktionssymbole f (2-stellig), g (1-stellig)
und die Individuenkonstante ¢ und b. Es seien x,y, z Variablen aus X. Wir
betrachten die Terme ¢; := f(z,g(y)) und t2 := f(g(2), z). Die Substitutio-
nen

o1 = (z/g(9(a)),y/a,z/g(a))
o2 = (x/9(9(9(b))),y/g(b),2/9(g(b)))
g3 = (x/g(g(f(a,z))),y/f(a,z),z/g(f(a,z))>

sind Unifikatoren von £; und to. In der Tat gilt

o1(t1) = flg(g(a)
o2(t1) = flg(g(g(b))), o
o3(t1) = f(9(9(f(a,2))),9(f(a,2))) = o3(ta)

Alle drei genannten Substitutionen sind jedoch keine allgemeinsten Uni-
fikatoren von t; und t¢. Ein allgemeinster Unifikator ist zum Beispiel
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= (x/g(g9(y)),2/9(y)). Setzen wir etwa

A1 o= (y/a)
A2 = (y/g(b))
Az = (y/fla,2))

so gilt oy = po A, fiiri =1,2,3.
Die Rolle von Substitutionen, Unifikatoren und allgemeinsten Unifikatoren

wird besonders im Baumbild klar. Die nachfolgende Figur illustriert die Si-
tuation im vorausgegangenen Beispiel.
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5 b a z
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Substitutionen ersetzen also Variablen-Blétter durch Teilbdume. Zu beach-
ten ist, daB fiir dieselbe Variable iiberall derselbe Teilbaum eingesetzt wird,
und daf alle Ersetzungen gleichzeitig durchgefiihrt werden. Es wird an un-
serem Beispiel deutlich, dafl der allgemeinste Unifikator die ,,vorsichtigste*
Art und Weise darstellt, wie man zwei gegebene Terme auf dieselbe Form
bringen kann. Es bleibt dann immer noch jede andere gemeinsame Form
durch eine weitere Instantiierung erreichbar.

Offenkundig wére im obigen Beispiel auch p' := (x/g(g(z)), z/g(x)) ein
allgemeinster Unifikator. Dies zeigt, dafl allgemeinste Unifikatoren nur bis
auf ,,Umbenennung“ von Variablen eindeutig sind.
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Natiirlich besitzen nicht alle Paare von Termen t¢q,t; € T(X, X) einen
Unifikator. Wenn ¢; und ¢y etwa verschiedene oberste Funktionssymbole be-
sitzen, so sind sie sicherlich nicht zu unifizieren. Eine andere Ursache dalfiir,
dal zwei Terme nicht unifizierbar sind, kann darin bestehen, das der Ver-
such, die beiden Terme zu unifizieren, in einem unendlichen Zyklus landet.
Dies tritt etwa dann ein, wenn wir versuchen, die Terme x und g(x) zu uni-
fizieren. Sicherlich kénnen wir x durch g(z) substituieren, dadurch erhalten
wir aber lediglich die Terme g(z) und g(g(z)), die uns letzlich vor dasselbe
Problem stellen. Zwei Fragen stellen sich nun:

1. Gibt es fiir je zwei unifizierbare Terme t1,to € T'(X, X) immer einen
allgemeinsten Unifikator?

2. Wie kann man gegebenenfalls einen allgemeinsten Unifikator der Ter-
me t; und t9 berechnen?

Beide Fragen wurden von J.A. Robinson beantwortet, indem er einen Algo-
rithmus angab, der als Eingabe zwei beliebige Terme t1,to € T'(32, X) nimmt
und

1. mit ,,fail“ endet, falls die Terme ¢; und ¢5 nicht unifizierbar sind und

2. andernfalls einen allgemeinsten Unifikator p von ¢; und to ausgibt.

Mit Hilfe der folgenden drei Beispiele wollen wir eine informelle Darstellung
des Robinsonschen Unifikations-Algorithmus geben.

Beispiele 7.68 Angenommen, wir wollen die Terme ¢; := f(z,g(y)) und
to == f(g(2),z) unifizieren. Dazu lesen wir zunichst die Terme von links
nach rechts, bis wir zur ersten Stelle kommen, wo wir auf beiden Seiten
auf unterschiedliche Symbole treffen. In unserem Beispiel tritt dies dort auf,
wo wir links auf x, rechts auf g treffen. Anstelle von g betrachten wir den
zugehorigen Teilterm, der mit g beginnt, also g(z). Wir unifizieren nun das
,,Unterschiedspaar“ x und ¢(z) durch die Substitution p; := (x/g(2)).

Durch Anwendung von g auf ¢; und ¢y erhalten wir die Terme t] :=
f(9(2),9(y)) und t5 := f(g(z), z). Wir suchen nun das néchste Unterschieds-
paar, das in diesem Fall g(y) und z ist. Demgeméfl wenden wir die Substi-
tution p2 = (z/g(y)) an. Wir erhalten aus t| und ¢, nun das identische
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Termpaar ¢1° := f(g(g(y)), 9(y)) und t5 := f(g(g(y)), 9(y)). In diesem Fall
ist die Komposition u = puy o ua = (x/9(9(y)),2/9(y)) ein allgemeinster
Unifikator von t; und t».

Eine erste Variation ergibt sich, wenn wir versuchen, die Terme s; :=
f(xz,g9(y)) und s9 := f(g(2),a) zu unifizieren. Der erste Schritt bleibt un-
verindert und fiihrt auf die Terme s} := f(g(2), g(y)) und s := f(g(2), a).
Das néchste Unterschiedspaar ist nun jedoch g(y) und a, und offenkundig
sind diese Terme nicht unifizierbar (wir haben einen sogenannten ,,Clash ).
Daher scheitert der Algorithmus mit ,,fail .

Eine zweite Variation erhalten wir, wenn wir die Terme  := f(x, g(y))
und ry := f(g(z),y) betrachten. Wieder bleibt der erste Schritt unveréndert.
Er fiihrt diesmal auf die Terme s} := f(g(z),g(y)) und s := f(g(z),y). Das
nichste Unterschiedspaar ist g(y) und y. Da y in ¢g(y) vorkommt, konnen die
beiden Terme nicht unifiziert werden, und der Algorithmus scheitert wieder
mit ,,fail“. Das hier auftretende Problem ist unter dem Namen ,,occur-check
failure“ bekannt.

Tatséchlich sind auftretende Clashes und occur-check failure die einzigen
Ursachen, die zum Scheitern des Unifikationsversuchs fithren kénnen.

7.5.2 Eulersche Kreise

Bei endlichen zusammenhéngenden Graphen stellt sich das bekannte Pro-
blem, ob es moglich ist, alle Kanten in einem Pfad zusammenzufassen, ohne
dabei eine Kante zweimal zu durchlaufen.

Definition 7.69 Sei G ein zusammenhéngender Graph. Ein Pfad ey, ..., e
heiBt Fulerscher* Pfad von G genau dann, wenn e, . .. , e fiir jede ungerich-
tete Kante {(n,m), (n,m)} von G genau ein Vorkommen einer der Kanten
(n,m) oder (m,n) hat. Der Eulersche Pfad ey, ..., e heiit Eulerscher Kreis
genau dann, wenn start(e;) = ende(ey,) gilt.

Die Definition beinhaltet insbesondere, dafl in einem Eulerschen Pfad nie
zwei Kanten (n,m) und (m,n) auftreten. Es wird damit jede ungerichte-
te Kante genau einmal und jeweils nur in einer Richtung durchlaufen. Bei

“Benannt nach dem Schweizer Mathematiker Leonhard Euler (1707-1783).
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einem Eulerschen Kreis mufl man am Ende wieder am Anfangspunkt ankom-
men. Man kann nicht immer einen Eulerschen Pfad finden, wie das folgende
Beispiel zeigt.

Das bekanntest Beispiel eines zusammenhéngenden Graphen mit einem Eu-
lerschen Pfad ist das ,,Haus vom Nikolaus“:

Die Kanten 1-8, in der offenkundigen Richtung durchlaufen, bilden einen
von mehreren Eulerschen Pfaden. Allerdings gelingt es hier nicht, auch wei-
tergehend einen Eulerschen Kreis anzugeben. Dies &ndert sich, wenn wir
einen Knoten und zwei Kanten wie folgt hinzufiigen:

3
4
2
1 6
7 5
8
10
9

In der Tat ist bilden nun die Kanten 1-10 einen Eulerschen Kreis. Wir wollen
nachfolgend auf den Hintergrund eingehen. Eine erste einfache Beobachtung
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ist die folgende.

Lemma 7.70 Der symmetrische Graph G besitze einen Eulerschen Kreis.
Dann hat jeder Knoten von G geraden Grad.

Beweis. Wenn wir den Eulerschen Kreis durchlaufen, miissen wir jeden Kno-
ten, den wir besuchen, auch wieder verlassen. Da wir hierzu immer verschie-
dene Kanten verwenden, so folgt, dafl jeder vom Startknoten verschiedene
Knoten geraden Grad hat. Dasselbe gilt aber auch fiir den Startknoten,
den wir ganz am Anfang zwar nur verlassen, dafiir aber ganz am Ende nur
,,betreten”. m

Lemma 7.71 Der symmetrische Graph G besitze einen Eulerschen Pfad.
Dann hat entweder jeder Knoten von G geraden Grad, oder es gibt genau
zwei Knoten mit ungeradem Grad.

Beweis. Esseieq,...,e; ein Eulerscher Pfad von G. Handelt es sich um einen
Eulerschen Kreis, so hat nach Lemma 7.70 jeder Knoten von G geraden
Grad. Im anderen Fall fiigen wir zu G eine neue Kante von ende(ey) zu
start(e) hinzu. Offenkundig erhalten wir auf dem neuen Graphen nun einen
Eulerschen Kreis. Lemma 7.70 zeigt, daf3 dort alle Knoten geraden Grad
haben. Damit haben in G aber die Knoten ende(ey) und start(e;) ungeraden
Grad, alle anderen Knoten geraden Grad. m

Euler konnte zeigen, dal die Umkehrung von Lemma 7.70 auch richtig
ist.

Lemma 7.72 (Satz von Euler) Es sein G ein endlicher zusam-
menhdngender Graph. Wenn in G jeder Knoten geraden Grad hat, so
besitzt G einen Eulerschen Kreis.

Beweis. Es sei G = (N, E) ein endlicher zusammenhéngender Graph, wo
jeder Knoten von G geraden Grad hat. Wir setzen voraus, dafl G zumindest
zwei Knoten hat, ansonsten ist das Lemma trivial.

Wir fiihren zun#chst einen Hilfsbegriff ein. Ein Pfad eq, ..., ex von G hei-
Be s-einfach genau dann, wenn fiir jede Kante (n,m) € E die Folge ey, ..., ek
hochstens ein Vorkommen einer Kante in {(n, m), (m,n)} hat. Da G zusam-
menhéngend ist, besitzt G mindestens eine Kante, damit gibt es zumindest
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einen s-einfachen Pfad. Wir wihlen nun unter allen s-einfachen Pfaden von

G einen von maximaler Linge. Dies sei der Pfad eq,...,eg. Fir 1 <i <k
definieren wir n;_; := start(e;) und n; := ende(e;). Der Pfad beginnt also
bei ng, durchlauft nq,...,ng_1 und endet bei ny.

Wir behaupten zunéchst, dafl ng = ng gilt. Um dies zu sehen, farben
wir die Kanten eq,...,e; in der gegebenen Reihenfolge rot ein. Wire nun
ng # ng, so hiatten wir eine ungerade Zahl von Kanten, die von nj ausge-
hen, rot eingefirbt. In der Tat, fiir jedes Vorkommen von ny in der Teilfolge
ni,...,NE_1 firben wir zwei Kanten von n; rot, eine beim Erreichen, eine
beim Verlassen des Knotens. Hinzu kommt eine rote Kante e; beim letztma-
ligen Erreichen des Knotens am Ende der Folge. Da ny jedoch geraden Grad
in G hat, hitte ny zumindest noch eine ungefirbte Kante e. Damit wére
aber eq, ..., e, e ein s-einfacher Pfad der Lénge k + 1. Dies widerspricht der
Wahl von ey, ..., e, e. Folglich gilt ng = ny.

Als n#chstes zeigen wir, daf jeder Knoten aus N in der Folge ng,...,ng
zumindest einmal auftritt. Angenommen es gibt einen Knoten n € N, der
nicht in der Folge auftritt. Da G zusammenhéngend ist, gibt es einen Pfad
von ng zu n. Dieser Pfad mufl an einer Stelle eine Kante durchlaufen, die
nicht zu {ey,...,er} gehort, da ansonsten n in der Folge nyg, ..., ny lige. Es
sei e die erste solche Kante des neuen Pfads. Wir kénnen nun, von n; :=
start(e) beginnend, zunéchst einmal den alten Pfad durchlaufen, und danach
die Kante e. Auf diese Weise erhalten wir einen s-einfachen Pfad der Lange
k + 1. Dies ist ein Widerspruch. Damit muf} also in der Tat jeder Knoten
aus N in ng,...,n; zumindest einmal auftreten.

Es bleibt zu zeigen, dafl in ey, ..., e jede Kante aus G vorkommt. Wiére
e eine Kante, die nicht in eq,..., e, auftritt, so konnten wir wieder, von
n; := start(e) beginnend, zundchst einmal den alten Pfad durchlaufen, und
danach die Kante e. Wir erhalten denselben Widerspruch wie vorher. m
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Aus dem vorigen Satz erhélt man leicht die entsprechende Aussage zur
Existenz Eulerscher Pfade.

Lemma 7.73 Es sei G ein endlicher zusammenhdngender Graph. Wenn G
genau zwei Knoten mit ungeradem Grad hat, so besitzt G einen Eulerschen
Pfad.

Den Beweis lassen wir als Ubungsaufgabe offen (vgl. Aufgabe 7.30).

Neben den Eulerschen Kreisen, wo das Traversieren aller Kanten die
Hauptbedingung darstellt, gibt es das verwandte Problem, in einem Graphen
alle Punkte zu durchlaufen, ohne einen Knoten zweimal zu besuchen.

Definition 7.74 Ein Pfad ey,...,e; eines symmetrischen Graphen
G heilt Hamiltonscher Pfad genau dann, wenn die Knotenfolge
start(ey),...,start(eg), ende(ey) alle Knoten von G umfaft und wenn kein

Knoten zweimal in der Folge auftritt.

Definition 7.75 Ein Pfad ey,...,e; eines symmetrischen Graphen
G heifit Hamiltonscher Kreis genau dann, wenn die Knotenfolge
start(ey),...,start(ex_1) ein Hamiltonscher Pfad ist und wenn ende(eg) =

start(ey) gilt.

Das Problem, fiir einen gegebenen symmetrischen Graphen zu entschei-
den, ob es einen Hamiltonsche Kreis gibt, geht auf den W. Hamilton® zuriick.
Die nachfolgende Figur stellt eine Losung des urspriinglichen Beispielpro-
blems dar.

®Sir William Hamilton, irischer Mathematiker, 1805-1865.
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7.6 Aufgaben zu Kapitel 7

Aufgaben zu Teilkapitel 7.1

Aufgabe 7.1 Zeigen Sie, dafl die Abbildungen 2 und 3 in Bemerkung 7.2
isomorphe gerichtete Graphen repréisentieren. Benennen Sie hierzu die Kno-
ten und geben Sie dann einen Isomorphismus an.

Aufgabe 7.2 Wieviele Pfade der Linge 2k besitzt der nachfolgend darge-
stellte gerichtete Graph?

OO0

3

Stellen Sie sich nun jede Kante mit einem spezifischen Gewicht versehen
vor. Das Gewicht eines Pfads soll als die Summe der Gewichte der beteiligten
Kanten definiert sein. Geben Sie eine Methode an, den Pfad der Lénge 2k mit
dem geringstem Gewicht zu finden. Vermeiden Sie dabei, fiir jeden moglichen
Pfad der Linge 2k sein Gewicht zu berechnen.
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Aufgabe 7.3 Geben Sie im nachfolgend abgebildeten Graphen fiir jedes
Element die (direkten) Nachfolger und Vorgénger an. Geben Sie alle (ge-
schlossenen) Pfade an.

o >ebF

Sind alle geschlossenen Pfade einfach?

Aufgabe 7.4 Beweisen Sie Lemma 7.8: Der Knoten n des gerichteten Gra-
phen G sei ein Nachfolger (resp. Vorgénger) des Knotens m. Dann ist jeder
Nachfolger (resp. Vorgéinger) von n auch ein Nachfolger (resp. Vorginger)
von m.

Aufgabe 7.5 Stellen Sie die Menge {{{a,b,c},{{a,b}}}} als DAG dar, wo
die Kanten die Elementbeziehung beschreiben.

Aufgabe 7.6 Kann man zu jedem endlichen DAG G eine Menge M ange-
ben, so dafy G isomorph ist zum Graphen, den wir als DAG-Représentation
von M enthalten?

Aufgabe 7.7 Sei E* die reflexiv-transitive Hiille der Kantenrelation E des
symmetrischen Graphen G = (N, E). Zeigen Sie: G ist genau dann zusam-
menhéngend, wenn N/E* genau ein Element hat.

Aufgaben zu Teilkapitel 7.2

Aufgabe 7.8 Geben Sie bis auf Isomorphie alle ungeordneten Biume mit
drei (vier) Kanten an. Kanten sollen hierbei in Vorzugsrichtung gerichtet
sein.
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Aufgabe 7.9 Es sei T ein ungeordneter Baum, wo jeder Knoten maximal
Verzweigungsgrad n hat. Die maximale Linge eines Pfads von der Wurzel
zu einem Blatt betrage k € IN. Wieviele Blétter kann 7 maximal haben? Es
sei nun n = 2. Wieviele Knoten kann 7 maximal haben?

Aufgabe 7.10 Es sei T ein endlicher ungeordneter Baum mit m Knoten
und n Kanten. Beweisen Sie, dal n = m — 1 gilt.

Aufgabe 7.11 Geben Sie einen endlich verzweigenden Baum an, der nicht
uniform endlichen Verzweigungsgrad hat.

Aufgabe 7.12 Zeigen Sie, daf} ein rationaler Baum stets uniform endlichen
Verzweigungsgrad hat.

Aufgabe 7.13 Erweitern Sie den Begriff des Baumskeletts dahingehend,
daf} eine Beschreibung geeigneter unendlicher geordneter Baume moglich ist.
Geben Sie ein Beispiel eines unendlichen Baumskeletts und des zugehorigen
Baums. Warum kann man nicht jeden geordneten Baum durch ein Baumske-
lett beschreiben?

Aufgabe 7.14 Bestimmen Sie fiir den nachfolgend dargestellten geordne-
ten Baum das zugehorige Baumskelett, die Préordnung und die Postordnung
auf der Menge der Knoten.

Aufgaben zu Teilkapitel 7.3

Aufgabe 7.15 Wir hatten in Abschnitt 7.3 vorausgesetzt, dafl die Signatur
> zumindest eine Individuenkonstante enthélt. Warum?
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Aufgabe 7.16 Es sei X eine nichtleere Signatur mit zumindest einer Indi-
viduenkonstante. Gibt es immer unendlich viele X-Baume?

Aufgabe 7.17 Es sei X eine Signatur mit mit zumindest einer Individuen-
konstante. Geben Sie eine induktive Definition der Menge aller >-Béaume.

Aufgabe 7.18 Die Signatur ¥ enthalte die Individuenkonstante a und b,
das einstellige Funktionssymbol g und das zweistellige Funktionssymbol f.
Geben Sie alle 3-Biume der Hohe 0, 1 und 2 an.

Aufgabe 7.19 Zeigen Sie: ist die Signatur 3 endlich, und enthélt 3 zumin-
dest eine Individuenkonstante, so ist die Menge der ¥-B&ume endlich oder
abzéhlbar unendlich. Verwenden Sie die Aussage von Aufgabe 5.3.

Aufgabe 7.20 Zeigen Sie, dafi die Baumalgebra B(X) bereits von der leeren
Teilmenge erzeugt wird.

Aufgabe 7.21 Die Signatur X enthalte genau eine Individuenkonstante e
sowie die einstelligen Funktionssymbole fi,..., f,. Es sei A := {a1,...,a,}
ein endliches Alphabet mit genau n Symbolen. Auf A* definieren wir die
n Nachfolgerfunktionen succ, : w — woa (a € A). Zeigen Sie, daff die
Baumalgebra B(X) zur resultierenden Algebra auf A* isomorph ist.

Aufgabe 7.22 Die Signatur ¥ enthalte die Individuenkonstante Eins und
das zweistellige Funktionssymbol Add. Beschreiben Sie den nach Theo-
rem 7.50 eindeutig bestimmten Homomorphismus h von B(X) in (N, 1, +).

Aufgabe 7.23 Die Signatur 3 enthalte die Individuenkonstante Null und
das zweistellige Funktionssymbol Add. Es sei A eine nichtleere Menge, R(A)
die Menge aller zweistelligen Relationen auf A, ,,0“ die in Definition 3.23 er-
kldrte Komposition von Relationen und Id 4 die Identitét auf A. Beschreiben
Sie den nach Theorem 7.50 eindeutig bestimmten Homomorphismus A von

B(X) in (R(A),Id4, o).
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Aufgaben zu Teilkapitel 7.4

Aufgabe 7.24 Geben Sie die Menge aller Teilterme des Terms
f(f(g(a), f(a,b)),g(g(b))) an. Geben Sie fiir jeden Teilterm seine Tiefe an.

Aufgabe 7.25 Die Signatur ¥ enthalte die Individuenkonstante Null und
das zweistellige Funktionssymbol Add. Es bezeichne Z die Menge der ganzen
Zahlen und hg : X — Z eine Abbildung, die Variablen auf Zahlen abbildet.
Beschreiben Sie den nach Theorem 7.60 eindeutig bestimmten Homomor-
phismus h von 7 (%, X) in (IN,0,+), der hg fortsetzt.

Aufgaben zu Teilkapitel 7.5.1

Aufgabe 7.26 Wenden Sie die Subsitution (z/f(z,v),y/f(z,y)) auf die
Terme a, f(x,y) und f(f(a,9(9(y))), g(x)) an.

Aufgabe 7.27 Welche der nachfolgenden Termpaare sind unifizierbar? Ge-
ben Sie gegebenenfalls einen allgemeinsten Unifikator an.

f(fla,z),x) und  f(y, f(y,a))
f(f(a,z),y)  und  f(z, f(a,2))

Aufgabe 7.28 Unifizieren Sie nachfolgend in Baumform dargestellten Ter-
me. Es sei u ein allgemeinster Unifikator.

[¢] 9
f
g X1 9
Xo X0 ¢
X2
X1 X1

Xn-2 g

Xn2 Xn2 Xp1 Xpq
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Zeigen Sie, daf die Grofle (Zahl der Knoten im Baumbild) des Terms p(xy,)
mit n exponentiell wichst. Wie kénnte man zu einer kompakteren Darstel-
lung des allgemeinsten Unifikators mittels DAGs kommen?

Aufgaben zu Teilkapitel 7.5.2

Aufgabe 7.29 Geben Sie in den nachfolgend abgebildeten zwei Graphen
jeweils einen Eulerschen Kreis an.

Aufgabe 7.30 Beweisen Sie Lemma 7.73: Es sei G ein endlicher zusam-
menhéngender Graph. Wenn G genau zwei Knoten mit ungeradem Grad
hat, so besitzt G einen Eulerschen Pfad.

7.7 Bibliographische Angaben

Ausfiihrlichere Darstellungen von Graphen und Bidumen mit Beschreibungen
einiger wichtiger Algorithmen finden sich in [Big89, RW92|, weitergehend
in [Jun99]. Eine kompakte Darstellung sogenannter planarer Graphen ist
in [Bra88] enthalten. Eine mathematisch sehr detaillierte Beschreibung von
Graphen mit anderer Gewichtung bietet [SS93]. Die Theorie der endlichen
Automaten ist in allen Biichern iiber formale Sprachen und Automaten dar-
gestellt, exemplarisch sei auf [HU79, Koz97] verwiesen. Der Inhalt von 7.5.2
lehnt sich an die Darstellung in [RW92] an. Dort finden sich auch mehr
Informationen zu Hamiltonschen Kreisen. Der Robinsonsche Unifikations-
Algorithmus wurde in [Rob65] eingefiihrt. Eine formale Analyse der Unifi-
kation von Termen ist in [LMMS87] zu finden.
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Verbande

In diesem Kapitel wollen wir nun eine Klasse von Ordnungsstrukturen be-
trachten, die uns wieder ndher an ein zu Beginn angesprochenes Thema—
die Beziehung zwischen Aussagen, Junktoren und Mengenoperationen—
heranfiihrt. Viele der Gesetze, die wir beim Rechnen mit aussagenlogischen
Junktoren und mit Mengenoperationen beobachtet haben, gelten in &hn-
licher Form auch beim Rechnen in den nun zu besprechenden Verbénden.
Im néchsten Kapitel werden uns dann die Booleschen Algebren—eine spe-
zielle Klasse von Verbdnden—endgiiltig zu den Aussagen und Mengen
zuriickfithren. Verbande treten in der Mathematik an vielen Stellen auf. Aber
auch in der Informatik, in Bereichen der Wissensverarbeitung in der forma-
len Linguistik spielen Verbénde (oder Halbverbénde) eine wichtige Rolle.

In Abschnitt 8.1 definieren wir Verbénde als Ordnungsstrukturen und
illustrieren das Konzept anhand einer Reihe von Beispielen. In Kapitel 8.3
zeigen wir, daf sich Verbénde auch als Algebren darstellen lassen, und geben
Ubersetzungen zwischen beiden Betrachtungsweisen an. In Abschnitt 8.4
zeigen wir, dafl die Begriffe des Verbandshomomorphismus und des Teil-
verbands unterschiedlich sind, wenn wir einerseits ordnungstheoretische
Verbénde, andererseits algebraische Verbénde zur Grundlage nehmen. Die in
Abschnitt 8.5 dargestellten distributiven Verbénde dienen der Vorbereitung
auf das nachfolgende Kapitel iiber Boolesche Algebren. Diese stellen eine
Teilklasse der distributiven Verbénde dar. Die in Abschnitt 8.6 eingefiihr-
ten Ideale und Filter sind spezielle Teilverbénde, die im Zusammenhang mit
Quotientenbildung bei Booleschen Algebren relevant werden. Im ergénzen-
den Kapitel 8.7 stellen wir kurz das Konzept des Halbverbands dar und
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gehen auf den Fixpunktsatz von Tarski und Knaster ein.

8.1 Beispiele von Verbinden

Bevor wir eine Definition von Verbénden als Ordnungsstrukturen geben
konnen, benotigen wir einige einfache Begriffe.

Definition 8.1 Es sei (M, <) eine partiell geordnete Menge und X C M.
Das Element a € M heifit obere (untere) Schranke von X genau dann, wenn
gilt: Vo € X: x < a (a < z). Das Element a heifit Supremum oder oder
kleinste obere Schranke von X genau dann, wenn a obere Schranke von
X ist und wenn a < b fiir jede obere Schranke b von X gilt. Wir schreiben
a = sup X. Dual heifit a Infimum oder grifite untere Schranke von X genau
dann, wenn a untere Schranke von X ist und wenn b < a fiir jede untere
Schranke von X gilt. Wir schreiben a = inf X.

Beispiele 8.2 In der nachfolgend in der Form eines Hasse-Diagramms ab-
gebildeten Ordnungsstruktur sind die oberen Schranken der Menge {a,b}
hervorgehoben, wobei ¢ das Supremum von {a, b} ist.

Die Elemente a und b der nachfolgend links abgebildeten Ordnungsstruktur
zeigen, dafl es im allgemeinen keine obere Schranken fiir eine vorgegebene
Teilmenge X einer Ordnungsstruktur gibt.
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a b

L

Wie das Beispiel auf der rechten Seite klar macht, braucht es keine kleinste
obere Schranke geben, selbst wenn obere Schranken existieren.

Wenn es in einer partiell geordneten Menge (M, <) ein Supremum iiber
die Teilmenge X gibt, so ist dieses eindeutig bestimmt. Falls né&mlich
a1 = sup X und ags = sup X, so folgt a1 < ag und as < a1, da ja aq
und ay insbesondere obere Schranken sind. Wegen der Antisymmetrie folgt
nun a; = ag. Symmetrisch folgt die Eindeutigkeit von inf X, falls inf X exi-
stiert. Man beachte, dafl obere (untere) Schranken und Suprema (Infima)
einer Teilmenge X C M nicht selbst in X liegen zu brauchen.

Bemerkung 8.3 Falls a = sup () existiert, so ist a das kleinste Element
von M, da jedes b € M obere Schranke von () ist. In diesem Fall wird sup ()
auch oft als “0” notiert. Falls inf () existiert, so ist inf () das grofite Element
von M und wird als“1” notiert.

Wir kommen nun zur zentralen Definition dieses Kapitels.

Definition 8.4 FEine partiell geordnete Menge V = (V, <) heifit Verband
genau dann, wenn sup {a, b} und inf {a, b} fiir alle a,b € V existieren. Wenn
weitergehend sup M und inf M fiir jede Teilmenge M von V existieren, so
wird V ein vollstindiger Verband genannt.

Auch wenn geméfl Definition 8.4 in einem Verband nur die Existenz von
Suprema und Infima iiber zweielementige Teilmengen gefordert wird, so gilt
eine entsprechende Eigenschaft dann doch automatisch fiir alle endlichen
Teilmengen.

Lemma 8.5 IstV = (V, <) ist ein Verband, so existieren fiir je endlich viele
Elemente ay,...,a, € V (n > 0) stets sup{ai,...,an} und inf {a1,...,an}.
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Ist n > 1, so gilt stets

sup{ai,...,a,} = sup {sup{ai,...,an—1},an},

inf{ay,...,an} = inf{inf{ay,...,an—1},an}.

Beweis. Durch vollstéindige Induktion (Ubung). m

Insbesondere folgt aus Lemma 8.5, dafl jeder endliche Verband
vollstdndig ist und eine 1 und eine 0 besitzt. Unendliche Verbénde hinge-
gen sind nicht notwendigerweise vollstédndig. Als ein Gegenbeispiel betrachte
man etwa (IN, <) (wieso?). Das nachfolgende Kriterium ist manchmal hilf-
reich, um nachzuweisen, dafl eine gegebene partiell geordnete Menge ein
vollstédndiger Verband ist.

Lemma 8.6 Es sei V = (V,<) eine partiell geordnete Menge mit einem
grofiten Element 1. Falls fiir jede nichtleere Teilmenge X von V stets inf X
existiert, so ist V ein vollstindiger Verband.

Beweis. Da 1 = inf (), existiert geméfi der Voraussetzung fiir jede Teilmen-
ge X C V das Infimum. Es reicht daher nachzuweisen, dafl auch fiir jede
Teilmenge Y von V stets sup Y existiert.

Sei also Y C V. Die Menge S aller oberen Schranken von Y ist nichtleer,
da 1 eine obere Schranke von Y ist. Nach Vorausetzung existiert damit
s := inf S. Wir zeigen, dafl s selbst eine obere Schranke fiir YV ist. Damit
gilt offenkundig s = sup Y.

Ist y € Y, so ist offenkundig y eine untere Schranke fiir S. Da s die
groBite untere Schranke fiir s ist, folgt y < s. Da dies fiir jedes y € Y gilt,
ist s eine obere Schranke fiir Y. m

Beispiele 8.7 Die nachfolgende Abbildung zeigt einige endliche Verbénde,
die wir in Form von Hasse-Diagrammen beschreiben.

L
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In diesen drei Beispielen kénnen die Elemente der Verbénde auf natiirliche
Weise mit einem Rang versehen werden koénnen: wir kénnen jedem Ele-
ment x eine natiirliche Zahl Rang(x) zuordnen derart, daf} stets Rang(z) =
Rang(y) + 1 gilt, falls y unmittelbarer Vorgénger von x ist. Hier noch zwei
weitere endliche Verbénde, ,,Pentagon“ und ,,Diamant“. Das Pentagon
zeigt, dafl es auch bei endlichen Verbénden nicht immer moglich ist, eine
Rangfunktion einzufiihren.

Pentagon Diamant

Bevor wir auf Beispiele fiir Verbénde innerhalb der Mathematik eingehen,
beschreibt das néchste Beispiel eine Anwendung in der Wissensverarbeitung,.

Beispiel 8.8 Verbéinde werden in der sogenannten formalen Konzeptana-
lyse verwendet, um Wissensbereiche begrifflich zu strukturieren und den
gegenseitigen Bezug von Konzepten graphisch zu verdeutlichen. Um diese
Rolle zu erldutern, stellen wir uns als Ausgangspunkt eine Tabelle der Form
vor,

| lalblcfdfe]f]
1] x X | X | x
2 X | X | X | X X
3 || x X X
4 X | X | X
5) X X

wo O = {1,2,3,4,5} eine Menge von Objekten reprisentiert und A =
{a,b,c,d,e, f} eine Menge von Attributen. Beispielsweise kénnte O eine
Menge von Tiergattungen sein und A eine Menge moglicher genetischer Ei-
genschaften. Ein Kreuz ,,x “ in Zeile ¢ und Spalte j bedeutet, dal Objekt
i das Attribut (Merkmal) j besitzt, wir schreiben ¢ hat j. fiir eine Menge
U C O sei

Attr(U) := {m € A | i hat m fiir alle Objekte i € U}
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12345

1w adef 2% abcdf

abcdef

Abbildung 8.1: Konzeptverband fiir Beispiel 8.8.

die Menge aller Attribute, die alle Objekte in U besitzen. Umgekehrt sei fiir
eine Menge B C A

Obj(B) :={i € O | i hat m fiir alle Attribute m € B}

die Menge aller Objekte, die alle Eigenschaften aus B besitzen. Ein formales
Konzept ist ein Paar (U, B) wo U = Obj(B) und B = Attr(U). Beispielswei-
se sind ({1,2},{a,d, f}) und ({2,4,5},{b}) formale Konzepte. Intuitiv fafit
ein formales Konzept eine Menge von Objekten zusammen, die sich durch
eine Menge gemeinsamer Attribute charakterisieren 1a8t. Alle Objekte, auf
die diese Attribute zutreffen, miissen in der entsprechenden Objektmenge
mitaufgenommen sein. Zum Beispiel tritt die Menge {2,5} nicht als Kon-
zept auf, weil das einzige gemeinsame Attribut b auch auf Objekt 5 zutrifft.

Definieren wir nun eine Ordnung zwischen Konzepten vermoge
(U, B1) < (U2, B2) & Uy C Uy,

so erhalten wir dadurch eine Verbandsstruktur auf der Menge aller Konzepte.
Wir verzichten auf den Beweis. Der fiir das Beispiel resultierende Konzept-
verband ist in Abbildung 8.1 dargestellt. Er ist automatisch berechenbar
und kann zur Strukturierung und Analyse des durch die Ausgangstabelle
erfafiten thematischen Gebiets verwendet werden.

Beispiele 8.9 Die nachfolgende Liste enthélt nur einige der unzéhligen Bei-
spiele, wo Verbénde in der Mathematik auftreten.
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1. Jede linear geordnete Menge (M, <) ist ein Verband.

“

2. Die Menge der natiirlichen Zahlen IN mit der Teilbarkeitsrelation ,,|
bildet einen Verband. Bezeichnet némlich ggT(z,y) den grofiten ge-
meinsamen Teiler von = und y, und kgV(z,y) deren kleinstes gemein-
sames Vielfaches, so gilt fiir beliebige natiirliche Zahlen a, b, ¢: aus c|a
und c|b folgt c|ggT(a,b), aus a|c und b|c folgt kgV(a,b)|c. Damit ist
inf {a,b} = ggT(a,b) und sup {a,b} = kgV(a,b).

3. Ist M eine Menge, so bildet (P(M), C) einen vollstdndigen Verband.

4. fiir je zwei Aquivalenzrelationen ~; und ~s auf einer Menge M de-
finieren wir ~; < ~9 genau dann, wenn ,,~1“ feiner ist als ,,~2* im
Sinn von Definition 4.15. Es sei Aq(M) die Menge aller Aquivalenzre-

lationen auf M. Dann ist (Aq(M), <) ein vollstindiger Verband.

5. Es sei A eine beliebige Menge und B C IN. fiir f,g € B4 sei f < g
gdw. f(a) < g(a) fiir alle a € A. Dann ist (B4, <) ein Verband.

Der Nachweis, dal die angegebenen Strukturen Verbénde sind, ist in der
Regel einfach und kann als Ubung iiberlassen werden. Das unter 4 genannte
Beispiel besitzt eine interessante Verallgemeinerung.

Lemma 8.10 Es sei M eine Menge und H : 2M — 2M eine Hiillenabbil-
dung im Sinn von Definition 4.35. Dann bildet die Menge Q aller Fixpunkte
von H beziiglich der Inklusion ,,C “ einen vollstindigen Verband.

)=

Beweis. Da aufgrund der Erweiterungseigenschaft (vgl. Def. 4.35 (i)) stets M
selbst Fixpunkt von H ist, gilt Q # (). Offenkundig stellt ,,C“ eine partielle
Ordnung auf @ dar und 1 := M ist das gréfite Element. Es sei nun X =
{A; | i € I} eine nichtleere Teilmenge von Q. Gemifl Lemma 4.37 ist auch
N X wieder ein Fixpunkt von H und damit in Q. Offenkundig ist dann (| X
das Infimum von X beziiglich der Inklusion. Nach Lemma 8.6 ist (Q, C) ein
vollstandiger Verband. m

Aus Lemma 8.10 ergibt sich beispielsweise, dal die Menge aller refle-
xiven (symmetrischen, transitiven) Relationen auf einer nichtleeren Menge
M stets einen vollstdndigen Verband beziiglich der Inklusion ,,C*“ bilden.
Hierzu vergleiche man Definition 4.38 und Aufgabe 4.25.
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8.2 Das Dualitéatsprinzip

Im Kontext der Verbandstheorie ist es interessant, auf eine Beobachtung
aus Beispiel 4.28 Nr. 6 zuriickzukommen: ist ,,<“ eine partielle Ordnung auf
einer Menge M, so auch ist auch die duale Relation ,,>“ eine partielle Ord-
nung ist. Wir nennen (M, >) die zu (M, <) duale Ordnungsstruktur. Beim
Ubergang von einer Ordnungsstruktur zur dualen Struktur vertauschen sich
offenkundig genau die Rollen von oberen und unteren Schranken und die
Rollen von Suprema und Infima, wie folgende Illustration deutlich macht.

Dualitat bei Ordnungsstrukturen

Ist V = (V, <) ein Verband, so ist daher auch V' := (V, >) ein Verband. V'
heifit der zu V duale Verband.

Zu vielen Aussagen, die wir nachfolgend iiber partiell geordnete Mengen
oder Verbdnde machen, existiert eine duale Version, die wir dadurch erhal-
ten, dafl wir ,,<“ und ,,>*, Supremum und Infimum, sowie gegebenenfalls
,,0¢ und ,,1* miteinander vertauschen. Als Beispiel einer solchen Dualisie-
rung erhalten wir aus Lemma 8.6 die folgende duale Version.

Lemma 8.11 Es sei V = (V, <) eine partiell geordnete Menge mit einem
kleinsten Element 0. Falls fiir jede nichtleere Teilmenge X von V stets sup X
existiert, so ist V ein vollstandiger Verband.

Ein Beweis ergibt sich durch Dualisierung des Beweises von Lemma 8.6, ist
aber mit der folgenden allgemeinen Beobachtung sogar iiberfliissig.

Bemerkung 8.12 [Dualitétsprinzip fiir Verbinde] Wenn eine gegebene
Aussage in allen partiell geordneten Mengen (resp. Verbénden) gilt, so gilt
offenkundig die duale Aussage in allen dualen partiell geordneten Mengen
(resp. Verbénden). Da aber jede partiell geordnete Menge (jeder Verband)
durch Dualisierung aus einer entsprechenden Struktur zu erhalten ist, kann
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man sich stets darauf beschridnken, die Giiltigkeit einer der beiden Versio-
nen von zwei dualen Aussagen nachzuweisen, die duale Version gilt dann
automatisch.

8.3 Verbidnde als Ordnungsstrukturen und als Al-
gebren

Wie in der Einleitung angedeutet wurde, kénnen Verbénde auch rein al-
gebraisch definiert werden. Um den Zusammenhang zwischen beiden Be-
trachtungsweisen darzustellen, leiten wir nachfolgend ausgehend von der
Beschreibung eines Verbands als Ordnungsstruktur zwei bindre Operatio-
nen ,,join* und ,,meet“ ab, fiir die wir vier charakteristische Eigenschaften
festhalten. Aus diesen Eigenschaften ergibt sich die Charakterisierung von
Verbinden als Algebren. Wir zeigen dann, daB eine Ubersetzung auch in
umgekehrter Weise moglich ist: man kann auf einem algebraischen Verband
ausgehend von den Operationen ,,join “ und ,,meet * sofort eine partielle Ord-
nung definieren, die die Struktur zu einem ordnungstheoretischen Verband
macht.

Wir fithren nun die Abkiirzungen

alb = sup{a,b}
aflb = inf{a,b}

ein und nennen ,,LI“ das join und ,,M“ das meet. In einem Verband sind
also ,,join“ und ,,meet* binire Operationen. Das folgenden Lemma haben
wir in einem Spezialfall (vgl. Lemma 2.19 und Beispiel 8.9 Nr. 3) bereits
kennengelernt.

Lemma 8.13 Sei V = (V, <) ein Verband. Dann gilt:

Va,beV:a<b <« allb=a < allb=0b.

Beweis. trivial. m

fiir die Operationen ,,join“ und ,,meet“ ergeben sich die folgenden cha-
rakteristischen Eigenschaften.
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Lemma 8.14 In einem Verband V = (V, <) sind die Operationen ,,meet“
und ,,join“ stets (i) idempotent, (ii) kommutativ und (iii) assoziativ, und
sie erfillen die Absorptionseigenschaft (iv), das heifst es gilt

(i) Ya € V:ala=a,alNa=a,
(i) Ya,b € V:alb=0bUa,aMNb=>bMNa,
(i1i) Ya,b,c € V: (aUb)Uc=alU(bUc),(aMb)Mc=amn(bMc).

(iv) Ya,b € V:al(aMb) =a,aN(aUb) = a.

Beweis. Natiirlich gilt fiir alle a,b € V stets sup {a,a} = sup {a} = a und
sup {a,b} = sup {b,a}, wodurch sich (i) und (ii) ergibt. Nach Lemma 8.5
gilt fiir Elemente a,b,c € V stets

sup {a,b,c} = sup {sup {a,b}, c} = sup {a, sup {b, e},
inf {a,b,c} = inf{inf {a,b},c} = inf {a,inf {b,c}}.

Hieraus folgt (iii). Da fiir a,b € V stets a < sup {a,b} =allbund alMb=
inf {a,b} < a ergibt sich (iv) aus Lemma 8.13. m

Es ist instruktiv, sich ins Gedéchtnis zu rufen, da§ wir aus (i)—(iv) giilti-
ge Aussagen erhalten, wenn wir ,,L1“ und ,,M“ durch die aussagenlogischen
Junktoren ,,A“ und ,,V* ersetzen, a,b, c als Aussagen «, (3, interpretieren
und ,, = als Aquivalenz ,<

Algebren (V,LJ,M) mit zwei bindren Operationen gibt es unzéhlige. Wel-
che besonderen Eigenschaften der Operationen ,,L1* und ,,l“ lassen uns mit
Sicherheit schliefen, daf es sich um das ,;meet* und ,,join“ eines Verbands
handelt? Wie wir gesehen haben, miissen hierzu notwendig beide Operatio-
nen idempotent, assoziativ und kommutativ sein, und sie miissen die Ab-
sorptionseigenschaft haben. Wir werden nun sehen, dafl dies auch schon
ausreicht. Wir kommen zur folgenden algebraischen Definition eines Ver-
bands. Um beide Definitionen auseinanderhalten zu kénnen, sprechen wir
im Bedarfsfall von einem ordnungstheoretischen Verband beziehungsweise
von einem algebraischen Verband.

Definition 8.15 Ein algebraischer Verband ist eine Algebra V = (V, L, M) ,
wo U,M: V x V — M bindre Operationen auf V sind, die die Eigenschaften
(ii)—(iv) aus Lemma 8.14 erfiillen.
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Das nachfolgende Lemma zeigt, dafl in einem Verband das ,,join“ und das
,,meet“ auch Eigenschaft (i) aus Lemma 8.14 erfiillen.

Lemma 8.16 In einem algebraischen Verband V = (V,U,M) sind die Ope-
rationen join ,,L1 “ und meet ,,M1“ idempotent.

Beweis. Sei V = (V,U,1M) ein Verband und a € V. Dann gilt wegen der Ab-
sorptionseigenschaften aMa = (aM(ala))M(aU(aMa)). Wegen der Kommu-
tativitdt und Assoziativitéit von ,,meet“ konnen wir den rechten Ausdruck
zu (aM(aU(aMNa)))M(aUa) umformen. Durch Anwenden der Absorptions-
eigenschaft, mit b = (a Ma), erhalten wir zunéchst a M (e U a) und dann a.
Also gilt aMa = a. Der Nachweis der Idempotenz des ,,join“ geht analog. m

Theorem 8.17 Algebraische und ordnungstheoretische Verbinde entspre-
chen sich im folgenden Sinn:

1. Es seiV = (V,<) ein ordnungstheoretischer Verband, die Operationen
join ,,L0“ und meet ,,1“ seien durch a b := sup {a,b} und aMb :=
inf {a,b} erklirt. Dann ist V* := (V,U,MN) ein algebraischer Verband.

2. Es sei ¥V = (V,U,N) ein algebraischer Verband. Definiert man a < b
gdw. amb = a, so ist V< = (V, <) ein ordnungstheoretischer Verband.

3. SeiV = (V,<) ein ordnungstheoretischer Verband. Dann gilt (V*)< =
V.

4. SeiV = (V,U,MN) ein algebraischer Verband. Dann gilt (V=)* = V.

Beweis. Teil 1 des Theorems wurde bereits in Lemma 8.14 gezeigt.

2. Wir zeigen zunéchst, dafl ,,<*“ eine partielle Ordnung ist. Nachfolgend
seien a, b, ¢ beliebige Elemente aus V.

Reflexivitit. Da ,,71“ idempotent ist (Lemma 8.16), ist ,,<* reflexiv.

Antisymmetrie. Falls a < bund b < a, so gilt aMb =a und bMa = b. Da
5,1 kommutativ ist, folgt

a=alb=>bMa=0>,

somit ist ,,<* antisymmetrisch.
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Transitivitdt. Falls a < b und b < ¢ gilt, so folgt aMb=a und bMc =b.
Unter Verwendung der Assoziativitéit erhalten wir daraus

a=alNb=an(bMNec)=(aNb)Nec=alc

woraus sich a < ¢ ergibt. Somit ist ,,<“ auch transitiv, also eine partielle
Ordnung.

Um weiter zu zeigen, da§ (M, <) ein Verband ist, beweisen wir, daf
aMb = inf {a,b} und aUb = sup {a, b}. Sicher ist aMb eine untere Schranke
fiir {a,b}, denn wegen der Eigenschaften (i)—(iii) aus Definition 8.15 gilt

(aMb)Na=an(bNa)=aN(afb)=(aMNa)b=alb,

also alMb < a, genauso folgt aMb < b. Ist nun ¢ eine weitere untere Schranke
fiir {a,b}, so gilt ¢ < a,c < b, in anderen Worten ¢Ma = ¢ und ¢Mb = ¢,
daher

cM(anb))=(cMa)b=cNb=c,

daher gilt aMb = inf {a, b}. Der Beweis fiir allb = sup {a, b}, der eine zusétz-
liche kleine Hilfsiiberlegung benétigt, wird als Ubung dem Leser iiberlassen
(vgl. Aufgabe 8.4).

3. Dies folgt sofort daraus, daf§ gem&fl Lemma 8.13 die partiellen Ord-
nungen von ¥ und von (V*)< {ibereinstimmen.

4. In Teil 2 hatten wir gesehen, daf stets allb (resp. al1b) das Supremum
(resp. Infimum) von {a, b} beziiglich der definierten Ordnung ,,<* von V<
ist (a,b € V). Daraus ergibt sich die Behauptung. m

8.4 Verbandshomomorphismen und Teilverbinde

Bei der Diskussion von Homomorphismen in Kapitel 6.4 hatten wir darauf
hingewiesen, dafl der Begriff stark abhéngig von der gewahlten Signatur ist.
Da wir nun fiir Verbénde zwei stark unterschiedliche Beschreibungsformen
haben, stellt sich die Frage, ob ein Homomorphismus zwischen zwei alge-
braischen Verbénden stets auch ein Homomorphismus zwischen den dazu
assoziierten ordnungstheoretischen Verbénden ist und umgekehrt. Es gilt
dies allerdings nur in einer Richtung.
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Abbildung 8.2: Isotone Abbildungen miissen nicht Suprema und Infima er-
halten.

Lemma 8.18 Es seien Vi = (Vi,Uy,My) und Vo = (Va, s, M) algebraische
Verbdnde. Dann ist jeder Homomorphismus von V1 nach Vo auch ein Ho-
momorphismus zwischen den assoziierten ordnungstheoretischen Verbdinden

V1, <) und (V1,<a).

Beweis. Es sei h ein Homomorphismus von Vi nach Vo und a,b € V. Gilt
a <1 b, so folgt a My b =a. Da h Homomorphismus ist, folgt

h(a) = h(a My b) = h(a) Mg h(b)
und somit h(a) <9 h(b). m

Ein Homomorphismus A zwischen zwei partiell geordneten Mengen
(V1,<1) und (V4, <9) wird oft einfach eine ordnungserhaltende oder isoto-
ne Abbildung genannt. Das Beispiel in Abbildung 8.2 zeigt, dafl selbst ei-
ne bijektive isotone Abbildung zwischen ordnungstheoretischen Verbinden
nicht notwendig Suprema und Infima erhélt. Damit sind isotone Abbildun-
gen nicht notwendig Homomorphismen zwischen den assoziierten algebrai-
schen Verbédnden. Allerdings gilt die folgende eingeschrinkte Aussage.

Lemma 8.19 Es seien Vi = (V1,<1) und Vo = (V1, <o) ordnungstheoreti-
sche Verbdnde. Ist h ein Isomorphismus von Vi auf Vo, so ist h auch ein Iso-
morphismus zwischen den assoziierten algebraischen Verbinden (Vi,U1, M)
und <V2, Lo, |_|2>.

Beweis. Esseien a,b € Vi. Ausa,b <; allyb folgt h(a), h(b) <2 h(all1b),dah
isoton ist. Damit ist ~A(all; b) eine obere Schranke von {h(a), h(b)} beziiglich
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,,<2% Es sei ¢ € V5 irgendeine obere Schranke von {h(a),h(b)} beziiglich
,,<2“ Da h ein Ordnungsisomorphismus ist, ist auch h~! isoton. Somit ist
h~1(c) eine obere Schranke der Elemente h=1(h(a)) = a und h=1(h(b)) = b
beziiglich ,,<;“. Es folgt a U b <3 hil(c). Da h isoton ist erhalten wir
h(a Uy b) <o h(h™%(c)) = e. Also ist h(a L; b) die kleinste obere Schranke
von {h(a),h(b)} beziiglich ,,<o“ und es gilt h(a U; b) = h(a) Us h(D).

Der Nachweis, da8 h(a My b) = h(a) My h(b) gilt, erfolgt entsprechend
durch Dualisierung. m

Auch der Begriff des Teilverbands erhélt eine unterschiedliche Ausle-
gung, je nachdem ob man algebraische Verbédnde oder Verbénde als Ord-
nungsstrukturen betrachtet. In der nachfolgenden Abbildung bilden die her-
vorgehobenen Elemente einen zum Pentagon isomorphen Teilverbands des
zugrundegelegten ordnungstheoretischen Verbands. Da jedoch ,,join“ und
,,meet“ nicht erhalten bleiben, liegt kein Teilverband im algebraischen Sinn
VOr.

Wir sprechen nachfolgend daher von algebraischen Teilverbénden, wenn
wir verlangen, daf} ,,meet*“ und ,,join*“ des Teilverbands sich durch Ein-
schrankung der entsprechenden Operationen des Gesamtverbands ergeben.

Geméfl Lemma 6.27 stellt jede nichtleere Teilmenge eines Verbands V
immer zumindest eine Teilstruktur (nicht notwendig einen Teilverband!) im
ordungstheoretischen Sinn dar. Daher sind algebraische Teilverbénde, die ja
Suprema und Infima iiber zweielementige Teilmengen stets enthalten, dann
immer Teilverbdnde im ordnungstheoretischen Sinn.
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8.5 Distributive und modulare Verbiande

Angesichts der Parallelitit zwischen Verbandsregeln und gewissen aussa-
genlogischen Tautologien kann man sich fragen, ob ,,meet* und ,,join“ nicht
auch distributiv sind. Das folgende Lemma zeigt, dafl Teilaussagen gelten.

Lemma 8.20 FEs sei (V,U,M) ein Verband. Dann gelten fiir alle a,b,c € V
stets die folgenden Beziehungen:

al(bfe)
(amb)U (aMe)

(alb)M(alc)

<
< af(bUe).

Beweis. Wir weisen die erste Ungleichung nach, die zweite folgt &hnlich. Aus
bMe < ¢ ergibt sich beispielsweise leicht alJ(bM¢) < alle (vgl. Aufgabe 8.8),
und dhnlich alJ(bMe) < allb. Damit erhélt man durch zweimaliges Anwenden
von Lemma 8.13

(aU®Me)N((aUb)N(ale)) = ((aU(dMe)M(ald))MN(alic)
= ((au(ne))MN(ale)
= alU(bMNe).
Wiederum mit Lemma 8.13 folgt nun a U (bMe¢) < (aUb)M(alc). m

Im allgemeinen gilt aber bei den oben genannten zwei Beziehungen nicht
die Gleichheit. Beispielsweise gilt im Diamant

1

0

die Bezichung a U (bMc¢) =a <1 = (aUb) M (ac).

Definition 8.21 Ein Verband V = (V, L, 1) heifit distributiv genau dann,
wenn fiir beliebige Elemente a, b, c € V' die Gleichungen
all(bMe) = (alUb)M(alc)
(ammb)U(afNe) = af(bUc)
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gelten.

Es reicht allerdings, in dieser Definition eine der beiden Identitéiten zu for-
dern. Die jeweils andere 148t sich dann beweisen.

Bemerkung 8.22 [Dualitétsprinzip| Ist V = (V, U, M) ein distributiver Ver-
band, so ist offenkundig auch der zu V duale Verband distributiv. Man kann
daher das Dualitétsprinzip auf distributive Verbénde spezialisieren: Aus je-
dem Gesetz, das in jedem distributiven Verband gilt, erhilt man durch Dua-
lisierung (Austausch von U und M, < und > sowie von 0 und 1) wieder ein
Gesetz tiber distributive Verbénde.

Man kann ein sehr schones geometrisches Kriterium angeben, das zeigt,
wann ein Verband distributiv ist. Dazu fiihren wir zunéchst einen etwas
schwéicheren Begriff ein.

Definition 8.23 Ein Verband V = (V,U,M) heifit modular genau dann,
wenn fiir beliebige Elemente a, b, c € V stets (aMb)U(alc) = al(bU(allc))
gilt.

In der Literatur werden modulare Verbinde oft auch dadurch definiert, dafl
man fordert:
(t) Va,by,cca<b= (alU(bMec)=0bMN(alc)).

Wir iiberlassen es dem Leser nachzuweisen, dafl beide Charakterisierungen
der Modularitit dquivalent sind (Aufgabe 8.11).
Lemma 8.24 Jeder distributive Verband ist modular.
Beweis. In einem distributiven Verband gilt unter Verwendung der Absorp-
tionseigenschaft fiir beliebige Elemente a, b, ¢ stets

afl(U(aNe)=an(dUa)(bUc)=aN(blc) = (aMb)U (alc).
Daraus ergibt sich die Behauptung. m

Die Umkehrung von Lemma 8.24 gilt jedoch nicht: der oben abgebildete
Diamant ist modular, wie man leicht nachweisen kann, jedoch nicht distri-
butiv, wie wir gesehen hatten. Man kann zeigen, dafl man auf modularen
Verbinden stets eine Rangfunktion einfithren kann. Damit ist das Pentagon
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nicht modular. Wir kénnen nun eine einfache Charakterisierung modularer
und distributiver Verbédnde angegeben.

Theorem 8.25 (Birkhoff, Dedekind) FEin Verband ist modular genau
dann, wenn er keinen algebraischen Teilverband enthdlt, der zum Penta-
gon isomorph ist. Fin modularer Verband ist distributiv genau dann, wenn
er keinen algebraischen Teilverband enthdlt, der zum Diamanten isomorph
15t.

Beweis. Enthélt ein Verband einen nichtmodularen (nicht distributiven)
algebraischen Teilverband, so kann er offenkundig nicht selbst modular (resp.
distributiv) sein. Demzufolge ist eine Richtung der zwei Teilaussagen jeweils
trivial. Es bleibt zu zeigen, (1) da ein nichtmodularer Verband stets einen
algebraischen Teilverband enthélt, der zum Pentagon isomorph ist, und (2)
dafl ein modularer und nicht distributiver Verband stets einen algebraischen
Teilverband enthélt, der zum Diamanten isomorph ist.

(1) Es sei V = (V,U,MN) nichtmodular. Wir verwenden die zweite Cha-
rakterisierung (f). Demnach existieren a,b,c € V mit a < b aber all(bMc) #
bM (aUc). Allerdings gilt

.
—~

all(bMe) (aUb)M(alc)

= IA

)

NS

bM(allc)

Ungleichung (i) gilt nach Lemma 8.20, Gleichung (ii) folgt, da wegen a < b
auch a Ub = b gilt. Wir erhalten a U (bM¢) < bM (a U c). Wir setzen nun
a :=bM(ale), V' :=all(bMec), I’ := clUa und 0/ := ¢Mb. Es ist offenkundig,
dafl die Ordnungsbeziehungen

0<b<d<l AN 0<e<?l

vorliegen.



270 8. VERBANDE

Wire bMe=0 =V =al(bMe), so folgte a < bTMe, also a < b,c
und (aUe)Mb=cMNb=al(bMc), was einen Widerspruch darstellt.
Wire alle =1 =da =bM(alc), so folgte b > allc, also b > a,c und

UbMNe)=ale=>bM(alc), was abermals einen Widerspruch darstellt.
Es folgt
0 <t <d <1
Weiter gilt

—~

crna = cl‘l(bl‘l(al_lc));(cﬂ(cUa))ﬂb(g)cﬂb:O'
cUb = cI_I(al_I(bl_Ic))é(cl_l(bl_lc))l_la(@cl_lazl'.

~

—~
=

Glelchungen (i) ergeben sich aus der Kommutativitit und Assoziativitidt von
,,join“ und ,,meet “. Gleichungen (ii) ergeben sich aus der Absorptionseigen-
schaft. Der Rest des Beweises bleibt dem Leser iiberlassen (Aufgabe 8.12):
Es ist nun leicht, zu zeigen, dafl 0’ < ¢ < 1, ¢V =0 und cUad = 1.
Daraus ergibt sich sofort, dafl die Elemente 1’,a’, V', ¢, einen algebraischen
Teilverband der Form

b1

01

bilden, der zum Pentagon isomorph ist.

(2) Es sei V = (V, U, M) ein modularer und nicht distributiver Verband.
Demnach existieren a,b,c € V mit (a Mb) U (aMe) # aM (bUc). Mit
Lemma 8.20 folgt

(@anb)U(aNe) <aml(bUec) (x).
Wir definieren

(aUb)M(alec)n(bUe),
= (aNb)U(aMc)U(bMe),
a = (al_ll)l_l()'
(br1)u
(en 1)U
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Offenkundig gilt 0" < a/,V’,. Im néichsten Schritt leiten wir vereinfachte
Darstellungen der Elemente o', b, ¢ ab. Es gilt

d = (an1)uo

= (aN(aud)N(aUe)(bUe)L0
c))uo
c)U(amb)U(aMe)l (bMe)
bUec)) U (bMe).

—~

(3

=

all(bu
arl(bu

—~

i)

(
(a1 (
(a1 (
(an(
Bei (i) verwenden wir a < allb, alle, um in zwei Schritten aM(alUb)M(allc)
zu a zu vereinfachen. Bei (ii) verwenden wir aMb,aMec < aM (bl c), um die
Elemente (al1b) und (aMc) aus der Supremumsbildung zu eliminieren. Wenn
wir von der letzten Darstellung von a’ ausgehen, ergibt sich mit bMec < blUec
aufgrund der Modularitét (1) die duale Darstellung a’ = (alJ(bM¢))M(bUc).
Wenn wir dieselben Umformungen auch fiir " und ¢’ verwenden, erhalten
wir zusammenfassend

ad = (an(®ue)u(bne)=(ald(bMec))N(bUc),
¥ = (bn(cua))U(cMa)= (b (cMa))M(cla),
d = (ecn(aub)U(amb)=(cU(amMb))n(allb).

Weiter gilt

afll(Uc))U(bMe)
Gbrne)n((buec)U(bne))
(bre)n(buc)

S}
C

b)M(alle)M(bUc)

Bei (i) wenden wir Lemma 8.20 auf den Gesamtterm an, bei (ii) verwenden
wir die Absorptionseigenschaft und bMe < bUle, (iii) folgt durch Anwendung
von Lemma 8.20 auf a LI (bMM¢) und Isotonie von ,,M1“ (vgl. Aufgabe 8.8). Die
entsprechenden Rechnungen fiir o, ¢ ergeben nun

0 <a b, <1
Das néchste Ziel ist es, 0’ < 1’ nachzuweisen. Hierzu reicht es offenkundig,

a0 <aml zu zeigen. Es gilt

anll’” = an(aUb)N(alc)n(blic)
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al(alc)M(bUc)
) al(blec),
a0 = anf(anb)U(anc)u(bnec)]
= af[((amb)u(bMe)) U (aMe)]
Y an(@nb)uGne)u@ne
= [an((bMec)U(aMb))]U (alMec)
G [(aMbMe)U(aMb)] U (aMe)
(amb)U (aMe).

Hierbei sind (i), (ii) Anwendungen der Absorptionseigenschaft, bei (j) und
(§j) wird die Modularitéitsregel (Def. 8.23) auf den Gesamtterm beziehungs-
weise auf aM ((bMe¢) U (aMb)) angewandt. Nach (x) folgt nun aM0 < a1’
und damit 0 < 1’

Um nun nachzuweisen, dafl die Elemente 1’,a/,V/,c,0/ einen algebrai-
schen Teilverband bilden, der zum Diamanten isomorph ist, zeigen wir, dafl
adnt =dnd =vnad =0 uddud =dud =vVUd =1 gilt.
Man beachte, dafl dies auch wegen 0’ < 1’ die paarweise Verschiedenheit der
Elemente 1/,d’,b, ¢, 0’ impliziert. Es gilt

duy =

bMe)U[(am(blUe)) U(b

M(cUa))|U(cMa)
[(am(bUe)Ub M (cUa)l(cMa)
M
(

bMe (a
[[(bUa)M(bUec)]
[(bUa)n(bue)

(bUc)M(cUa)

JU(
Jull
YU [ (cUa)]U(cMa)
bMe)U[( cUa)U(cMa)

(
(
= (bNe
(
(

L
U
U
L
N

blUa)
= 1.

Hierbei ist (1) eine Anwendung der Modularitit (f) mit aM(blc) < a < cUa,
(1) eine Anwendung der Modularitét mit b < blUc. Bei (Iv) wird ausgenutzt,
daBB (bMe),(cMa) < (bUa),(bUc),(cUa). Damit spielen diese Terme bei
der Supremumsbildung keine Rolle.

Durch Ausnutzen der dualen Représentation von a’, b’ erhalten wir durch
Dualisierung a’ Mo’ = (/. Analog ergeben sich die anderen oben erwihnten
Gleichungen. m
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8.6 Ideale und Filter

Ideale und Filter sind spezielle Teilverbénde, sowohl im ordnungstheoreti-
schen wie auch im algebraischen Sinn. Ihre volle Bedeutung wird erst im
nichsten Kapitel klar werden, wenn wir Boolesche Algebren besprechen.

Definition 8.26 Es sei V = (V,J,M) ein Verband, die partielle Ordnung
< auf V sei wie in Teil 2 von Satz 8.17 definiert. Eine nichtleere Teilmenge
I CV heif3t Ideal von V genau dann, wenn gilt:

1. YVa,b€ V:a € I und b < a impliziert b € I,

2. Ya,be V:a,b e I impliziert alUb € I.

I heift eigentliches Ideal genau dann, wenn I # V. Dual heif3t eine nichtleere
Teilmenge F' C V' Filter von V genau dann, wenn gilt:

1. Va,b € V:a € F und a < b impliziert b € F,

2. VYa,b € V:a,b € F impliziert aMb € F.
F heifit eigentlicher Filter genau dann, wenn F # V.

Die nachfolgende Abbildung gibt eine Veranschaulichung dieser Begriffe.

Filter Ideal

Lemma 8.27 Ideale und Filter sind Teilverbinde, das heifit unter ,,L1“ und
,,I1% abgeschlossen.

Beweis. Sei I ein Ideal des Verbands V = (V, ;1) und ,,<“ wie in Teil 2 von
Theorem 8.17 definiert. Mit a,b € I folgt a U b € I nach Idealeigenschaft 2.
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Aus aMb < a folgt mit Eigenschaft 1 auch a Mb € I. fir Filter konnen wir
das Dualitétsprinzip verwenden.

Lemma 8.28 Sei V = (V,U,M) wie oben und ) # X C V.

1. Die Menge I(X) :={a €V | Jz1,...,2p € X,a <z U...Uzy,} ist
das kleinste X umfassende Ideal,

2. Die Menge F(X) :={a €V |3z1,...,zp € X,a >z N...Nx,} ist
der kleinste X umfassende Filter,

3. Wenn 1 (bzw. 0) existiert, und wenn I ein Ideal (bzw. F' ein Filter) ist,
dann ist I (bzw. F') eigentlich genau dann, wenn 1 ¢ I (bzw. 0 ¢ F).

Beweis. 1. Es ist klar, daB jedes Ideal, das X umfaft, auch I(X) enthalten
muB. Offenkundig ist mit X auch I(X) nichtleer. Um zu zeigen, da8 I(X)
bereits ein Ideal ist, seien a,b zwei Elemente der Menge. Dann existieren
T1yeeos Ty und Y1, ..., Yy in X mit

T ... Uxy,

y1 U Uym.

IAIA

a
b

Mit Hilfe von Aufgabe 8.4 folgt nun leicht
alUb<ziU...Uzxy, Uy U...UYm,

also gilt aUb € I(X) und I(X) erfiillt Idealeigenschaft 2. Aus der Transiti-
vitéit von < folgt sofort, dafi 7(X) auch Idealeigenschaft 1 erfiillt. Damit ist
Teil 1 gezeigt. Teil 2 folgt dual, Teil 3 ist trivial. m

8.7 Erginzungen

Im ersten Teil dieses Abschnitts stellen wir kurz die sogenannten Halb-
verbénde vor. Sie sind &hnlich zu den Verbédnden und erlauben Supremums-
bildung oder Infimumsbildung iiber beliebige endliche Teilmengen, aber
nicht notwendig beides. Im zweiten Abschnitt stellen wir den Fixpunktsatz
von Tarski und Knaster dar.
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8.7.1 Halbverbinde

In manchen Bereichen — etwa in der Computerlinguistik — spielen neben
den Verbénden auch sogenannte Halbverbinde eine Rolle.

Definition 8.29 Eine partiell geordnete Menge H = (H,<) heifit join-
Halbverband (bzw. meet-Halbverband) genau dann, wenn sup {a,b} (bzw.
inf {a,b}) fiir je zwei Elemente a,b € H stets existiert.

Ist H ein join-Halbverband, so ist offensichtlich die zu H duale partiell ge-
ordnete Menge ein meet-Halbverband und umgekehrt.

Beispiel 8.30 In Klassifikationen existiert oft zu je zwei Begriffen der klein-
ste gemeinsame Oberbegriff, aber nicht notwendig immer ein (grofiter) ge-
meinsamer Unterbegriff. Es liegt dann ein echter Halbverband vor.

Auch die Halbverbénde lassen sich auf algebraische Weise charakterisieren.
Die Definition des Halbverbands als Algebra ist wie folgt:

Definition 8.31 Ein Halbverband ist eine Algebra H = (H, L), wo L: H x
H — H eine idempotente, kommutative und assoziative Funktion ist.

Lemma 8.32 Algebraische und ordnungtheoretische Definitionen von Halb-
verbinden sind dquivalent im folgenden Sinn:

1. Sei H = (H, <) ein join-Halbverband. fiir a,b € H definieren wir a Ll
b := sup {a,b}. Dann ist H* ;= (H,L) ein algebraischer Halbverband.

2. Es sei H = (H,U) ein algebraischer Halbverband. Es sei < definiert
durch a <1 b gdw. a = a U b und <9 durch a <o b gdw. b = a Ub.
Dann ist H= := (H,<1) ein meet-Halbverband und H=? = (H, <5)
ein join-Halbverband.

3. SeiH = (H, <) ein join-Halbverband. Dann gilt (H*)S' =H (i =1,2).

4. Es sei H = (H,U) ein algebraischer Halbverband. Dann gilt (H=¢)* =
H(i=1,2)



276 8. VERBANDE

Beweis. 1. Natiirlich ist ,,L1“ eine idempotente und kommutative binére Ope-
ration auf A. Die Assoziativitéit ergibt sich aus einer leicht zu beweisenden
Variante von Lemma 8.5.

2. Es seien a,b € A. Wir zeigen, dal a U b = inf {a,b} beziiglich ,,<; ¢
gilt. Zunéchst gilt, da ,,L*“ kommutativ, assoziativ und idempotent ist,

(aUb)Ua=((bUa)Ua=bU(alUa)=bUa=alb,

in anderen Worten alb <; a. Symmetrisch folgt alLlb <1 b, also ist alUb eine
untere Schranke von {a,b}. Sei nun ¢ irgendeine untere Schranke von {a, b},
also ¢ <4 @ und ¢ <7 b. Dann folgt ¢ = clU a und ¢ = cU b. Wir erhalten

c=clUc=(cUa)U(cUb)=...=cU(alUb),
also ¢ < aLlb. Somit ist a LI b groBte untere Schranke von {a, b}.

Wir haben gesehen, dafi HS! = (H,<;) ein meet-Halbverband ist.
Analog zeigt man, daBl a U b = sup {a,b} beziiglich <, gilt, damit ist
H=2 = (H,<5) ein join-Halbverband. Der Beweis der Teile 3 und 4 ist
einfach. m

Natiirlich 148t sich ein duales Lemma fiir meet-Halbverbénde zeigen.

8.7.2 Der Fixpunktsatz von Tarski und Knaster

fiir isotone Abbildungen eines vollstdndigen Verbands in sich selbst 148t sich
eine interessante Eigenschaften verifizieren, auf die wir in diesem Abschnitt
kurz eingehen mochten. Wir bendtigen zunéchst einen Hilfsbegriff.

Definition 8.33 Es sei M eine nichtleere Menge und f: M — M eine
Abbildung. Das Element a € M heifit Fizpunkt der Abbildung f, falls f(a) =
a gilt.

Theorem 8.34 (Fixpunktsatz von Tarski und Knaster) Jede isoto-
ne Abbildung f eines vollstindigen Verbands V in sich selbst besitzt einen
Fizpunkt. Unter den Fizpunkten von f gibt es einen gréfiten und einen klein-
sten.

Beweis. Es sei f eine isotone Abbildung des vollstindigen Verbands V =
(V, <) in sich. Wir sagen, ein Element b € V' wird unter f gerichtet aufwérts
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(abwirts) abgebildet, falls b < f(b) (respektive f(b) < b) gilt. Wir zeigen
die folgende

Hilfsbehauptung: Ist a das Supremum (Infimum) iiber eine Menge B C
V von Elementen, die gerichtet aufwirts (abwérts) abgebildet werden, so
werden a und f(a) gerichtet aufwirts (abwérts) abgebildet.

Gilt ndmlich ¢ = sup B, wo die Elemente von B gerichtet aufwérts
abgebildet werden, so gilt b < a fiir alle b € B. Wegen der Isotonie folgt
b < f(b) < f(a). Damit ist f(a) ist eine obere Schranke von B, woraus
sich a < f(a) ergibt. Mit nochmaliger Anwendung der Isotonie folgt f(a) <
f(f(a)). Der Beweis fiir die duale Behauptung folgt analog.

Um einen grofiten Fixpunkt zu erhalten, betrachten wir die Teilmenge
B aller Elemente, die gerichtet aufwirts abgebildet werden. Es sei a :=
sup B. Die Hilfsbehauptung zeigt, daB a < f(a). Andererseits ist nach der
Hilfsbehauptung auch f(a) € B und somit f(a) < a. Daher gilt a = f(a).
Ist ¢ ein Fixpunkt von f, so ist ¢ € B und es gilt ¢ < a.

Um einen kleinsten Fixpunkt zu erhalten, betrachten wir die Teilmenge
B’ aller Elemente, die gerichtet abwérts abgebildet werden, und setzen a’ :=
inf B’. Die Hilfsbehauptung zeigt, da8 f(a)’ < a. Andererseits ist f(a') € B’
und somit a’ < f(a’). Somit gilt f(a’) = d'. Ist ¢ ein Fixpunkt von f, so ist
ceB undesgilta <c.m

Um eine Anwendungsform des Fixpunktsatzes und den Zusammenhang
zu anderen Begriffsbildungen anzudeuten, denken wir uns eine Situation,
wo wir aus den Elementen einer gegebenen Teilmenge A einer Obermenge
M vermoge eines geeigneten Erzeugungsprozesses (z.B. durch Anwendung
induktiver Regeln) neue Elemente aus M erhalten, die wir zu A hinzufiigen.
Typischerweise ist in dieser Situation die Abbildung f, die jeder Menge A
die vergréflerte Menge A’ zuordnet, isoton beziiglich der Mengeninklusion.
Wie in Beispiel 8.9 Nr. 3 erwihnt, ist (P(M), C) ein vollstdndiger Verband.
Daher besitzt f nach dem Fixpunktsatz einen kleinsten Fixpunkt. Dieser
représentiert dann die kleinste Teilmenge von M, die unter dem gegebenen
Erzeugungsprozefl abgeschlossen ist.
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8.8 Aufgaben zu Kapitel 8

Aufgaben zu Teilkapitel 8.1

Aufgabe 8.1 Welche der nachfolgend in Form von Hasse-Diagrammen dar-
gestellten Ordnungsstrukturen sind Verbénde, welche nicht?

Aufgabe 8.2 Geben Sie alle Verbénde mit genau vier Elementen an. Geben
Sie alle Verbénde mit genau fiinf Elementen an.

Aufgabe 8.3 Beweisen Sie Lemma 8.5.

Aufgabe 8.4 Verifizieren Sie in den Beispielen 8.9, Teil 1, 3 und 5, daf§ die
angegebenen Strukturen Verbénde sind.

Aufgabe 8.5 Eine Teilmenge M C IN heifle co-endlich genau dann, wenn
IN\ M endlich ist. Zeigen Sie: Die Menge K aller endlichen oder co-endlichen
Teilmengen von IN bildet mit der Inklusionsbeziehung ,,C“ einen Verband.
Ist dieser Verband vollstandig?

Aufgabe 8.6 Ist V = (V, <) ist ein Verband mit Null-Element 0, so wird ein
Element ¢ € V' Atom genannt genau dann, wenn a ein direkter Nachfolger
von 0 ist, falls also 0 das einzige Element von V ist, das echt kleiner ist als
a. Ein Verband V heifit atomar genau dann, wenn fiir jedes b € V, b # 0,
stets ein Atom a existiert mit a < b. Offenkundig ist jeder endliche Verband
atomar. Geben Sie einige Beispiele fiir nicht-atomare Verbénde.
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Aufgaben zu Teilkapitel 8.3

Aufgabe 8.7 Vervollstéindigen Sie den Beweis von Satz 8.17, Teil 2. Veri-
fizieren Sie hierzu zunichst die folgende Hilfsbehauptung: ist die partielle
Ordnung ,,<“ auf V wie angegeben definiert, so gilt stets a < b genau dann,
wenn a LI b = b, fiir alle a,b € V.

Aufgabe 8.8 Zeigen sie, daB fiir beliebige Elemente a, b, ¢ eines Verbands
stets gilt: a < b impliziert a U c < bl c und aMc < bl e. Die Eigenschaft
wird oft als Isotonie von ,,L1“ und ,,lM“ bezeichnet.

Aufgaben zu Teilkapitel 8.4

Aufgabe 8.9 Geben Sie alle — starken und schwachen — Homomorphis-
men zwischen den Ordnungsstrukturen Py := (P({0,1}),C) und 2 =
({0,1},<) an (wobei 0 < 1 gilt). Wie sehen in diesem Fall die méglichen
Homomorphismen zwischen den zugehorigen algebraischen Verbédnden aus?

Aufgabe 8.10 Geben Sie in Form von Hasse-Diagrammen einige Beispiele
von Verbénden mit ordnungstheoretischen Teilverbénden, die keine algebrai-
schen Teilverbéande darstellen.

Aufgaben zu Teilkapitel 8.5

Aufgabe 8.11 Weisen Sie nach, dafl die beiden Charakterisierungen der
Modularitét von Verbénden aus Abschnitt 8.5 (Definition 8.23 bzw. (1))
dquivalent sind.

Aufgabe 8.12 Beenden Sie wie angegeben Teil (1) des Beweises von Theo-
rem 8.25.

Aufgabe 8.13 Beweisen Sie, dafl das Pentagon nicht modular ist.

Aufgabe 8.14 Verwenden Sie Theorem 8.25, um zu entscheiden, welche
der folgenden Verbénde modular oder distributiv sind.
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@ (b) (©

Aufgabe 8.15 Zeigen Sie: ist n > 0 eine natiirliche Zahl, so bildet die Men-
ge der Teiler von n einen vollsténdigen und distributiven Verband beziiglich
der Ordnung “|” (vgl. Beispiel 8.9, Teil 2). Geben Sie eine Rangfunktion
an. Zeichnen Sie ein Hasse-Diagramm des Verbands aller Teiler von 60.

Aufgabe 8.16 Essei M eine Menge von 4 Elementen. Geben Sie ein Hasse-
Diagramm fiir den Verband aller Aquivalenzrelationen auf M mit der Ver-
feinerungsordnung (vgl. Beispiel 8.9 Nr. 4) an. Ist dieser Verband modular
bzw. distributiv?

Aufgabe 8.17 Es sei A := {a,b} und B C NN eine endliche Menge. Geben
Sie ein Hasse-Diagramm fiir den in Beispiel 8.9, Teil 5, eingefiihrten Verband
(B4, <). Geben Sie eine passende Rangfunktion. Ist dieser Verband modular
bzw. distributiv?

Aufgaben zu Teilkapitel 8.6

Aufgabe 8.18 Es sei V der Diamant (das Pentagon). Geben Sie alle Ideale
und Filter von V an.

Aufgabe 8.19 Es sei M eine nichtleere Menge und V := (P(M), C). Wie
sehen die maximalen eigentlichen Ideale und Filter von V aus?

Aufgabe 8.20 Es sei X eine nichtleere Teilmenge des Verbands V und M
eine Menge von Idealen (Filter) von V, die alle X umfassen. Zeigen Sie, da8
auch M M ein X umfassendes Ideal (X umfassender Filter) ist.
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Aufgaben zu Teilkapitel 8.7

Aufgabe 8.21 Zeigen Sie, dafl die Menge aller Worter iiber einem nichtlee-
ren Alphabet A zusammen mit der Préfixrelation (vgl. Beispiel 3.16 Nr. 1)
einen Meet-Halbverband bildet. Warum entsteht i.a. kein Verband? Gibt es
einen Sonderfall, wo sich ein Verband ergibt?

8.9 Bibliographische Angaben

Die Standardreferenz fiir Verbandstheorie ist [Bir84|. Die in Beispiel 8.8
erwahnten Konzeptverbidnde und darauf basierende Anwendungen sind in
[GW99] und [SE00] beschrieben.
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Boolesche Algebren

Im vorangegangenen Kapitel hatten wir gesehen, dal beim Rechnen in
Verbénden viele Gesetzméafligkeiten auftreten, die wir auch vom Umgang
mit Mengen und Aussagen kennen. Selbst wenn wir uns auf distributive
Verbénde einschrinken, bleibt jedoch noch ein wesentlicher Unterschied be-
stehen. In Verbénden gibt es im allgemeinen keine Komplementbildung, die
eine Parallele zur logischen Negation — oder zur Komplementbildung bei
Mengen — erlaubt. Die Booleschen Algebren stellen eine spezielle Klasse dis-
tributiver Verbidnde dar, bei denen eine solche Komplementbildung méglich
ist. In der Tat werden wir sehen, dafl das Rechnen in Booleschen Algebren
als eine algebraische Beschreibung des Rechnens mit Aussagen aufgefafit
werden kann. In einem zu kldrenden Sinn kdnnen dariiberhinaus Boolesche
Algebren bis auf Isomorphie stets mit Hilfe von Mengen und den iiblichen
Mengenoperationen reprisentiert werden.

Im ersten Teilkapitel fiihren wir Boolesche Algebren ein und stellen einige
Regeln fiir das Rechnen mit Komplementen zusammen. Im zweiten Teilka-
pitel werden wir den Zusammenhang zwischen Idealen, Homomorphismen
und Kongruenzrelationen bei Booleschen Algebren genauer studieren und
die Bildung von Quotientenalgebren betrachten. Das Teilkapitel kann damit
als eine konkrete Fallstudie zu den in Kapitel 6.5 dargestellten allgemeinen
Techniken zur Vereinfachung von Strukturen gesehen werden. Im dritten
Teilkapitel betrachten wir Primideale und kommen dann auf die Représen-
tierbarkeit von Booleschen Algebren durch Mengen und Mengenoperationen
zu sprechen.

283
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9.1 Komplemente
Wir beginnen mit dem zentralen Begriff dieses Kapitels.

Definition 9.1 Eine Boolesche Algebra ist eine Algebra B = (B, L, M, —)
wo gilt

1. (B,U, ) ist ein distributiver Verband,
2. die Abbildung ,,—“ ist eine einstellige Operation auf B, und es gilt

Va,be B: (aM—a)Ub="0,(aU—a)b=h.

Das Element —a wird Komplement von a in B genannt.

Bemerkung 9.2 Ist B = (B,U,M,—) eine Boolesche Algebra, so kénnen
wir—wie von den Verbinden bereits gewohnt—eine partielle Ordnung ,,<“
auf B definieren vermége a < b :< alb = a. Die Bedingung ist dquivalent zu
alJb = b. Im nachfolgenden werden wir von dieser Ordnung ohne besondere
Erwidhnung Gebrauch machen.

Bemerkung 9.3 [Dualitétsprinzip fiir Boolesche Algebren] Geméifl Bemer-
kung 8.22 ist der zu einer Booleschen Algebra B duale Verband wieder dis-
tributiv. Wenn wir auf diesem die Komplementbildung wie auf B selbst defi-
nieren, so erfiillt diese die Regeln aus Bedingung 2 von Definition 9.1. Damit
ist der duale Verband selbst wieder eine Boolesche Algebra, mit derselben
Komplementbildung. Man kann daher das Dualitdtsprinzip auf Boolesche
Algebren spezialisieren: Aus jedem Gesetz, das in jeder Booleschen Algebra
gilt, erhélt man durch Dualisierung (Austausch von U und M, < und > sowie
von 0 und 1, Erhaltung von —) wieder ein Gesetz iiber Boolesche Algebren.

Nachfolgend nun einige Beispiele fiir Boolesche Algebren.

Beispiel 9.4 Es sei B = 2 = {0,1}. Die Operationen M, und ,,—“ seien
wie in folgender Tabelle festgelegt:
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la]b]arib]alb] —aUb | (—aUb)N(-bUa) |
aj —a 0]0 0 0 1 1
0 1 01 0 1 1 0
1 0 110 0 1 0 0

111 1 1 1 1

Dann ist 2 := (B, L,M, —) eine Boolesche Algebra.

Wenn man diese Tabellen mit den in Kapitel 1 gegebenen Tabellen fiir die
aussagenlogischen Junktoren vergleicht, sieht man, daf§ die Boolesche Alge-
bra 2 genau das Rechnen mit Wahrheitswerten beschreibt. Die den Junkto-
ren ,,= “ und ,,<“ entsprechenden Verbandsoperationen sind in den letzten
beiden Spalten wiedergegeben.

Beispiel 9.5 Es sei n > 1 und B = {0,1}" = {0,1} x --- x {0,1} (n
Faktoren). Wir definieren die Operation ,,join* vermoge

(a1, ... an) U (b1, ... by) := (a1 Uby,...,a, Uby).

Analog seien alle andereren Booleschen Operationen koordinatenweise defi-
niert. Dann ist die resultierende Algebra eine Boolesche Algebra. Wir no-
tieren sie in der Form 2". Die Elemente von {0, 1}" konnen als Bitvektoren
aufgefafit werden. Es entspricht ,, 1 dann der (koordinatenweisen) Multi-
plikation der Bitvektoren, ,,L1*“ der Maximalwertberechnung. Beispielsweise
gilt

(0,0,1,0,1,0,0) (0,0,1,0,1,0,0)
U (1,0,1,1,0,0,0) M(1,0,1,1,0,0,0)
= (1,0,1,1,1,0,0) = (0,0,1,0,0,0,0)

Beispiel 9.6 Sei M eine Menge und P(M) die Potenzmenge von M.
Fir X C M sei —X das Komplement M \ X von X. Dann ist
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(P(M),U,Nn,—) eine Boolesche Algebra. Offenkundig sind zwei Boolesche
Algebren (P(M),U,N, —) und (P(N),U,N, —) isomorph, falls M und N die-
selbe Zahl von Elementen haben. Mit P, bezeichnen wir die Boolesche Al-
gebra (P(M),U,N, —) fiir eine n-elementige Menge M. Die Komplementbil-
dung in diesen Algebren 1483t sich jeweils durch Diagonalbildung geometrisch
interpretieren.

1

1

X y
u Vv
t
r
0
0
Py P3

Fiir den Rest dieses Kapitels kehren wir zur Konvention zuriick, das eindeu-
tig bestimmte grofite (resp. kleinste) Element mit 1 (bzw. 0) zu bezeichnen.
Wihrend ein solches Element bei Verbédnden nicht notwendig existieren muf,
haben Boolesche Algebren stets eine 0 und eine 1.

Lemma 9.7 Es sei B= (B,L,N,—) eine Boolesche Algebra. Dann ezistie-
ren 0 und 1 in B und es gilt:

Yoe B: 0=bmn—-b A 1=bU-b.
Beweis. Die zweite Bedingung in Definition 9.1 impliziert sofort, daf} fiir
jedes a € B die Beziehung b1 —b <a < bl —b gilt. m
Das folgende Lemma besagt, dafi Komplemente durch die in Lemma 9.7

beschriebenen Eigenschaften eindeutig bestimmt sind.

Lemma 9.8 Sei B = (B,U,M,—) eine Boolesche Algebra und a,b € B.
FallsO=bMNa und 1 =bUa, so gilt a = —b.

Beweis. Wir haben

a=all=an(U-b)=(aMnb)U(aM—b)=0U(aM—b) =al—b,
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das heifit a < —b. Analog folgt —b < a.m

Wir stellen noch einige einfache Regeln fiir das Rechnen mit Komple-
menten zusammen.

Lemma 9.9 In einer Booleschen Algebra B = (B,U, 1, =) gilt fiir beliebige
Elemente a,b € B stets:

1. —(amb) =—al—bund —(alUb) =—all—b,
2. —(—a)=a,
8. a<bgdw —b< —a,
4. —1=0und —0=1,
5. a<bgdw —allb=1.
Beweis. Wir beweisen Teil 1, der Rest wird als Ubung empfohlen (vgl. Auf-

gabe 9.2). Nach Lemma 9.8 reicht es, fiir die erste Gleichung die folgenden
Identitéten zu zeigen:

(anb)U(—all—=b)=1und (aMb) M (—al—b)=0.
Es gilt
(anb)U(—al=b)=(alU—ald=b)N(bU—-al-b)=1U1=1
und
(@anb)M(—al=b)=(aNbM—a)lU(aMbr—=b)=000=0.

Die zweite Gleichheit folgt dual nach Bemerkung 9.3. m

9.2 Ideale, Kongruenzrelationen und Homomor-
phismen

Im vorigen Kapitel hatten wir den Begriff des Ideals und des Filters ei-
nes Verbands definiert. Da Boolesche Algebren spezielle Verbiande sind, ist
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damit auch der Begriff eines Ideals bzw. Filters einer Booleschen Algebra er-
klart. Wir zeigen, dafl bei Booleschen Algebren die Ideale und Filter in einer
direkten Korrespondenz zu den Kongruenzrelationen stehen. Da Kongruenz-
relationen eng mit Homomorphismen verbunden sind, ergibt sich zwischen
allen drei Begriffen eine Reihe interessanter Querbeziehungen. Diese werden
nachfolgend dargestellt, wobei wir auch auf die in Kapitel 6.5 vorgestell-
ten Techniken zur Vereinfachung von Strukturen mittels Quotientenbildung
eingehen.

Zuniéchst halten wir fest, wie sich die allgemeine Definition von Homo-
morphismen im speziellen Fall der Booleschen Algebren liest.

Bemerkung 9.10 Es seien B = (B,Upg,Mp,—p) und C = (C,Uc, N, —¢)
Boolesche Algebren mit Nullelementen Op bzw. O¢. Eine Abbildung h: B —
C ist ein Homomorphismus von B nach C genau dann, wenn gilt:

Va,b € B: h(aUpb) = h(a)Uc h(b),
Va,b € B: h(aNgb) = h(a)Ne hb),
Vb€ B: h(—pb) = —ch(b).

Definition 9.11 In der Situation von Bemerkung 9.10 heifit die Menge
ker(h) :=={b € B | h(b) = 0c} der Kern der Abbildung h.

In Bemerkung 9.10 waren wir so genau, fiir die in der Tat im allgemeinen
verschiedenen Operationen auf B und C auch verschiedene Symbole zu ver-
wenden. Im nachfolgenden werden wir darauf verzichten, wenn klar ist, auf
welche Algebra sich die Operationen beziehen.

Beispiel 9.12 Die in Abbildung 9.1 dargestellte Abbildung h ist ein Ho-
momorphismus von Pg in P;. Der Kern ist das Ideal I := {0,r,2,t} von
Ps.

GemiB Definition 6.45 ist eine Aquivalenzrelation ,,~“ auf der Grundmenge
B einer Booleschen Algebra B = (B, U, M, —) eine Kongruenzrelation auf B
genau dann, wenn gilt:

1. Ya,d',b,b' € B: (a~d ANb~V)=alb~ad UV,
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Abbildung 9.1: Homomorphismus von P3 in P;.

2. Va,d, b,y € B: (a~d ANb~b)=alNb~d NV,

3. Vbt € B: (b~b)= —b~ V.

Nachfolgend bezeichnet [0]. stets die Aquivalenzklasse der Null 0 von B
beziiglich ,,~*.

Beispiel 9.13 In Abbildung 9.1 reprisentieren die unterlegten Teilmen-
gen eine Kongruenzrelation ,,~“ auf Pg mit den Aquivalenzklassen I =
{0,7,2,t} und J = {1,z,s,y}. Esist ,,~p* die durch den Homomorphismus
h induzierte Kongruenzrelation auf Pg im Sinn von Lemma 6.46. Der Kern
von h ist das Ideal I, das mit der Aquivalenzklasse [0]~, iibereinstimmt.
Lemma 9.14 Ist ,,~“ eine Kongruenzrelation der Booleschen Algebra B
mit Nullelement 0, so ist [0]~ ein Ideal.

Beweis. Sei ,,~“ eine Kongruenzrelation auf 5. Wir zeigen, daf} [0]. die drei
Bedingungen aus Definition 8.26 erfiillt.
1. Offenkundig ist 0 € [0]~ # 0.

2. Es gelte a,b € [0]~. Dann folgt a ~ 0 und b ~ 0 und aufgrund der
Kongruenzregeln auch a Llb ~ 0U0, also alUb ~ 0 und aUb € [0]..

3. Es gelte a € [0]., bezichungsweise a ~ 0, und b < a. Dann folgt aus
aflb~0MNbund aMb=>bsowie b0 =0 nun b ~ 0 und damit b € [0].. m



290 9. BOOLESCHE ALGEBREN

Lemma 9.15 Es sei I ein Ideal der Booleschen Algebra B. Dann ist die
Relation ,,~1 “ die durch

a~rb & dr,yel:allx=0bUy

definiert ist, eine Kongruenzrelation auf B. Es ist [0]~, gerade das Ideal I.

Beweis. Wir zeigen zunichst, daf8 ,,~;“ eine Aquivalenzrelation ist. Die Re-
flezivitit folgt aus I # (). Die Symmetrie ergibt sich sofort aus der Definition
von ,,~g“. Zur Transitivitit: es gelte a ~; b und b ~; c¢. Damit existieren
z,y,r,s € I sodal allz = bUy sowie blUr = cUs. Da [ Ideal ist, sind auch
zUrund sUy in I. Es gilt
al(zUr) = (alUz)Ur=(bUy)Ur
= (bUr)Uy=(cUs)Uy=cU(sUy),

woraus a ~ c folgt.

Nun verifizieren wir die Giiltigkeit der Kongruenzregeln. Es gelte a ~; o’
und b ~; b'. Damit existieren z,2’,y,y € I so dal a Ux = o’ U2’ sowie
bUy = b Uy'. Zunichst zeigen wir, dafl ,,~;“ die Kongruenzregel fiir ,,L1“
erfiillt. Da I Ideal ist, sind x Uy und 2’ Uy’ € I. Es gilt

(aUb)U(xzUy) = ...=(aUz)U(bUy)

(dUuzYu@@uy)=...=ud)u @ uy),

alsoa LUb~ya UV,

Wir zeigen nun, dafl ,,~;“ die Kongruenzregel fiir ,,M “erfiillt. Da I Ideal
ist, sind auch (aMy) U (zMb) U (zMy) sowie (¢’ My ) U (' MY) U (2' My)
in 1. Es gilt
afb)U (aMy)U(xMb)U (zMNy)
afl(bUy))U(zn(bUy))
alz)N(bUy) = (@ uz)n@® uy)
amb)yu(a ny)yu @ nv)yu (@' ny'),

(
(
(
(

somit gilt auch aMb~;a' MY,

SchlieBlich zeigen wir, daB ,,~;“ die Kongruenzregel fiir die Komplement-
bildung ,,— “erfiillt. Aus a Uz = o/ Uz’ folgt gemiB Lemma 9.9, Teil 1, daB
—alM—x = —a' N —2' gilt. Hieraus ergibt sich

(—aN—z)U(xua)=(—d N—2")U(zUz"),
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damit folgt wegen der Distributivitét
(—aUzU2Z)N(—rUrU2)=(—d Uz (—2'UrUa).

Aus Lemma 9.7 ergibt sich nun (—a U x Uz') = (—a’ Uz U2’). Somit gilt
—a ~j —a'. Wir haben somit gezeigt, daf ,,~;“ eine Kongruenzrelation ist.

Fiir Idealelemente i € I gilt ¢ U0 = 0 U, woraus ¢ ~y 0 folgt. Gilt
andererseits 7 ~; 0, so existieren z,2’ € I woilxz = 0Ua’ € I. Es folgt
i=iMN@EUz)=iN0Uz)el. m

Beispiel 9.16 In Abbildung 9.1 stimmt die Kongruenzrelation ,,~p* auf
P3 mit der durch das Ideal I definierten Kongruenzrelation ,,~;“ iiberein.

Das nachfolgende Lemma zeigt, dafl es zu einem Ideal I immer genau ei-
ne Kongruenzrelation ,,~“ gibt, so dal I = [0]. gilt. In diesem Sinn ist
jede Kongruenzrelation ,,~“ vollstindig durch die Angabe des Ideals [0]~
festgelegt.

Lemma 9.17 FEs sei ,,~“ eine Kongruenzrelation auf der Booleschen Al-
gebra B. Bezeichnet I das Ideal [0]~, und ist ,,~1 “ die gemdfs Lemma 9.15
durch I bestimmte Kongruenzrelation, so sind ,,~ “und ,,~1 “ identisch.

Beweis. Um die Gleichheit der Relationen ~ und ~j zu beweisen, zeigen wir
zuerst ~C~y. Falls a ~ b, so folgt aufgrund der Kongruenzregeln a M —b ~
b —b =0, also gilt a —b € I. Analog folgt b —a € I. Nun erhalten wir

bU(alM=b) = (bUa)M(bU=b)=bUa
alb=(alUb)MN(alU—a)=al(bM—a),
wodurch sich a ~j b ergibt.

Gilt umgekehrt a ~y b, so existieren x,y € [0]~ = I mit aUz =bUy.
Es folgt wegen der Kongruenzregeln

a=ald0~galdx=0bUy~gbU0=0,
damit gilt aber a ~ b. m

Gemifl Lemma 6.46 induziert jeder Homomorphismus h zwischen Boo-
leschen Algebren B und C eine Kongruenzrelation ,,~p“ auf B vermoge
b ~p ' = h(b) = h(b). Aus den Lemmas 9.14, 9.15 und 9.17 erhalten
wir die folgende Beobachtung.
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Korollar 9.18 Ist h ein Homomorphismus zwischen Booleschen Algebren BB
und C, so ist der Kern ker(h) ein Ideal von B. Fiir b,/ € B gilt b ~ker(h) v

genau dann, wenn h(b) = h(b'). m

Ist umgekehrt I ein Ideal der Booleschen Algebra B, und ist ,,~;“ die
gemifl Lemma 9.15 abgeleitete Kongruenzrelation, so kénnen wir wie in
Lemma 6.47 beschrieben die Quotientenalgebra B/~ bilden. Offenkundig
ist dann I gerade der Kern des kanonischen Homomorphismus « : B —
B/~1,b~ [b]~,. Mit Korollar 9.18 folgt nun

Lemma 9.19 Jedes Ideal einer Booleschen Algebra ist der Kern eines Ho-
momorphismus und umgekehrt.

Als Spezialfall des in Lemma 6.49 dargestellten allgemeinen Sachverhalts
halten wir noch folgende Beobachtung fest.

Lemma 9.20 In der Situation von Korollar 9.18 ist C' = (h(B),U, M, —)
wieder eine Boolesche Algebra. Die Abbildung g : [b]NkG‘I'(h) — h(b) ist ein

Isomorphismus von B/Nker(h) auf C'.
Ein abschlieendes Beispiel soll diesen Zusammenhang illustrieren.

Beispiel 9.21 Wir betrachten den in Abbildung 9.2 dargestellten Homo-
morphismus h von Pg in Py. Der Kern von h ist das Ideal I := {0,r, z,t}
von P3. Die entsprechende Kongruenzrelation ,,~;“ ist durch die Partiti-
on {I,J} bestimmt, wo J := {z,s,y,1}. Die Quotientenalgebra Pg/~ ist
isomorph zu P;.

9.3 Primideale

Eine besondere Rolle spielen diejenigen Ideale, die als Kerne von Homomor-
phismen in die Boolesche Algebra 2 auftreten. Der folgende Satz zeigt, dafl
sie auf sehr unterschiedliche Art und Weise charakterisiert werden kénnen.

Lemma 9.22 Sei I C B ein eigentliches Ideal von B. Dann sind dquivalent:
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P3/

o

Abbildung 9.2: Isomorphie zwischen homomorphem Bild und Quotienten-
struktur.

1. Es ezistiert ein Homomorphismus g von B auf 2 mit I = ker(g),
2. Fiir alle b € B ist entweder b € I oder —b e I,
3. fir alle a,b € B gilt: wenn aMb € I, dann ist a € I oder b € I,

4. I ist mazximal, das heifst es gibt kein eigentliches Ideal J von B mit
IcCJ.

Beweis. ,,1 — 2“: Wéren b € [ und —b € I, so wéire 1p =bLI —bin I, und
I wire damit nach Lemma 8.28, Teil 3, kein eigentliches Ideal. Also liegen
nicht b und —b beide in I. Wiirde nun weder b noch —b in I = ker(g) liegen,
so wire g(b) = g(—=b) = 13 = g(b) M g(—b). Weil g homomorph ist, ergibt
sich 19 = g(b) M —g(b) = 02, also ein Widerspruch.

52— 3 :Wenna & I und b & I, so gilt —a € I und —b € I, also
—alU—-b=—(anb)elundalb¢gl.

3 — 4“ : Es sei J ein Ideal von B mit I C J. Wir zeigen, dal J = B
nicht eigentlich ist: sei a € J\I. Da all—a = 0 € I folgt nach Voraussetzung
—a € I, somit —a € Jund 1 = all—a € J. Somit J = B nach Lemma 8.28,
Teil 3.
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4 — 1% @ Sei I maximal. Fiir b ¢ I ist das kleinste {b} U I umfassende
Ideal gerade

{aeB|Jiel:a<bli}.

Wegen der Maximalitéit von [ gilt 1 = b L fiir ein ¢ € I. Wir zeigen nun:
(*): mit b ¢ I und V' & I folgt auch bMb & I.

Es sei ndmlich 1 = b i = b’ L4 mit passenden 4,7 € I. Dann folgt
IL=@u)n@uid)y=®Bn)yu®rnd)uGEny)u@Enid).

Wire b € I, so auch 1, was nicht sein kann. Mit Hilfe von (*) 1a8t sich
nun leicht verifizieren, daf§ die Abbildung g, die I auf 02 und B\ I auf 15
wirft, ein Homomorphismus von B auf 2 ist (vgl. Aufgabe 5). m

Definition 9.23 Ein Primideal ist ein eigentliches Ideal I, das eine der
Anforderungen 1-4 aus Lemma 9.22 erfiillt.

Beispiel 9.24 Es sei M eine nichtleere Menge, fiir X C M sei —X das
Komplement M \ X von X. Sei b € M. Dann die Menge aller Teilmengen
von M \ {m} ein Primideal der Booleschen Algebra (P(M),U,N, —).

Korollar 9.25 FEin Ideal I einer Booleschen Algebra B ist genau dann ein
Primideal, wenn B/R(I) isomorph zur Booleschen Algebra 2 ist.

Beweis. Ist I Primideal, so gibt es einen Homomorphismus g von B auf
2 mit I = ker(g). Offenkundig ist g surjektiv. Aus Lemma 9.20 folgt, dafl
B/R(I) isomorph zu 2 ist. Es sei umgekehrt B/R(I) isomorph zu 2. Dann
existiert offenkundig ein Homomorphismus h von B iiber B/R(I) nach 2,
so dafl ker(h) der Kern des kanonischen Homomorphismus TR(1), also nach
Korollar 7?7 gerade [ ist. Also ist I ein Primideal. m

Lemma 9.26 Ist I C B ein eigentliches Ideal einer Booleschen Algebra B,
so gibt es ein Primideal I von B mit I C I.
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Beweis. Der einfachste Beweis benutzt das sogenannte Zornsche Lemma.!

Es besagt: wenn in einer partiell geordneten Menge (M, <) jede linear geord-
nete Teilmenge eine obere Schranke besitzt, dann hat (M, <) ein maximales
Element.

Sei nun [ ein eigentliches Ideal von B, weiterhin sei M die Menge der ei-
gentlichen Ideale J von B mit I C J, geordnet durch die mengentheoretische
Inklusion. Ist K C M eine linear geordnete Teilmenge, so ist |J K wieder ein
I enthaltendes Ideal. Da 1 ¢ |J K ist |J K eigentliches Ideal, also eine obere
Schranke von K in M. Nach Zorns Lemma enthélt nun M ein maximales
eigentliches Ideal I.m

Lemma 9.27 Es sei B = (B,U,M,—) eine Boolesche Algebra, 1 # b € B
und a € B, es gelte nicht a < b. Dann g¢ibt es ein Primideal J von B mit
bed,ad¢J.

Beweis. Da a £ b gilt —allb # 1 nach Lemma 9.9, Teil 5. Das von {—alb}
erzeugte Ideal ist I = {c € B | ¢ < —a U b}. I ist ein eigentliches Ideal
und enthélt offensichtlich —a und b. Andererseits gilt a ¢ I, andernfalls
lage ndmlich auch 1 = a U —a € I. Wir betrachten die Menge M (I, a) der
eigentlichen Ideale von B, die I enthalten, nicht aber a. Ist K C M(I, a) eine
totalgeordnete Teilmenge, so ist | J K wieder ein I enthaltendes eigentliches
Ideal mit a € |J K, also eine obere Schranke. Nach Zorns Lemma enthélt nun
M(I,a) ein maximales eigentliches Ideal J. Offenkundig gilt b € J, a & J.
Wiére nun J kein Primideal, so kéonnte man nach dem vorausgegangenen
Lemma J in ein Primideal J einbetten. Nach Definition von J muf J dann
das Element a enthalten, also auch 1 = ali—a. Somit wire J kein eigentliches
Ideal. Daher ist J ein Primideal. m

9.4 Mengenalgebren und Stones Theorem

In diesem Abschnitt werden wir zeigen, dafl man alle Boolesche Algebren
mit Hilfe geeigneter Mengen in einem zu klérenden Sinn darstellen kann.

Definition 9.28 Eine Mengenalgebra ist eine Boolesche Teilalgebra einer
Booleschen Algebra der Form (P(M),U,N,—), wo M Menge ist.

!'Das Zornsche Lemma, ist zum sogenannten Auswahlaxiom #quivalent und von den
Standard-Axiomen der Zermelo-Fraenkel Mengenlehre unabhéngig, mit diesen aber ver-
tréaglich.
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Beispiel 9.29 Es sei B die Menge aller endlichen oder co-endlichen Teil-
mengen von IN. Hierbei heifit eine Menge co-endlich, wenn ihr Komplement
in IN endlich ist. B ist unter Durchschnitten, Vereinigungen und Komple-
mentbildung (in IN) abgeschlossen. Daher ist (B,U,N, —) eine Mengenalge-
bra.

Das nachfolgende Theorem besagt, dafl sich jede Boolesche Algebra als eine
Mengenalgebra auffassen 148t.

Theorem 9.30 (Stonesches Reprisentationstheorem) Jede  Boole-
sche Algebra ist isomorph zu einer Mengenalgebra.

Beweis. Es sei B = (B,U,M,—) eine beliebige Boolesche Algebra. Wir ord-
nen jedem b € B die Menge
g(b) :={P | P ist ein Primideal von B mit b ¢ P}

zu. Wir zeigen nun, dafl g ein Monomorphismus von B in die Mengenalgebra
der Menge aller Primideale von B ist.

Homomorphie bzgl. ,,71% wir zeigen, daf} stets gilt:

{P | P Primideal,a ¢ P} N {P | P Primideal,b ¢ P}
= {P | P Primideal,aMb ¢ P}.

Daraus folgt sofort g(a M b) = g(a) N g(b). Die Inklusion ,,C¢ folgt aus
Lemma 9.22, Teil 3, die umgekehrte Inklusion ist trivial, da mit a € P oder
be P stets alb e P gilt.

Homomorphie bzgl. ,,1 % wir zeigen, daf} stets gilt:

{P | P Primideal,a ¢ P} U {P | P Primideal,b ¢ P}
= {P | P Primideal,a Lb & P}.

Daraus folgt sofort g(a U b) = g(a) U g(b). Die Inklusion ,,C¢ folgt aus
a,b < aUb, die umgekehrte Inklusion ist trivial.

Homomorphie bzgl. ,,— “ Mit Lemma 9.22, Teil 2, folgt sofort g(—b) =
—9(b).
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Injektivitit: Es seien a,b € B, a # b. Falls a = 1, so ist g(a) = Menge aller
Primideale von B. Nach Lemma 9.27 gibt es ein Primideal, das b enthélt,
das heifit g(b) # g(a). Umgekehrt folgt aus b = 1 genauso g(b) # g(a). Gilt
a # 1 # b, so gilt ohne Beschrinkung der Allgemeinheit, dal nicht a < b.
Aus Lemma 9.27 folgt nun wieder, daf g(a) # g(b). m

9.5 Erginzungen

Zum Abschlufl des Kapitels geben wir nachfolgend eine vollstindige Klassifi-
kation aller endlichen Booleschen Algebren. Schliellich stellen wir noch kurz
eine alternative Beschreibung Boolescher Algebren in Gestalt sogenannter
Boolescher Ringe vor.

9.5.1 Endliche Boolesche Algebren

Die Standardbeispiele fiir Boolesche Algebren sind die Algebren der Form
(P(M),U,n,—) wo P(M) die Potenzmenge der Menge M bezeichnet. Da
hier die Supremumsbildung mit der Vereinigung {ibereinstimmt, 148t sich
jedes Element N # () von P(M) in eindeutiger Weise als Supremum der
nichtleeren Menge {{n} | n € N} darstellen. Die beteiligten Elemente {n}
sind unmittelbare Nachfolger der Null 0 = (). Aus diesem Blickwinkel kann
man die Elemente der Form {m} fiir m € M als atomare Bausteine der
Booleschen Algebra betrachten. Alle anderen Elemente sind in eindeutiger
Weise aus solchen Bausteinen zusammengesetzt. In diesem Abschnitt zeigen
wir, dafl diese Perspektive auf alle anderen endlichen Booleschen Algebren
iibertragbar ist und zu einer vollstindigen Klassifikation der endlichen Boo-
leschen Algebren fiihrt.

Definition 9.31 Ein Element b # 0 einer Booleschen Algebra B heifit Atom
von B genau dann, wenn b nicht in der Form b = a ¢ mit a # b # ¢
dargestellt werden kann.

Lemma 9.32 Fin Element b # 0 einer Booleschen Algebra B ist ein Atom
genau dann, wenn es kein Element ¢ € B gibt mit 0 < ¢ < b.
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Beweis. ,,=“ : Sei b ein Atom. Angenommen es existiert ein ¢ € B mit
0 < c<b. Dann ist clLUb = b und damit

b = bMNl=(cUb)MN(cUd—c)
((cub)Me)U((cUb)MN—c) =cUOU (BN —c)
= cU((bn—c).

Da b ein Atom und von c¢ verschieden ist, folgt b = b1 —c. Wir erhalten
c=bMNec=(bN—c)MNc=>bM0=0, was einen Widerspruch darstellt. Also
kann es kein ¢ € B geben mit 0 < ¢ < b.

,<=“: HEssei 0# b€ B und es existiere kein ¢ € B mit 0 < ¢ < b. Sei
b=alUcund b # a. Dann folgt a,c <b,a=0und b=00Lc=c. Also ist b
ein Atom. m

Aus Lemma 9.32 folgt, daB3 jede endliche Boolesche Algebra, die zumin-
dest zwei Elemente hat, dann auch zumindest ein Atom besitzt.

Lemma 9.33 Es seien a und b Atome der Booleschen Algebra B. Falls
a#b gilt, so ist alb=0.

Beweis. Offenkundig gilt 0 < aTb < a,b. Da a Atom ist, folgt im Fall
alb# 0 gemid Lemma 9.32 a M b = a, damit 0 < a < b. Da b Atom ist,
zeigt Lemma 9.32 nun a = b. B

Lemma 9.34 Sei B = (B,U,M,—) eine endliche Boolesche Algebra. Dann
kann jedes Element b # 0 von B in der Form b= ciU...Uc, (n > 1) darge-
stellt werden, wo die Elemente ci,...,c, Atome sind. Diese Darstellung ist
bis auf die Reihenfolge der Atome eindeutig und umfafit genau die Atome c
mit ¢ < b.

Beweis. Wir zeigen zunichst (Existenz), dafl jedes Element von B als join
von Atomen dargestellt werden kann. Angenommen, es gibt ein von Null
verschiedenes Element von B, das sich nicht in der obigen Form darstellen
1&8t. Unter allen solchen Elementen wéhlen wir ein Element b, das beziiglich
der partiellen Ordnung ,,<*“ (siche Bem. 9.2) auf B minimal ist. Offenkundig
kann b kein Atom sein. Damit gibt es eine Darstellung b = by Lbo, wo by und
by beide von b verschieden sind, woraus sich by, by < b ergibt. Wére etwa
b1 = 0, so folgte b = 0L by = by, was ausgeschlossen ist. Also gilt b1 # 0 und
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symmetrisch b # 0. Nach Wahl von b gibt es damit Darstellungen

bi = aU...Uey,

/ /

b2 - Cll_l...l_lcn
b=bjUby = cU...UcUdU...UCc,

was einen Widerspruch darstellt. Daher lassen sich alle von Null verschiede-
nen Elemente von B in der angegebenen Form als join von Atomen darstel-
len.

Wir zeigen nun (Form), daf fiir jedes Element b eine Darstellung b =
c1 U...Ugc, existiert, wo die beteiligten Atome ¢; genau die Atome ¢ mit
¢ < bsind. Ist {ay,...,ax} die Menge aller Atome von B, so kann nach dem
vorausgegangenen Argument die Eins 1 als join einer Menge von Atomen,
daher auch als join iiber alle Atome in der Form 1 = a1 U. ..U ay dargestellt
werden. Fiir b € B folgt

b=bN1=>bMN(a1U...Uag)=(bMay)U...U(bMag).

Da die Elemente a; Atome sind, gilt entweder b M a; = 0, in diesem Fall
kann der Teilausdruck b M aq aus der Darstellung von b eliminiert werden,
oder bMa; = a;, woraus sich a; < b ergibt (1 < i < k). Demzufolge gilt
b=ciU...Ue¢p wo {c1,...,cn} die Menge aller Atome ¢ mit ¢ < b ist.

Schliefllich bleibt die Findeutigkeit dieser Darstellung bis auf Reihenfolge
der Atome zu verifizieren. Hierzu sei b = ¢} U ... U ¢}, eine Darstellung von
b als join iiber die Menge von Atomen {¢},...,c,}. Dann gilt ¢, < b fir
1<i<m,also{d,...,c,} C{c1,...,em}. Fiir 1 <i < m gilt andererseits

O#£c=cMNb=cN(GU...Uuc)=(cNc)U...U(cMc,)
Es mufl daher zumindest ein Glied ¢; M c;» geben, das von Null verschieden
ist. Da ¢; Atom ist, gilt ¢; = ¢j. Daraus folgt {c1,...,cm} C {c},...,c,}. ®

Im nachfolgenden sei B eine endliche Boolesche Algebra. Fiir jedes b € B
bezeichne At(b) die Menge der Atome a von Bmit a < b.Ist A = {ay,...,a,}
eine nichtleere Menge von Atomen, so steht | |,c4 a fiir a; U ... Ua,. Das
Element 0 fassen wir auf als join iiber die leere Menge von Atomen.

Lemma 9.35 Es seien by, by beliebige Elemente von B. Dann gilt
At(by Uby) = At(by) U At(be),
At(by M be) At(by) N At(be),
At(=by) = At(1)\ At(b).
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Beweis. Wir konnen by LI by darstellen in der Form
b1|_|b2:( |_| a)l_l( |_| a).
aEAt(bl) aGAt(bg)

Aufgrund der Assoziativitit, Kommutativitit und Idempotenz von ,,L1* folgt
b1 U bz = s ar(s,)uat(ps) @ Nach Lemma 9.34 ist dann At(br) U At(b2) die
Menge der Atome a mit a < by L bs.

Ahnlich stellen wir b Mbsy dar als
b1|_|b2=( |_| a)l‘l( |_| a).
aEAt(bl) aGAt(bg)
Mittels der zusétzlichen Verwendung des Distributivgesetzes erhalten wir
by Mby = |_| (a1 Mag).
aleAt(bl)@géAt(bg)

Nach Lemma 9.33 kénnen wir alle Summanden aj Mas mit a; # as durch 0
ersetzen. Es bleiben die Ausdriicke der Form a M a iibrig, wo a € At(by) N
At(by). Nach Lemma 9.34 ist dann At(by) N At(be) die Menge der Atome a
mit a < by M bs.

Mit denselben Methoden ergibt sich

b1|_l( |_| a) =1

ac€At(1)\ At(b1)
by M ( | | a) = 0.
acAt(1)\ At(b1)
Nach Lemma 9.7 folgt —b1 = [,c as1)\ at(py) @ und At(—b1) = At(1)\ At(br).

Wir erhalten nun die gewiinschte Klassifikation aller endlichen Boole-
schen Algebren: die Zahl der Atome legt die Algebra bis auf Isomorphie
bereits fest.

Satz 9.36 Jede endliche Boolesche Algebra mit n Atomen ist isomorph zur
Algebra Py und besitzt genau 2" Elemente.

Beweis. Es sei B eine endliche Boolesche Algebra mit den Atomen aq, ..., a,.
Sei M := {ai,...,a,}. Die Abbildung h : b — At(b) ist nach Lemma 9.35
ein Homomorphismus von B in (P(M),U,N,—u). Fir N € M gilt N =
h(Uaen @), somit ist h surjektiv. Aus h(b1) = h(b2) folgt nach Lemma 9.34
auch by = bo, also ist h injektiv. m
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9.5.2 Boolesche Ringe

Man kann Boolesche Algebren in leicht modifizierter Form auch als Ringe im
Sinn von Definition 6.13 charakterisieren. Da von dieser Beschreibungsweise
hiufig Gebrauch gemacht wird, geben wir kurz die Definition eines Boole-
schen Rings und die Ubersetzungen zwischen beiden Begriffen an. Boolesche
Ringe weisen im Vergleich zu anderen Ringen folgende Besonderheiten auf:

e Jedes Element b ist sein eigenes Inverses beziiglich der Ringaddition
+4C.

e Die Ringmultiplikation ,,+“ ist kommutativ und idempotent, und

e es gibt ein Neutralelement 1 der Multiplikation.

Durch Hinzufiigen der iiblichen Regeln fiir Ringe (cf. Definition 6.13) ergibt
sich folgende Definition.

Definition 9.37 Ein Boolescher Ring ist eine Algebra B = (B,+,0,x*,1)
wo fiir beliebige Elemente b, ¢, d € B die folgenden Gleichungen erfiillt sind:

b+c = c+b bxc = cxb
(b+c)+d = b+ (c+d) (bxc)xd = bx*(cxd)

b+b = 0 bxb = b

0+b = b O0xb = 0
bx(c+d) = (bxc)+ (bxd) 1xb = b

Um fiir Ausdriicke einer Booleschen Algebra die entsprechenden Ringaus-
driicke anzugeben, wendet man folgende Ubersetzung an.

bMec — bxc,
blc — b+c+(bxc),
—b — 1+0b.

Die umgekehrte Ubersetzung lautet wie folgt:

bxc — ble,
b+ec — (bN—c)U(=bMec).
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9.6 Aufgaben zu Kapitel 9

Aufgaben zu Teilkapitel 9.1

Aufgabe 9.1 Stellen Sie P4 in Form eines Hasse-Diagramms dar.

Aufgabe 9.2 Erginzen Sie die fehlenden Teile des Beweises von Lem-
ma 9.9.

Aufgaben zu Teilkapitel 9.2

Aufgabe 9.3 Geben Sie alle Ideale der Booleschen Algebra P3 an. Wie se-
hen die zugehorigen Kongruenzrelationen aus, wie die daraus abzuleitenden
Quotientenalgebren?

Aufgabe 9.4 Es seien I und J zwei Ideale der Booleschen Algebra B. Zei-
gen Sie: falls I eine (echte) Teilmenge von J ist, so ist die zugehorige Kon-
gruenzrelation ,,~7* eine (echte) Verfeinerung von ,,~;“ im Sinn von Defi-
nition 4.15. Geben Sie einen Homomorphismus von B/~ auf B/~ ; an.

Aufgabe 9.5 Es sei B eine endliche Boolesche Algebra. Zeigen Sie:

1. Ist I ein Ideal von B, so existiert sup I € I und ist das grofite Element
von [.

2. Definiert man die Relation =; C B x B durch
a=rb = alsup I =blUsup I,

so stimmt ,,=7 “ mit der in Lemma 9.15 eingefiihrten Kongruenzelation
,,~or ¢ iberein.

3. Fiir jedes b € B ist die Kongruenzklasse [b].,
heifit unter Suprema und Infima abgeschlossen.

stets ein Verband, das
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Aufgaben zu Teilkapitel 9.3

Aufgabe 9.6 Beenden Sie den Beweis von Lemma 9.22, indem Sie zeigen,
daf} die am Ende angegebene Abbildung g ein Homomorphismus von B auf
2 ist.

Aufgaben zu Teilkapitel 9.4

Aufgabe 9.7 Was passiert, wenn man im Beweis des Stoneschen Représen-
tationstheorems die Definition von g abédndert zu

g(b) :=={P | P ist ein Primideal von B mit b€ P}?
Bei welchen Beweisschritten ergeben sich Probleme?
Aufgaben zu Teilkapitel 9.5

Aufgabe 9.8 Wie sehen die Atome der Booleschen Algebra 2™ (vergl. Bei-
spiel 9.5) aus? Wie sieht fiir ein Element b die Menge der Atome a mit a < b
aus? Geben Sie einen Isomorphismus auf die Boolesche Algebra Py, an.

9.7 Bibliographische Angaben

Eine ausfiihrliche Darstellung Boolescher Algebren findet sich in [Sik70].
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10

Klassische Aussagenlogik

In der formalen Logik versucht man, die Gesetzméfligkeiten einer korrekten
Argumentations- oder Schlufiweise zu formalisieren. Zumindest drei Teilge-
biete haben sich heute als eigene Forschungsfelder herauskristallisiert. Die
mathematische Logik beschéftigt sich in erster Linie mit der Analyse mathe-
matischer Schlufiweisen und stellt damit neben der Mengenlehre ein zweites
wichtiges Gebiet mathematischer Grundlagenforschung dar. In der philo-
sophischen Logik werden allgemeiner GesetzméBigkeiten des Denkens und
der Verwendung natiirlicher Sprache untersucht. Die semantische Analyse
natiirlichsprachlicher Sétze und Diskurse bildet ein wichtiges Teilgebiet im
Schnittpunkt von philosophischer Logik und (Computer-) Linguistik. In den
letzten Jahrzehnten erlangte dariiberhinaus die Logik in der Informatik eine
immer stirkere Bedeutung. Hauptgegenstand hier ist die logische Analyse
von Hard- und Software.

Die klassische Logik unterscheidet sich von anderen, historisch spéter
entwickelten , konstruktiven“ Logiken vor allem dadurch, dafl die Existenz
eines Objekts dadurch bewiesen werden kann, dafl man die Annahme der
Nichtexistenz zu einem Widerspruch fiithrt. Es muf} also kein geeignetes Bei-
spielobjekt explizit angegeben oder konstruiert werden. Dies geht einher mit
der Annahme der klassischen Logik, daf} ein doppelt negierter Satz zum un-
negierten Satz logisch dquivalent ist. Mathematisches Schlieflen beruht in der
Regel auf klassischer Logik, wir werden uns im nachfolgenden auf klassische
Logik beschrinken.

Neben der Unterscheidung in konstruktive und nichtkonstruktive Logik-

305
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systeme gibt es ferner wichtige Unterschiede in Bezug auf die sprachlichen
Ausdrucksmittel, die einer formalen Analyse unterzogen werden. Im Rahmen
der klassischen Aussagenlogik beschiftigt man sich mit den GesetzméBig-
keiten, die bei der Verbindung von Aussagen mit Bindewortern (Junktoren)
auftreten. Vom Inhalt der kleinsten, unzerlegbaren Aussagen wird dabei
abstrahiert. Erst spéter bei der Pradikatenlogik werden wir auch die Ver-
wendung von Quantoren formal studieren. Die explizite Verwendung von
Quantoren ist nicht die einzige Form der Verallgemeinerung der klassischen
Aussagenlogik. So werden etwa in Systemen der temporalen Aussagenlo-
gik und modalen Aussagenlogiken spezielle Operatoren zur Erhéhung der
Ausdrucksstirke eingefiihrt. Damit sollen allerdings nur einige Dimensio-
nen angedeutet sein, in der man den nachfolgend betrachteten Gegenstand
erweitern kann.

10.1 Sprache der Aussagenlogik

In Kapitel 1 hatten wir anhand verschiedener Beispiele gezeigt, daf3 aussa-
genlogische Junktoren in ihrer natiirlichsprachlichen Verwendung manchmal
ambig sind. Im Rahmen der klassischen Aussagenlogik wird zunéichst eine
formale Sprache eingefiihrt, die vollstindig frei von vergleichbaren Ambi-
guitéiten ist. Um die Syntax dieser Sprache geht es in diesem Abschnitt.

Der Zeichenvorrat, mit dem wir die Ausdriicke der Sprache aufbauen

wollen, hat drei Teile:

(1) At = {A,, | n € N}, eine abzéhlbar unendliche Menge von Symbo-
len, die wir atomare Aussagen, Atomformeln oder Aussagenvariablen
nennen,

(2) J = {V,A,=,—} ist die Menge der verwendeten aussagenlogischen
Junktoren,

(3) Weiter verwenden wir die Klammern ,,(“ und ,,)“ als Hilfsmittel.
Wenn wir sagen, dafl die Elemente von At ,,Symbole“ sind, so soll dies
betonen, daf diese selbst keine eigene innere Struktur haben.

Es soll an dieser Stelle ausdriicklich festgehalten werden, dafl die Junk-
toren V, A, = und — von dieser Stelle an nicht mehr wie bisher als meta-
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sprachliche Ausdriicke verwendet werden, sondern nur noch als Zeichen der
zu erkliarenden formalen (Objekt-) Sprache.

Die Ausdriicke der Sprache werden wir aussagenlogische Formeln nennen.

Definition 10.1 Die Menge Ly der aussagenlogischen Formeln ist induktiv
definiert als die kleinste Menge, die unter folgenden Bildungsregeln abge-
schlossen ist:

1. jede Atomformel aus At ist eine aussagenlogische Formel,

2. sind « und f aussagenlogische Formeln, so auch -, (a A B), (a V 5)
und (a = ).

Aussagenlogische Formeln nennen wir auch Lyo-Formeln. Wir werden die
Biimplikation ,,<“ hier nur als Abkiirzung zulassen: es steht (a < ) fir
die aussagenlogische Formel ((aw = ) A (8 = «)). Es sei hinzugefiigt, dafl
die in Definition 10.1 verwendete Junktorenmenge zwar gebriduchlich ist, daf3
aber andere Auswahlen denkbar sind.

Beispiel 10.2 Es sind Ag, (A1 A —|A2), ((Al A —|A2) = (Ag V —|A5)) sowie
((AO A (Al V AQ)) = ((A1 A —|A1) V Ao))

aussagenlogische Formeln.

Da Formeln endliche Zeichenfolgen sind, ist es zunéchst wichtig, zu zeigen,
daf sie in eindeutiger Weise zu lesen sind.

Satz 10.3 (Eindeutige Lesbarkeit aussagenlogischer Formeln)

Jede aussagenlogische Formel o ist entweder atomar oder lifit sich auf
genau eine Weise in einer der Formen —a,(a A ), (a V B) oder (o = f3)
darstellen.

Bemerkung 10.4 Wir werden Satz 10.3 nicht beweisen. Es sei aber be-
merkt, daf§ wir die Junktoren als Funktionssymbole auffassen konnen, die in
Infixschreibweise notiert sind. Damit ergibt sich eine direkte Entsprechung
zwischen den hier definierten Formeln und den in 7.51 eingefiihrten Ter-
men iiber einer geeigneten Signatur. Satz 10.3 ist lediglich eine Variante
von Satz 7.52. Ein Beweis von Satz 10.3 wiirde sich &hnlich wie der Beweis
von 7.52 auf die Analyse der Klammerstruktur stiitzen.
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Nach Satz 10.3 kann man jeder aussagenlogischen Formel einen eindeutig
bestimmten ,,Formelbaum“ zuordnen. Der Formelbaum fiir

((AQ AN (A1 V AQ)) = ((Al AN —\Al) V Ao))

hat beispielsweise die folgende Form:

—
Ag 0 u Ag
A A
Al Ay Aq B
Aq

Im nachfolgenden werden wir erlauben, in aussagenlogischen Formeln Klam-
mern wegzulassen, wenn klar bleibt, welche Formel gemeint ist.

Definition 10.5 Das Gewicht w(yp) einer aussagenlogischen Formel ¢ ist
induktiv wie folgt erklért:

1. jede Atomformel A, hat Gewicht 0.

2. Das Gewicht einer Formel der Form —« ist w(a)+1. Das Gewicht einer
Formel der Form (aAB), (aVf) oder (o = () ist max{w(«), w(B)}+1.

Das Gewicht einer Formel stimmt mit der Hohe des Formelbaums iiberein.
Die Wohldefiniertheit des Gewichts ergibt sich aus Satz 10.3.

Beispiel 10.6 Die Formel Ay hat Gewicht 0, (A; A = As) hat Gewicht 2.
Die Formel ((ApA(A1V Az)) = ((A1 A—A1)V Ap)), deren Formelbaum oben
abgebildet ist, hat Gewicht 4.

Prinzip der strukturellen Induktion. Bezeichnet Egn) die Menge der
aussagenlogischen Formeln des Gewichts n, so ist offensichtlich L£g die dis-
junkte Vereinigung der Mengen Egn) fiir n € IN. Wir kénnen damit Behaup-
tungen {iber die Gesamtheit aller Formeln induktiv {iber das Gewicht wie
folgt beweisen.
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1. Zuné&chst zeigen wir als Induktionsanfang, dafl alle Formeln des Ge-
wichts 0, also alle Atomformeln, die zu beweisende Eigenschaft haben.

2. Im Induktionsschritt nehmen an, dafl fiir ein beliebiges n > 0 alle
Formeln des Gewichts < n die betreffende Eigenschaft haben. Wir
geben uns nun eine beliebige Formel ¢ des Gewichts n +1 > 1 vor
und verifizieren mit Hilfe dieser Annahme, dafl auch ~ die zu zeigende
Eigenschaft besitzt.

In der Tat folgt aus dem Gezeigten insgesamt, dafl alle aussagenlogischen
Formeln die betreffende Eigenschaft haben. Zur Begriindung sei auf die
Erlauterung der vollstindigen Induktion in Abschnitt 2.5 verwiesen. In
Schritt 2 niitzen wir bei konkreten Beweisen in aller Regel aus, dafl ¢ eine
der Formen —a, (aAfB), (aVf) oder (o = /) haben muf, wobei o und (gege-
benenfalls) 8 Gewicht < n haben und damit nach Induktionsannahme die zu
beweisende Eigenschaft besitzen. Das so umschriebene Beweisprinzip wird
auch als ,,strukturelle Induktion“ oder ,,Induktion tiber den Formelaufbau“
bezeichnet. Konkrete Anwendungen werden wir unten kennenlernen.

Definition 10.7 Die Menge der Teilformeln einer Formel ¢, TF(p), ist in-
duktiv wie folgt erklért:

1. TF(p) = {A;}, falls p ein Atom A; € At ist,
2. TF(¢) = TF(a) U {—a}, falls ¢ die Form -« hat,

3. TF(¢) = TF(a) U TF(B) U {(aJp)}, falls ¢ die Form (aJ ) mit
J € {V,A,=} hat.

Satz 10.3 garantiert, daf} die Funktion TF wohldefiniert ist. Die Teilformel
« einer Formel der Form —a sowie die Teilformeln o und S einer Formel
der Form (aJp) mit J € {V,A,=} werden auch unmittelbare Teilformeln
genannt.

Beispiel 10.8 Es gilt
TF(Ag) = {Ao},
TF(A1 AN —|A2) = {Al, Ay, Ao, (A1 VAN —\Az)}.
TF((Ao A (A1 V A2)) = ((A1 A —=A1) V Ap)) enthélt genau die Formeln Ay,

A, AQ, -Aq, (Al VAN —|A1), ((Al VAN —|A1) V Ao), (A1 V Ag), (A(] VAN (A1 V Ag))
und ((AO VAN (Al V AQ)) = ((A1 AN —|A1) V AQ))
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10.2 Erfiillbarkeit und Tautologiebegriff

Um allgemeingiiltige Formeln formal zu definieren, wird das folgende Kon-
zept eingefiihrt.

Definition 10.9 Eine 0-1 Bewertungsfunktion ist eine Funktion ¢: Ly —
{0, 1} mit den folgenden Eigenschaften: fiir beliebige Formeln «, 8 € Ly gilt:

(i) g(aV B) = max{g(a),g(B)},

(i) g(a A B) = min{g(a), g(8)},
(iii) g(e = B) = max{1 — g(av), g(B)},
(iv) g(-a) =1 - g(a),

0-1 Bewertungsfunktionen werden auch Wahrheitswertzuordnungen genannt.
Nattirlich 148t sich der Inhalt von Definition 10.9 wieder durch die aus dem
ersten Kapitel bekannten Wahrheitswert-Tabellen fiir die Junktoren wieder-
geben. Es folgt unmittelbar das folgende Kompositionalitédtsprinzip:

Lemma 10.10 (Aussagenlogisches Kompositionalititsprinzip) Der
Wahrheitswert einer aussagenlogischen Formel ¢ des Gewichts n > 0
beziiglich einer 0-1 Bewertungsfunktion g ergibt sich allein aus den Wahr-
heitswerten der unmittelbaren Teilformeln von ¢ und aus dem Junktor, mit
dem diese zusammengesetzt sind.

Lemma 10.11 Jede Funktion go: At — {0,1} laft sich auf genau eine
Weise zu einer 0-1 Bewertungsfunktion g auf Lo fortsetzen.

Der einfache Beweis sei hier nur angedeutet. Zunéchst zeigt man durch
strukturelle Induktion, dafl eine Fortsetzung g von gy auf Formeln beliebigen
Gewichts existiert. Ist g fiir Formeln des Gewichts < n bereits erklért, so
verwendet man Definition 10.9, um die Definition von g auch auf Formeln des
Gewichts n 4+ 1 zu erweitern. Hieraus ergibt sich eine auf der Formelmenge
Ly definierte 0-1 Bewertungsfunktion. Um die Eindeutigkeit zu verifizieren,
zeigt man induktiv fiir beliebiges Gewicht n > 0, daf} je zwei Erweiterungen
von go auf allen Formeln des Gewichts n iibereinstimmen miissen. Hieraus
ergibt sich die Behauptung.
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Fiir Leser, die mit dem Inhalt von Abschnitt 7.4 vertraut sind, sei
erwihnt, dal Lemma 10.11 als eine spezielle Instanz von Theorem 7.60 auf-
gefasst werden kann. Man vergleiche hierzu Bemerkungen 10.4 und 10.27.

Lemma 10.12 (Aussagenlogisches Koinzidenzlemma) Sind ¢, ¢2
zwei 0-1 Bewertungsfunktionen, die auf allen atomaren Teilformeln einer
aussagenlogischen Formel ¢ iibereinstimmen, so gilt g1(¢) = g2(p).

Beweis. Wir verwenden strukturelle Induktion.

Induktionsanfang. Falls w(p) = 0 gilt, so ist ¢ atomar. Es gilt nach Voraus-
setzung g1(¢) = g2(¢).

Als Induktionsvoraussetzung nehmen wir nun an, es sei nun die Behauptung
fiir alle aussagenlogischen Formeln des Gewichts < n gezeigt. Sei ¢ eine For-
mel des Gewichts n+1. Nach Lemma 10.3 kann man ¢ eindeutig in der Form
-« oder (aJB) darstellen (fiir ein J € {A,V,=}), wobei die unmittelbaren
Teilformeln o und (gegebenenfalls) 8 Gewicht < n haben. Natiirlich stimmen
g1 und g9 auch auf allen atomaren Teilformeln von o und (gegebenenfalls) 8
iiberein. Damit kénnen wir die Induktionsvoraussetzung auf o und (gegebe-
nenfalls) 5 anwenden. Falls ¢ die Form -« hat, so gilt nach Induktionsvor-
aussetzung gi(p) =1 —g1(a) =1 — ga(a) = ga2(p). Falls ¢ die Form (a A f)

hat, so folgt analog g1 () = min{gi(a), g1(8)} = min{ga(a), 92(8)} = g2(¢).
Die anderen Fille folgen analog. m

Lemma 10.12 besagt in anderen Worten, dafi der Wahrheitswert einer
Formel ¢ unter einer 0-1-Bewertung g lediglich von den Wahrheitswerten der
in ¢ auftretenden Atomformeln abhéngen kann, nicht jedoch von den Werten
von Atomformeln, die nicht in ¢ auftreten. Da jede Formel durch Anwendung
endlich vieler Bildungsregeln aus Atomformeln aufgebaut ist, kann man dies
auch als eine Folge des Kompositionalitdtsprinzips betrachten.

Wir kommen zur zentralen Definition dieses Teilkapitels.

Definition 10.13 Es sollen nachfolgend ¢, a, 8 beliebige Formeln aus Lg
bezeichnen und ¢ C L eine Formelmenge.

1. Es heifit ¢ eine aussagenlogische Tautologie genau dann, wenn g(¢) =
1 fiir jede 0-1 Bewertungsfunktion g auf Ly gilt.

2. Es heifit ¢ erfillbar genau dann, wenn es eine 0-1 Bewertungsfunktion
g auf Ly gibt mit g(¢) = 1.
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3. ® heifit erfiillbar genau dann, wenn es eine 0-1 Bewertungsfunktion g
auf Ly gibt mit g(p) =1 fiir alle p € ®.

4. Es heiflen o und B aussagenlogisch dquivalent genau dann, wenn die
Formel (a < ) eine aussagenlogische Tautologie ist.

Zwei Beobachtungen folgen sofort. Der Beweis bleibt dem Leser iiberlassen.

Lemma 10.14 Zwei Formeln a und 8 sind aussagenlogisch dquivalent ge-
nau dann, wenn sie unter jeder 0-1 Bewertungsfunktion g denselben Wert
erhalten.

Von dieser Charakterisierung werden wir nachfolgend ohne besondere
Erwidhnung Gebrauch machen.

Lemma 10.15 Fine Formel ¢ ist eine Tautologie genau dann, wenn —
unerfillbar ist.

Beispiel 10.16 Wenn wir in Satz 1.1 die Ausdriicke «, § und 7 nun als aus-
sagenlogische Formeln lesen, und die Junktoren als Zeichen der Sprache der
Aussagenlogik, so stellen alle dort aufgefithrten Formeln aussagenlogische
Tautologien dar.

Durch strukturelle Induktion folgt leicht, dafl eine Formel ¢ des Gewichts
n hochstens 2" viele atomare Teilformeln haben kann (vgl. Aufgabe 10.2).
Nach Lemma 10.12 héngt der Wahrheitswert einer Formel ¢ in keiner Weise
von solchen Atomformeln ab, die nicht ¢ auftreten. Um festzustellen, ob ¢
Tautologie oder erfiillbar ist, kommen wir daher mit einer endlichen Fall-
unterscheidung iiber die moglichen Wahrheitswerte der Atomformeln von ¢
aus. Man kann demnach mit der Methode der Wahrheitswert-Tabellen (vgl.
Kapitel 1) entscheiden, ob ¢ eine aussagenlogische Tautologie (bzw. erfiill-
bar) ist. Entscheidbarkeit bedeutet hier, daf} es ein Rechenverfahren gibt,
das

e als Eingabe eine beliebige aussagenlogische Formel ¢ akzeptiert,

e stets nach endlicher Zeit terminiert, und
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e die Antwort ,ja“ liefert genau dann, wenn ¢ eine Tautologie (bzw.
erfiillbar) ist.

Hieraus ergibt sich das folgende Ergebnis.

Satz 10.17 (Entscheidbarkeit der Aussagenlogik) FEs fiir eine gegebe-
ne Formel ¢ € L entscheidbar, ob ¢ eine Tautologie (erfillbar) ist. m

Beispiel 10.18 Wir fragen nach der Erfiillbarkeit der Formel 5 := A; A
—(Ag = (A1 = A)). Wir setzen o := (A9 = (A1 = Az)). Die Fall-
unterscheidung iiber die moglichen Wahrheitswerte der in £ auftretenden
Atomformeln fithrt auf folgende Wahrheitswert-Tabelle.

(Ao [ A [ A [ A=A [a] o]
0]0]0 1 1100
0 [0 [1 1 100
0 [ 1[0 0 100
100 1 100
0] 1|1 1 1700
101 1 1[0 [0
1] 1]0 0 0] 1 |1
111 1 1[0 [0

Die vorletzte Zeile zeigt, daf3 8 erfiillbar ist. Hingegen wire die Formel Ay A
—(Ag = (A1 = Ap)) nicht erfullbar.

Interessantere Verfahren als die Methode der Wahrheitswerte-Tabellen wer-
den wir spéter kennenlernen.

Zum Abschlufl dieses Teilkapitels wollen wir nun noch zeigen, wie man
mit den nun erreichten Techniken eine formale Berechtigung fiir die Bemer-
kungen in Abschnitt 1.4 zur Ersetzung dquivalenter Aussagen geben kann.
Wir beginnen mit einer Schreibweise, die wir nicht vollstindig formalisieren
werden. Mit v(«) bezeichnen wir eine aussagenlogische Formel ~, wo wir
ein bestimmtes Vorkommen einer Teilformel a ausgezeichnet haben. Mit
v(a/B) notieren wir die Formel, die wir erhalten, wenn wir das Vorkommen
der Teilformel o durch S ersetzen. Das Vorgehen wird schematisch durch
die nachfolgenden Formelb&ume angedeutet.
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Lemma 10.19 (Ersetzungslemma) Seien o, 3,y € L. Es sei a eine
Teilformel der aussagenlogischen Formel v. Sind o und 5 aussagenlogisch
dquivalent, so auch vy(a) und v(a/pB).

Beweis. Wir verwenden wieder strukturelle Induktion.

Induktionsanfang. Es sei v vom Gewicht 0, also atomar. Dann gilt offen-
sichtlich v = a. Es folgt v(a) = o und v(«/B) = . Somit sind y(a) und
~v(a/8) nach Voraussetzung aussagenlogisch dquivalent.

Als Induktionshypothese wollen wir annehmen, dafl die Behauptung fiir alle
Formeln des Gewichts < n richtig sei. Es sei nun ~ eine Formel des Ge-
wichts n+ 1. Nach Lemma 10.3 kann man v eindeutig in der Form —vg oder
(v0J71) darstellen, fiir ein J € {A,V,=-}. Hierbei haben die unmittelbaren
Teilformeln vy und (gegebenenfalls) 71 Gewicht < n. Wir beschrénken uns
auf den Fall, wo y die Form (v A1) hat (alle anderen Fille gehen analog).
Hier unterscheiden wir drei Teilfélle.

Fall 1. Das Vorkommen von « liegt in der Teilformel ~y. Dann sind nach
Induktionsvoraussetzung die Formeln 7g(«) und ~o(a/3) aussagenlogisch
dquivalent. Ist nun g eine beliebige 0-1 Bewertungsfunktion, so folgt hieraus

9(v(a)) = g(ro(a)) Ug(r1) = g(v(a/B)) Ug(n) = g(v(a/B)).

Damit sind v(«) und v(a/3) aussagenlogisch dquivalent.

Fall 2. Das Vorkommen von « liegt in der Teilformel ~;. Hier geht man
analog wie in Fall 1 vor.

Fall 3. « ist y selbst. In diesem Fall gilt wieder y(a) = o und v(a/8) = 8
und es sind y(a) und v(a/) nach Voraussetzung aussagenlogisch dquiva-
lent. m

Natiirlich kann man Lemma 10.19 sofort dahingehend verallgemeinern,
daB man mehrere (Vorkommen von) Teilformeln durch dquivalente Formeln
ersetzt. Auch hierbei erhilt man immer eine Formel, die zur Ausgangsformel
dquivalent ist.
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10.3 Der semantische Folgerungsbegriff

Der Begriff der Tautologie beschreibt diejenigen Formeln, die logisch allge-
meingiiltig sind. In vielen Zusammenhéngen macht es Sinn, allgemeiner nach
denjenigen Formeln zu fragen, die giiltig sind, wenn eine gegebene Menge
von Préamissen wahr ist. Dies fiihrt auf den folgenden Folgerungsbegriff.

Definition 10.20 Essei ® C Lj. Die Formel ¢ € Ly folgt aus &, im Zeichen
® = ¢, genau dann, wenn fiir jede 0-1 Bewertung g auf Ly gilt:

(Vo e ®: g(o) =1) = g(p) =1.

Die Menge Cons(®) = {p € Ly | ® |= ¢} wird die Menge der Konsequenzen
von ¢ genannt.

Etwas anders ausgedriickt bedeutet ® = ¢, dafl jede 0-1 Bewertung, die
alle Formeln aus ® wahr macht, stets auch ¢ auf 1 abbildet. Es sei darauf
hingewiesen, daf} ,,=* kein Zeichen der Sprache der Aussagenlogik, sondern
ein metasprachliches Zeichen ist. Im speziellen Fall ® = () schreibt man meist

kurz = ¢ fiir 0 = .

Bemerkung 10.21 Cons ist eine Hiillenabbildung im Sinn von Definiti-
on 4.35 (Ubung).

Beispiel 10.22 Es gilt beispielsweise

{Ag, Ao = A1, A1 = Ay} = Ay,
{AOVA1,A0:>A1} ): Ay

Ein hiufig verwendeter einfacher Zusammenhang ist der folgende (vgl. Lem-
ma 10.15).

Lemma 10.23 Es sei ® C Ly und ¢ € Ly. Dann gilt = ¢ genau dann,
wenn ® U {=p} unerfillbar ist.

Beweis. Ubung (cf. Aufgabe 10.13). m

Das nachfolgende Lemma stellt eine Verbindung her zwischen me-
tasprachlichem Folgerungsbegriff ,,=“ und objektsprachlicher Implikation
,’j“,
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Lemma 10.24 (Aussagenlogisches Deduktionstheorem) Es sei ® C
L und 6,7y € L. Dann gilt ® U {6} E v genau dann, wenn ® = (6 = 7).

Beweis. Es gelte ® U {0} = 7. Es sei nun g eine 0-1 Bewertungsfunktion,
die alle Formeln aus ® auf 1 abbildet. Zu zeigen ist g(§ = ) = 1. Gilt nun
g(0) = 0, so folgt dies unmittelbar aus Definition 10.9. Gilt aber g(§) = 1,
so folgt aus ® U {4} | ~ nun g(v) = 1, damit auch g(6 = v) = 1. Gilt
umgekehrt & = (0 = «) und ist g eine 0-1 Bewertungsfunktion, die alle
Formeln aus ® U {d} auf 1 abbildet, so folgt aus ® = (§ = ) nun g(v) = 1.
Damit gilt U{é} =~. =

Beziiglich der im nachfolgenden Korollar verwendeten Notation sei ange-
merkt, dafl es Lemma 10.19 unter Verwendung der Assoziativitdt der Kon-
junktion erlaubt, in aussagenlogischen Teilformeln der Form (a3 A ... A ay,)
die internen Klammern wegzulassen. Alle expliziten Klammerungen wiirden
zu dquivalenten Formeln fiihren.

Korollar 10.25 Es sein > 1, ® = {o1,...,0,} C Lo und ¢ € Ly. Dann
gilt ® = ¢ genau dann, wenn ((o1 A ... AN o) = @) eine aussagenlogische
Tautologie ist. Es gilt = ¢ genau dann, wenn ¢ aussagenlogische Tautologie
15t.

Beweis. Wir verwenden vollstindige Induktion iiber n > 0, wobei der Fall
n = 0 die zweite Behauptung abdeckt.

Induktionsanfang. Es gelte n = 0. Es bedeutet = ¢, dafl ¢ unter jeder
0-1 Bewertungsfunktion auf 1 abgebildet wird. Dies heifit gerade, dafl ¢ eine
aussagenlogische Tautologie ist.

Induktionsschritt. Es sei die Behauptung richtig fiir ein n > 0. Hat nun
® die Form {o1,...,0p,0,41}, so sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(1 {0-1""’0-n50-n+1} ’:gp,

)
(2) {0-1’ s ’O-n} ): (UnJrl = Qp)a
(3) (o1 A ... Nap) = (ont1 = ) ist Tautologie,
(4) (01 A ... Nop A opy1) = @ ist Tautologie.

Die Aquivalenz von (1) und (2) folgt aus Lemma 10.24. Die Aquivalenz von
(2) und (3) folgt gemif Induktionsvoraussetzung. Die Aquivalenz von (3)
und (4) ist einfach und bleibt dem Leser iiberlassen. m
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10.4 Algebraischer Hintergrund

Die Aussagenlogik besitzt einen interessanten algebraischen Hintergrund.
Wir haben ihn bislang bewufit aufler acht gelassen, da wir fiir die vorausge-
gangenen Darstellungen den Inhalt von Kapitel 9 nicht voraussetzen wollten.
Im nachfolgenden miissen wir nun Vertrautheit mit dem Begriff der Boole-
schen Algebra annehmen. Es ist fiir die folgende Diskussion zweckmifig,
Boolesche Algebren um eine weitere abgeleitete Operation zu erweitern: ist
B = (B,L,MN,—) eine Boolesche Algebra im bisherigen Sinn, so wollen wir
die durch a C b := —a U b definierte binédre Operation hinzunehmen. Boole-
sche Algebren haben also nun die Form B = (B, L,M, C, —), in Definition 9.1
wire die Bedingung Va,b € B: a C b = —a U b zu ergénzen.

Als ersten Schritt fithren wir auf der Menge der Formeln eine einfache

algebraische Struktur ein.

Definition 10.26 Wir definieren auf der Menge der Formeln £ die folgen-
den Operationen:

[

. f\/: ‘CO XEO —>’C0: <Oé,ﬁ> = (Oé\/ﬁ),

\V)

. far Lo X Lo — Lo: <Oé,ﬂ> — (Oé/\,@),

w

. f:>: ‘CO X EO—>E0: <O[,,8> = (OZ:>,8),

W

. f_\: Lo — Lo: o = T,

Die Algebra Form(At) = (Lo, fv, fa, f=, f-) nennen wir die Formelalgebra
iiber At.

Bemerkung 10.27 Die in Bemerkung 10.4 angesprochene Parallele zwi-
schen Formeln und Termen wird mit Definition 10.26 noch erweitert. Wir
konnen Aussagenvariable schlicht als Variable im Sinn von Abschnitt 7.4
auffassen. Bei geeigneter Festlegung der Signatur >—deren Symbole wir
durch fy, fa, f= und f- interpretieren—ist die Formelalgebra isomorph zur
Termalgebra T (X, At). Sie besitzt damit die in Theorem 7.60 angegebene
absolute Freiheitseigenschaft.
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Bemerkung 10.28 Nach der vorausgegangenen Lektiire von Kapitel 9 ist
es wichtig, sich klarzumachen, dal Form(At) keine Boolesche Algebra ist.
So gilt zum Beispiel nicht, dafl fo kommutativ ist. Die Formeln (a A ) und
(8 A @) sind ndmlich nicht gleich, sondern nur logisch #quivalent.

Das nachfolgende Lemma koénnte bei einer algebraischen Herangehensweise
zur Definition der 0-1 Bewertungsfunktion verwendet werden.

Lemma 10.29 FEs sei g: Lo — {0,1} eine 0-1 Bewertungsfunktion. Mit L,
M, C und — seien die Operationen der Booleschen Algebra 2 bezeichnet.
Dann gilt fiir beliebige Formeln o, € Ly:

(1) g(aV B) = g(a) Ug(B),

(i) gla A B) = g(a) M g(B),

(iii) g(a = B) = g(a) E g(B),

(i) g(-a) = —g(a),

Der Beweis folgt umittelbar aus der Definition der Booleschen Operationen.

Aus Lemma 10.29 ergibt sich folgende Charakterisierung von 0-1 Bewer-
tungsfunktionen.

Lemma 10.30 Die 0-1 Bewertungsfunktionen sind genau die Homomor-
phismen von Form(At) = (Lo, fv, fa, f=, f=) in 2= ({0,1},U,M,C, —).

Beweis. trivial. m

Wenn wir statt 0-1 Bewertungen allgemeine Bewertungen zulassen,
koénnen wir einen entsprechenden Folgerungsbegriff aufstellen. Dieser erweist
sich spéter als niitzlich.

Definition 10.31 Eine Bewertung auf Ly ist ein Homomorphismus von
Form(At) in eine Boolesche Algebra.

Der folgende Satz =zeigt, daBl der semantische Folgerungsbegriff nicht
verdndert wird, wenn wir 0-1 Bewertungen durch allgemeine Bewertungen
ersetzen.
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Satz 10.32 Es sei ® C Ly, p € Lo. Dann gilt ® = ¢ genau dann, wenn
fiir jede Bewertung g auf Loy gilt:

(Vo€ ®: g(o) =1) = g(p) = 1.

Beweis. Wenn fiir jede Bewertung g auf £y mit der Eigenschaft g(o) = 1
fiir alle 0 € ® auch g(¢) = 1 gilt, so insbesondere fiir die 0-1 Bewertungen.
Daher gilt in diesem Fall trivial ® = ¢. Es gelte nun umgekehrt ® = .
Es sei B = (B,U,N,C,—) eine Boolesche Algebra und ¢g: Form(At) — B
ein Homomorphismus mit g(¢) = 1 fiir alle 0 € ®. Wire b := g(¢) # 1, so
konnte nach Lemma 9.27 ein Primideal I mit b € I gefunden werden. Nach
Korollar 9.25 ist B/R(I) isomorph zu 2, es sei etwa h ein Isomorphismus.

Form(At) B 2

Bezeichnet k: B — B/R(I) den kanonischen Homomorphismus, so liefert
gokoh: Form(At) - B — B/R(I) — {0,1}

nach Lemma 6.39 eine 0-1 Bewertung, die & auf 1 abbildet, nicht aber ¢,
das heifit ® = ¢ wiirde nicht gelten. Dies ist ein Widerspruch. Daher gilt

glp)=1.m

Die Lindenbaumalgebra

Wir hatten in Bemerkung 10.28 bemerkt, dafl die Formelalgebra selbst keine
Boolesche Algebra ist. Man erhilt jedoch mittels der in Abschnitt 6.5 be-
schriebenen Quotientenbildung eine Boolesche Algebra, indem man logisch
dquivalente Formeln identifiziert. Dieser Zusammenhang soll nachfolgend in
etwas allgemeinerer Form dargestellt werden.
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Lemma 10.33 FEs sei ® C Ly eine Formelmenge. Dann wird durch
a=¢ f genau dann, wenn P Ea s f

eine Kongruenzrelation auf der Formelalgebra Form(At) definiert. Die Quo-
tientenalgebra Form(At)/=¢ mit den Operationen

(= Ufl=s = [fv(a B)lzs = [(@V B)l=s,

[=s T [Plzs = [fale,B)]=s = (@A B)l=,,

(= C[Blzs = [fo(P)]zs = (@ = Bz,
—lol=y = [f~(0)]zs =[]z,

ist eine Boolesche Algebra. Ist o irgendeine aus ® folgende Formel im Sinn
von Definition 10.20, so bildet [o]=, die Eins von Form(At)/=g¢. Ist -
eine aus ® folgende Formel, so bildet [5]=, die Null von Form(At)/=¢.

Da wir spéter (vgl. Lemma 11.6) einen &hnlichen Sachverhalt beweisen wer-
den, wo der semantische Folgerungsbegriff ,,=* durch einen syntaktischen
Ableitungsbegriff ersetzt wird, iiberlassen wir den Beweis an dieser Stelle
dem Leser.

Definition 10.34 Die Quotientenalgebra Form(At)/=¢ heifit die Linden-
baumalgebra zur Formelmenge ®.

Wir gehen nachfolgend etwas néher auf den speziellen Fall ein, wo ® = ()
ist. Fiir ein n > 1 bezeichne Ly(A1,...,A,) die Menge aller Formeln, de-
ren sdmtliche atomare Teilformeln in {41, ..., A, } liegen. Das nachfolgende
Lemma ist trivial zu beweisen.

Lemma 10.35 Fir jedes n > 1 ist Lo(A1,..., Ay) die Grundmenge einer
Teilalgebra der Formelalgebra Form(At).

Nachfolgend sei n > 1 fest gew#hlt. Wir bezeichnen die Teilalgebra mit
Grundmenge Lo(Ai,...,A,) in der Form Form(A,...,Ay). Es stellt dann
=y eine Kongruenzrelation auf Form(Ay,...,A,) dar, fir die wir einfach-
heitshalber ,,=¢ schreiben. Die Quotientenalgebra Form(Ay,...,A,)/= ist
wieder eine Boolesche Algebra. Wir verzichten auf einen Beweis und wollen
stattdessen die Struktur von Form(Aj,...,A,)/= ermitteln. Jede Formel
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der Gestalt A; oder —A4; (1 < i < n) nennen wir nachfolgend ein Literal,
jede Formel der Gestalt Ly A ... A L, wo L; ein Literal der Form A; oder
—A; ist (1 <i < n), nennen wir eine Bewertungsformel. Man beachte, daf§
es genau 2" verschiedene Bewertungsformeln gibt.

Lemma 10.36 Die Aquivalenzklassen [Li A ... A Ly]= der Bewertungsfor-
meln sind Atome der Booleschen Algebra Form(Ay, ..., Ay)/=.

Beweis. Sei « € Ly(Ay,...,An) und Ly A...A L, eine Bewertungsformel. Es
gelte 0 < [a]= < [LiA...ALy]=, wo die Ordnung ,,<* wie in Bemerkung 9.2

erklart ist. Wir miissen zeigen, dafl [a]= = 0 oder [a]= = [L1 A ... A L=
gilt. Aus [a]= < [L1 A ... A Ly|= ergibt sich [a]=z M [L1 A ... A Lyl= =
[@A (L1 A...A Ly)]= = [a]=. GemiB der Definition von ,,=* sind dann «

und a A (L1 A ... A Ly) logisch dquivalent. Somit ist @« = (L1 A ... A Ly)
eine Tautologie. Wir kénnen annehmen, daf a nicht unerfiillbar ist, da wir
ansonsten wegen [a|= = 0 fertig sind. Es sei g irgendeine 0-1 Bewertung mit
g(a) = 1. Zumindest eine solche 0-1 Bewertung existiert nach Annahme.
Fiir diese gilt auch g(L; A ... A L,) = 1. Demnach gilt g(A;) = 1 genau
dann, wenn L; = A; (1 < i < n). Ist jedoch ¢ irgendeine 0-1 Bewertung
mit g(L1 A ... A L,) =1, so hat ¢’ offenkundig dieselbe Eigenschaft, und es
stimmen g und ¢’ auf Ay, ..., A, iiberein. Das Koinzidenzlemma zeigt, dafl
(L1 A ... A Lyp) = «a eine Tautologie ist. Es folgt, daB (L1 A... A Ly,) und «
logisch dquivalent sind. Wir erhalten damit [o]= = [L1 A ... A L,|=. ®

Der Beweis des nachfolgenden Lemmas bleibt als Ubungsaufgabe offen.

Lemma 10.37 Zwei verschiedene Bewertungsformeln sind nie logisch dqui-
valent. Jede erfillbare Formel in Lo(A1,...,Ay) ist logisch dquivalent zu
einer Disjunktion tiber k > 1 Bewertungsformeln.

Wir erhalten damit eine prézise Charakterisierung der Struktur der Boole-
schen Algebra Form(Ay,...,A,)/=.

Satz 10.38 Die Algebra Form(Ay,...,A,)/= ist die bis auf Isomorphie ein-
deutig bestimmte endliche Boolesche Algebra mit 2 Atomen. Sie hat 2"
Elemente.

Beweis. Aus Lemma 10.37 ergibt sich, daf§ Form(A;, ..., A,)/= eine endli-
che Boolesche Algebra mit genau 2" Atomen ist. Die Behauptung folgt nach
Satz 9.36. m



322 10. KLASSISCHE AUSSAGENLOGIK

Abbildung 10.1: Die von zwei Aussagenvariablen erzeugte Boolesche Alge-
bra.

In Abbildung 10.1 ist die Boolesche Algebra Form(A;, A2)/= dargestellt.
Statt der 16 = 2%° Aquivalenzklassen sind jeweils Vertreter angegeben. Die
Atome sind die iiber der Null angeordneten Bewertungsformeln. Alle For-
meln der mittleren Zeile sind zu Disjunktionen mit zwei Bewertungsformeln
logisch adquivalent. Alle Formeln direkt unterhalb der Eins sind zu Disjunk-
tionen mit drei Bewertungsformeln logisch dquivalent. Mit grauen Doppel-
pfeilen sind die Komplemente von acht Elementen markiert.

10.5 Erginzung: Mengentheoretische Identititen
und aussagenlogische Tautologien

Zum Abschlufl dieses Kapitels wollen wir ein zusammenfassendes Resul-
tat zur Ahnlichkeit zwischen dem Rechnen mit Mengen einerseits und dem
Rechnen mit Aussagen andererseits beweisen. In den vorangegangenen Ka-
piteln hatten wir bereits verschiedentlich darauf hingewiesen, daf} sich aussa-
genlogische Tautologien ergeben, wenn man mengentheoretische Identitéten
oder die Axiome fiir Verbénde und Boolesche Algebren passend ,,iibersetzt “.
Die optische Ahnlichkeit der Symbole V,U,J bzw. der Symbole A,N,M
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erfahrt dadurch eine Berechtigung. Wir wollen nun zeigen, dafl sogenannte
,,mengentheoretische Identitdten“ stets aussagenlogischen Tautologien ent-
sprechen und umgekehrt. FEine Variable, die fiir eine Mengen steht, wollen
wir nachfolgend Mengenvariable nennen. Zunéchst miissen wir kldren, was
wir unter einer mengentheoretischen Identitét verstehen.

Definition 10.39 Mengenausdriicke sind wie folgt erkldrt. Jede Mengen-
variable ist ein Mengenausdruck. Ist II ein Mengenausdruck, so auch —II
(Komplement). Sind IT und ¥ Mengenausdriicke, so auch ITU ¥ und ITN V.
Eine Gleichung IT = ¥ zwischen Mengenausdriicken II und ¥ heifit mengen-
theoretische Identitdt, falls IT und ¥ fiir jede Belegung der Mengenvariablen
in II und ¥ mit Mengen identische Mengen représentieren. Hierbei wird
,,— ¢ als Komplementbildung in einer Obermenge, die alle Interpretationen
der Mengenvariablen enthélt, aufgefafit.

Beispiel 10.40 Wir fassen die Symbole M; und M, als Mengenvariablen
auf. Die Gleichung —(M; U M) = —M; N —Ms ist eine mengentheoretische
Identitét. Geméf der de Morganschen Regel (Lemma 2.16) gilt die Gleichung
fiir beliebige Mengen.

Aus einer Gleichung IT = ¥ zwischen Mengenausdriicken mit Mengenva-
riablen M7y, ..., M} erhilt man eine aussagenlogische Formel ¢ < 1), wenn
man jede Mengenvariable M; durch eine aussagenlogische Variable A; ersetzt
(1 <4 <mn) und die mengentheoretischen Operatoren —, U und N durch die
Booleschen Junktoren =, V, und A. Durch die umgekehrte Ubersetzung liBt
sich offenkundig jede aussagenlogische Formel der Form ¢ < 1, wo die Tei-
lausdriicke ¢ und 1 nur die Booleschen Junktoren —, V und A enthalten, in
eine Gleichung II = ¥ zwischen Mengenausdriicken umwandeln.

Unser Ziel ist zu zeigen, da man bei dieser Ubersetzung aus mengen-
theoretischen Identitéiten stets aussagenlogische Tautologien erhélt, bei der
Riickiibersetzung ergeben sich aus aussagenlogischen Tautologien stets men-
gentheoretische Identitdten. Wir beginnen mit einer Vorbereitung.

Lemma 10.41 Es seien A, B zwei beliebige Teilmengen einer Menge C.
Dann gilt A = B genau dann, wenn (—AU B)N(—=BUA) = C gilt.
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Beweis. Da Mengenalgebren Boolesche Algebren sind, erhalten wir aus den
Lemmas 9.7, 9.8 und 9.9 direkt die folgenden Aquivalenzen:

A=B< A=—-(—-B)
& AU-B=C AN ANn-B=10
& AU-B=C AN —(ANn-B)=C
& AU-B=C AN —-AU—(-B)=C
& Au-B=C AN —-AUB=C
& (—AUB)N(-BUA)=C.m

Theorem 10.42 FEs sei II = WU eine mengentheoretische Identitdt. Dann
ergibt sich durch die oben angegebene Ubersetzung in eine aussagenlogische
Formel stets eine aussagenlogische Tautologie. Ist umgekehrt o eine aussa-
genlogische Tautologie der Form ¢ < v, wo ¢ und ¢ nur die Junktoren V, \
und — enthalten, so ergibt sich durch obige Ubersetzung stets eine mengen-
theoretische Identitdt.

Beweis. Es sei ¢ < 1) die aussagenlogische Formel, die sich als Ubersetzung
der mengentheoretischen Identitdt IT = ¥ ergibt. Angenommen ¢ < 9 ist
keine aussagenlogische Tautologie. Dann gibt es geméfl Definition 10.13 eine
0-1 Bewertungsfunktion g: Form(At) — 2 in die Boolesche Algebra 2 mit
den Elementen 0 und 1 so daf g(¢ < ) = 0 ist. Somit gilt

g((p=V) N (Y = ¢)) =0,
g((=p V) A (= V ¢)) =0

bzw.
(—=g(¢) Ug(¥)) M (=g(¥) Ug()) = 0.

Die Boolesche Algebra 2 ist jedoch offenkundig zur Potenzmengenalgebra
mit den Elementen () und {1} isomorph. Ist h ein Isomorphismus, so ergibt
sich nun

0 = h(0)=h((-g(¢) Ug(¥)) N(—g(¥) LUg(9)))
= h((—g(®) Ug(¥))) Nh((—g(¥) U g(¢)))
= (=h(g(®)) Uh(g(¥))) N (=h(g(¥)) U h(g(¢)))
Setzen wir nun A := h(g(¢)), B := h(g(¢)) so ergibt sich
(—AUB)N(—BUA) =0 #{1}.
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Aus Lemma 10.41 folgt h(g(¢)) = A # B = h(g(¢)). Interpretieren wir in
der mengentheoretischen Identitdt II = ¥ jede Mengenvariable M;—die in
¢ < 1 in die aussagenlogische Variable A; iibersetzt ist—durch die Menge
h(g(A;)), so erhalten wir gerade die giiltige Gleichung h(g(¢)) = h(g(¥)).
Der so erhaltene Widerspruch zeigt, dal ¢ < 1 doch eine aussagenlogische
Tautologie sein muf.

Der zweite Teil der Behauptung folgt unmittelbar aus der Definition der
mengentheoretischen Operationen U, N und — mit Hilfe der Junktoren V, A
und —. ®

Fine andere Variante des Beweises ergibt sich daraus, dafl nach dem Sto-
neschen Satz jede mengentheoretische Identitéit eine allgemeingiiltige Boo-
lesche Formel darstellt und damit aus den Axiomen fiir Boolesche Algebren
herleitbar ist, die ihrerseits aussagenlogischen Tautologien entsprechen.

10.6 Aufgaben zu Kapitel 10

Aufgaben zu Teilkapitel 10.1

Aufgabe 10.1 Geben Sie alle Teilformeln und den Formelbaum der Formel
((AO V Al) VAN AQ) = (AO AN —\Al) an.

Aufgabe 10.2 Zeigen Sie durch strukturelle Induktion: eine aussagenlogi-
sche Formel des Gewichts n besitzt hochstens 2" viele atomare Teilformeln.

Aufgabe 10.3 Beweisen Sie: Die Menge L der aussagenlogischen Formeln
ist abzéhlbar unendlich. Hinweis: Verwenden Sie zunéchst Induktion iiber n
um zu zeigen, dafl fiir jedes n € IN die Menge der aussagenlogischen Formeln
des Gewichts 0 abzéhlbar unendlich ist. Benutzen Sie dann Lemma 5.10.

Aufgaben zu Teilkapitel 10.2

Aufgabe 10.4 Es seien «, 3, aussagenlogische Formeln. Zeigen Sie:
die Formeln (a = (8 = 7)) und ((aw A 5) = ) sind aussagenlogisch dquiva-
lent.



326 10. KLASSISCHE AUSSAGENLOGIK

Aufgabe 10.5 Wieviel paarweise nicht #quivalente Formeln kann man
durch Klammerungen des Ausdrucks Ag = A1 = Ay = Ag erhalten?

Aufgabe 10.6 Es seien «, §, v Formeln. Sind dann stets (=(a V ) = 7)
und —((a V 5) = ) aussagenlogisch dquivalent?

Aufgabe 10.7 Geben Sie einen ausfiihrlichen Beweis fiir Lemma 10.11.

Aufgabe 10.8 Geben Sie eine moglichst grofle Menge aussagenlogischer
Formeln an, die als einzige atomare Teilformel die Atomformel Ay (unter
Umsténden mehrfach) enthalten, und wo alle Formeln untereinander paar-
weise nicht aussagenlogisch dquivalent sind.

Aufgabe 10.9 Geben Sie eine mdoglichst grofie Menge aussagenlogischer
Formeln an, die als einzige atomare Teilformeln die Atomformeln Ag und A;
(unter Umstédnden mehrfach) enthalten, und wo alle Formeln untereinander
paarweise nicht aussagenlogisch dquivalent sind.

Aufgabe 10.10 Zeigen Sie, es bis auf logische Aquivalenz hochstens 22"
viele verschiedene aussagenlogische Formeln geben kann, deren atomare Teil-
formeln in der Menge {4; | i = 1,...,n} liegen. (Verwenden Sie zunéchst
das Koinzidenzlemma um die Zahl der relevanten 0-1 Bewertungsfunktionen
zu erhalten.)

Aufgaben zu Teilkapitel 10.3
Aufgabe 10.11 In welchen der nachfolgenden Fiélle gilt ® = ~7

1. &= {Ao,Al = Ao}, Y= Al,
2. & ={(-A1 = A2) V(Ao = A1), Ag, (A2 = A3)}, v = A1 V A3,

Aufgabe 10.12 Welche der folgenden Folgerungsbeziehungen sind fiir be-
liebige Formeln «, 8, ~ richtig?

L {la= (B=)}F ((a=F5)=(a=1),
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2. {laepf)er)ikFlas (Be9)

Aufgabe 10.13 Es sei ® C Ly und v € L. Zeigen Sie: & = « gilt genau
dann, wenn ® U {—v} unerfiillbar ist.

Aufgabe 10.14 Zeigen Sie, dafl der in 10.20 definierte Cons-Operator ein
Hiillenoperator ist.

Aufgabe 10.15 Gibt es aussagenlogische Formeln « mit der Eigenschaft
{7} E —y? Wenn nein, warum nicht? Wenn ja, welche? Gibt es Formeln -,
wo 7y zu 7y V —y aussagenlogisch dquivalent ist? Wenn nein, warum nicht?
Wenn ja, welche?

Aufgaben zu Teilkapitel 10.4
Aufgabe 10.16 Beweisen Sie Lemma 10.33.

Aufgabe 10.17 Beweisen Sie: Zwei verschiedene Bewertungsformeln sind
nie logisch #quivalent. Jede erfiillbare Formel in Ly(Ay,...,A,) ist logisch
dquivalent zu einer Disjunktion tiber k£ > 1 Bewertungsformeln.

Aufgabe 10.18 Geben Sie fiir jede der Formeln in Abbildung 10.1 eine
andere, logisch dquivalente Formel aus L£o(A1,...,A,) an.

10.7 Bibliographische Angaben

Unter vielen Biichern zur mathematischen Logik seien [?] erwihnt.
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11

Beweissysteme fiir die
klassische Aussagenlogik

Wir wenden uns nun der Frage zu, welche mechanischen Verfahren es gibt,
um zu zeigen, daf} eine gegebene Formel eine aussagenlogische Tautologie
ist, oder daf} eine Formel aus einer gegebenen Menge von Prémissen folgt.
Im Prinzip kann man fiir diese Probleme die bereits in Kapitel 1 vorgestellte
Methode der Wahrheitswert-Tabellen verwenden, wenn man Probleme mit
unendlichen Primissenmengen, die zusitzliche Uberlegungen erfordern, ein-
mal aufler acht 148t. Ein entscheidender Nachteil dieser Methode besteht
aber darin, daf sie sich nicht gut auf anspruchsvollere Logiksysteme erwei-
tern 148t. Auch kann man iiber die Eleganz der Methode streiten, da sie
letztlich doch auf ein primitives Austesten hinauslduft. Aus diesen Beweg-
griinden sind eine ganze Reihe anderer Beweisverfahren entwickelt worden.
Einige dieser Systeme sollen in diesem Kapitel vorgestellt werden.

Die nun zu besprechenden formalen Beweissysteme, auch Kalkiile ge-
nannt, erlauben es, nach bestimmten Regeln Formeln (gegebenenfalls aus
einer Pramissenmenge) herzuleiten. Die folgenden Begriffe sind hierbei von
zentraler Bedeutung.

Definition 11.1 Ein Kalkiil heifit korrekt genau dann, wenn jede mit den
Regeln des Kalkiils herleitbare Formel eine aussagenlogische Tautologie ist
(oder gegebenenfalls eine Konsequenz der Prémissenmenge). Der Kalkiil
heifit vollstindig genau dann, wenn jede aussagenlogische Tautologie (und

329
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gegebenenfalls jede Konsequenz der Pramissenmenge) mit den Regeln des
Kalkiils herleitbar ist.

Korrektheit und Vollstandigkeit sind also zwei wesentliche Eigenschaften,
die man von jedem verniinftigen Kalkiil erwarten wird.

11.1 Hilbert-Kalkiil fiir die klassische Aussagenlo-
gik

Die Bedeutung des Hilbert'-Kalkiils, der manchmal auch Frege?-Kalkiil ge-
nannt wird, beruht vor allem darauf, dal man ,,Hilbert-Typ“ Kalkiile fiir
viele andere Logiken (und nicht nur fiir das aussagenlogische Fragment) an-
geben kann, wobei das Schema, mit dem man die Vollsténdigkeit des Kalkiils
beweist, jeweils im Prinzip &hnlich ist. Der Kalkiil eignet sich hingegen nicht
als Beweissystem, wenn man an einer effizienten Implementierung interes-
siert ist.

Azxiome des Kalkiils sind alle Lp-Formeln der Gestalt:

(1) a= o

(2) a=(B=aqa)

B) (@a=p)=((B=7)=(a=1)

4) (a=@B=7)=(a=08)=(a=17)

(5) (a=(aVvp),(B=(aV])

6) (a=7=>((L=7=(aVs) =)

(M) ((anp)=a),((anB)=p)

8) (r=a)=((v=p)= (= (arp)))

9 ((anp)vy)=((avy)A(BVY)
((@aVvy)A(BVY)= ((aAB) V)

(10) ((aVvB)AY) = ((any)V(BAY))
((@ny)V(BAY)) = ((aVB)AY)
(= B)= (== —a)
(aAN—a)=f

!David Hilbert, deutscher Mathematiker, 1862-1943.
2G. Frege, 1848-1925.
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Regeln: Der Kalkiil hat nur eine Regel, den Modus Ponens: Sind Ly-Formeln
der Form o und o = 3 abgeleitet, so darf 5 hingeschrieben werden.

Man beachte, dafl man in (1)—(15) fiir «, 5 und « beliebige Formeln ein-
setzen darf. Dadurch ergeben sich aus diesen 15 Aziomenschemata unendlich
viele Aziome. In derselben Weise kann man den Modus Ponens auf beliebige
Formeln o und 8 anwenden.

Definition 11.2 Eine Herleitung der Lo-Formel ¢ aus der Formelmenge ®
ist eine endliche Folge (y1,...,7,) (n > 1) von Formeln aus L, derart, dafl
gilt:

- Tn =9,
- jedes 7; ist ein Axiom oder eine Formel aus ® oder folgt durch Anwen-

dung des Modus Ponens auf Formeln ~;,v; mit j,k <i (i =1,...,n).

Wenn ¢ aus ® herleitbar ist, so schreiben wir kurz @ + .

Selbst bei offensichtlich giiltigen Folgerungsbeziehungen ist es meist recht
schwierig, im Hilbert-Kalkiil eine Herleitung zu finden.

Beispiel 11.3 Als Beispiel geben wir in Abbildung 11.1 eine Herleitung
von ¢ := A; aus ® := {4y V A1,—Ap} an. Als Abkiirzungen verwenden wir
a:=(AgVAy), f:=-Apund v := (A3 = A3) sowie oy := (Ag A —Ap), und
b1 := (Al VAN —\Ao).

Korrektheit und Vollstindigkeit

Die Korrektheit des Hilbert-Kalkiils ist einfach zu zeigen.

Lemma 11.4 (Korrektheit des Hilbert-Kalkiils) Fiir alle ® C Ly und
© € Loy folgt aus D+ ¢ stets = .

Beweis. Wir verwenden Induktion iiber die Herleitungslénge.
Induktionsanfang. Es sei v mit einer Herleitung der Léange 1 aus ® herleitbar.
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(a1 Vv B1) = A1)

[1] o

[2] B

(3] (y=a)=((v=08)=(r=(aAp)))
[4] o= 7 = a)

[5] v =

[6] ((v= ﬁ) (v = (@ B)))

[7] B=(yv=5)

(8] =8

[9] 7= (aAp)

[10] ¥

[11] alAp

[12] (aAB)= ((Ap A —Ag) V (A1 A —Ap))
[13] (Ap A =Ap) V (A1 A —A)

[14] (AO A _|A0) = Al

[15] (Al A\ ﬁAO :> A1

[16] (041 = A1 ((61 = Al) =

[17] ((B1 = A1) = (a1 V B1) = A1)

[18] ((aa V B1) = A1))

[19] A

ist aus @,

ist aus P,
Axiom (8),
Axiom (2),
MP aus [4], [1
MP aus [5], [3],
Axiom (2),
MP aus [2],
MP aus [ ,

I,
]

1
MP aus [11], [12
Axiom (12
Axiom (7,1
Axiom (6
MP aus [16],[1
MP aus [17], [1
MP aus [18],[1

Abbildung 11.1: Ableitung von A; aus {4 V Ay, Ap} im Hilbert-Kalkiil;

Bezeichnungen vgl. Beispiel 11.3.
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Dann ist v ein Axiom oder eine Formel aus ®. Man verifiziert sofort mit
der {iblichen Wahrheitswert-Tabellen Methode, daf alle Axiome Tautologien
sind (vgl. Satz 10.17). In beiden Féllen folgt somit, dafi ® = v gilt.

Als Induktionsvoraussetzung nehmen wir an, dafi ® = ¢ gilt fiir alle Formeln
6, die aus ® mit einer Herleitung der Linge < n ableitbar sind. Es sei nun
(V15 yYn+1) eine Herleitung der Linge n + 1 von 7 = 7,41 aus ®. Dann
ist v,11 ein Axiom, eine Formel aus ®, oder durch Anwendung des Modus
Ponens auf Formeln ; und v; = v; = 7,41 mit ¢,j < n entstanden. In den
ersten beiden Féllen folgt wie beim Induktionsanfang ® | 7,,11. Im dritten
Fall gilt nach Induktionsvoraussetzung ® = +; und ® = v; = 7,4+1. Daraus
folgt aber sofort ® = ~,4+1. W

Schwieriger ist es, die Vollstindigkeit des Hilbert-Kalkiils nachzuwei-
sen. Wir stellen zuerst die Idee kurz dar, bevor wir uns an die technische
Durchfithrung machen. Wir wollen zeigen, daf fiir jede Formelmenge ® und
jede Formel ¢ stets aus ® = ¢ auch ® - ¢ folgt. Wir verwenden Kontrapo-
sition und zeigen, daf in jeder Situation, wo ® F ¢ nicht gilt, auch ® = ¢
nicht gelten kann. Die Idee ist hierbei, eine Bewertung in eine Boolesche
Algebra B anzugeben, die alle Formeln aus ® auf die 1 von B abbildet, ¢
hingegen auf ein Element b # 1. Die Boolesche Algebra B wird ein Gegen-
modell zu ® = ¢ genannt. Der Hintergrund beruht auf Satz 10.32, aus dem
sich ergibt, daf aus der Existenz eines Gegenmodells folgt, dafl ® = ¢ nicht
gelten kann.

Die entscheidende Frage ist nun, wie wir ein Gegenmodell finden kénnen.
Die Grundidee, die auch bei vielen Vollstandigkeitsbeweisen anderer Logik-
systeme verwendet wurde, besteht darin, das gesuchte Gegenmodell aus dem
syntaktischen Material — hier also aus den Formeln — zu bilden, wobei der
Ableitungsbegriff des Kalkiils verwendet wird, um eine geeignete Struktur
auf diesem Material zu erkldren. Im hier vorliegenden Fall verwenden wir
den Ableitungsbegriff, um auf der Formelalgebra Form(At) eine geeignete
Kongruenzrelation zu definieren, wo die Quotientenstruktur eine Boolesche
Algebra ist. Von dieser werden wir dann zeigen, daf sie in der Tat ein Ge-
genmodell darstellt.

Wir definieren nun also zuniichst die Relation ~g als Teilmenge von
Lo X Ly wie folgt: es gelte ¢ ~¢ 7 genau dann, wenn ® - o = ~ und ¢ +
v = o. Vereinfachend kénnten wir beide Bedingungen in der Form ¢ - ¢ <
~ zusammenfassen (vgl. Aufgabe 11.1). Die nachfolgenden Propositionen
charakterisieren diese Relation néher.
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Proposition 11.5 ~g ist eine Kongruenzrelation auf Form(At).

Beweis. 1. Wir zeigen zunichst, daf ~¢ eine Aquivalenzrelation auf £
ist: die Symmetrie von ~g ist trivial, die Reflexivitét folgt aus Axiom (1).
Zur Transitivitat: es gelte ® - 0 = v und ¢ - v = 4. Ist eine Herleitung
von 0 = v und v = § aus ® gegeben, so fiigen wir zunéchst

(c=7)=((y=0) = (0=09)

als Instanz von Axiom (3) hinzu. Durch Anwendung des Modus Ponens
erhalten wir nun (y = 6) = (0 = J), durch eine nochmalige Anwendung
dann o = 6, demnach gilt ® - o = §. Also ist ~¢ eine Aquivalenzrelation.

2.1. Wir zeigen, dafl ~ kongruent beziiglich der Operation f- ist: es
gelte 0 ~¢ v, also @+ o0 = v und ® - v = o. Wir ergénzen eine Herleitung
von o = 7 aus ® zunéchst durch (¢ = v) = (—y = —0) (Axiom (11)).
Durch Anwenden des Modus Ponens erhalten wir dann —y = —o. Also gilt
® - =y = —0. Symmetrisch folgt ® - —o = —v. Damit gilt =0 ~3 —.

2.2. Wir zeigen, dafl ~ kongruent beziiglich der Operation f, ist: es
gelte 0 ~g o’ und v ~¢ 7. Also gibt es eine Herleitungen von o = o’
und 7 = 4" aus ®. Diese Herleitungen kénnen wir durch (o A y) = o und
(0 Ay) = 7 (Axiome (7)) verlingern. Vermoge Axiom (3) kann man aus
den Formeln (0 Ay) = o und 0 = ¢’ durch zweimaliges Anwenden des
Modus Ponens nun die Formel (o A v) = ¢/, und analog aus (o A y) = ~
sowie v = ' die Formel (o A y) = 7/ herleiten. Aus diesen beiden Formeln
und Axiom (8) erhélt man durch zweimaliges Anwenden des Modus Ponens
die Formel ((c Avy) = (¢! A+')). Es gilt also ® - ((¢ Av) = (¢! AY)).
Symmetrisch folgt ® F ((¢/ Av') = (6 A7)). Also gilt (o Av) ~a (¢! AY).

2.3 Der Nachweis, dal ~ kongruent beziiglich der Operation f, ist,
bleibt dem Leser iiberlassen.

2.4 Um schlieflich nachzuweisen, dafl ~g eine Kongruenzrelation
beziiglich f— ist, zeigen wir, dafl 0 ~¢ ¢’ und 7 ~g¢ ' stets ¢ = v ~¢
o’ = ~/ implizieren. Dazu verlingern wir eine Herleitung, die die Formeln
oc=0',0 = 0,7 = v und v = ' enthilt, wie folgt:
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(v=1)=(0=0=17) aus (2)
o= (y=7) mit MP
(c=(=79)=(c=7)=(c=17)) aus (4)
(c=7)= (=1 mit MP
(c=+)=(c=7) erhélt man analog

Also gilt (0 = 7) ~g (0 = 7). Ferner sind ableitbar

(' =0)=((c=7)= (! =7)) Axiom (3)
(0 =1")=("=7) mit MP
(a'=79")=(c=7) analog

Also gilt (6 = ') ~¢ (0! = 7). Mittels der Transitivitit von ~¢ erhalten
wir nun in der Tat 0 = v ~¢ 0’ = 7. ®

Lemma 11.6 Die Quotientenstruktur Form(At)/~g ist eine Boolesche Al-
gebra. Die Restklasse 1 := [Ag V = Ag] besteht genau aus den aus ® herleit-
baren Formeln.

Beweis. Auf der Menge Lo/~ der Aquivalenzklassen definieren wir
eine partielle Ordnung wie folgt: [0] < [v] genau dann, wenn ® + o =
~v. Wir haben zunéchst zu zeigen, dafl < unabhéngig von den gewéhlten
Reprisentanten ist. Gilt ® - 0 = 7, 0 ~¢ o und v ~¢ 7/, so folgt wie
oben bei der Transitivitit ® + ¢’ = v, bei nochmaliger Anwendung dann
® + ¢’ = 7. Der Nachweis, da§ < eine partielle Ordnung ist, ist nun leicht.

Wir zeigen nun, daf sich auf Ly/~¢ Operationen LI, 1, , — einfiihren las-
sen, die (Ly/~g,U,M, =, —) zu einer Booleschen Algebra machen. Beziiglich
< exisitieren Suprema und Infima iiber zwei-elementige Mengen: Es folgt
aus (7) [c Av] < [o] und [0 A ~v] < [y]. Aus (8) und dem Modus Po-
nens folgt [0 A y] = inf{[o],[y]}, dhnlich sieht man mit (5) und (6), dafl
[0V ~] = inf{[o],[y]}. Definieren wir [o]U[vy] = [c V] und [o]M[y] = [0 A~],
so ist demnach (Ly/~a,U,MM) ein Verband. Wegen (9) und (10) ist dieser
Verband distributiv. Wir setzen —[o] = [-o]. Aus (11) folgt leicht, dal —
wohldefiniert ist. Aus (1), (12) und (6) folgt, dafl stets ® F ((cA—o)V7y) = 7,
umgekehrt folgt ® + v = ((¢ A =) V 7) sofort aus (5). Demnach gilt
(o] M =[o]) U [y] = [y]- Ahnlich folgt ([o] U —[o]) T [y] = [4], d.h.
(Lo/~a,U,M,C,—) ist eine Boolesche Algebra (mit a C b = —a U b).
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Offenkundig bilden die aus ® herleitbaren Formeln gerade die Restklasse
1= [AQ V —|A0].

Es bleibt noch zu zeigen, dafl die Boolesche Algebra (Ly/~g,L,M, C, —)
gerade die Quotientenalgebra von Form(At) modulo ~g ist. Die Operatio-
nen LI, M, — sind offenkundig gem&f Definition genau die Operationen der
Quotientenalgebra von Form(At) modulo ~g Weiter ergibt sich aus (14)
und (15), da8 [o] T [y] = Y] U —[o] = [y V —0] = [0 = ~] ist. Also ist
(Lo/~a,U,M,C,—) in der Tat die Quotientenalgebra von Form(At) modulo
~p. B

Im nachfolgenden Beweis konnen wir nun Nutzen ziehen aus dem Begriff
der allgemeinen Bewertung und Satz 10.32.

Satz 11.7 (Vollstindigkeit des Hilbert-Kalkiils) Fiir alle ® C Ly und
v € Lo folgt aus @ = ¢ stets D+ .

Beweis. Falls ® F ¢ nicht gilt, so ist nach dem vorangegangenen Lemma
der kanonische Homomorphismus von Form(At) nach Form(At)/~¢ eine
Bewertung, die alle Formeln aus ® auf 1, ¢ jedoch nicht auf 1 abbildet.
Daher gilt nach Satz 10.32 auch nicht ¢ = ¢. ®

Bemerkung 11.8 Um aus der Formelalgebra das Gegenmodell
Form(At)/~¢ zu erhalten, hatten wir im wesentlichen Formeln iden-
tifiziert, die &quivalent beziiglich der Herleitbarkeit aus ® waren. Da
gemif Satz 11.7 der syntaktische Herleitungsbegriff mit dem semantischen
Folgerungsbegriff zusammenfillt, erhalten wir aber dieselbe Algebra, wenn
wir genau die Elemente o und < identifizieren, fiir die ® | o < ~ gilt.
Dies zeigt, dafl Form(At)/~¢ genau die aus Abschnitt 10.4 bekannte
Lindenbaumalgebra zur Formelmenge ® ist.

Aus der Vollstdndigkeit des Hilbert-Kalkiils erhalten wir nun sofort eine
interessante Schluf3folgerung.

Satz 11.9 (Kompaktheitssatz der Aussagenlogik) Es sei ® eine
mdaglicherweise unendliche Menge von Formeln und ¢ € Ly. Gilt ® = ¢, so
gibt es eine endliche Teilmenge ®y von ® mit Py = .
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Beweis. Gilt ® = ¢, so nach Satz 11.7 auch ® - ¢ und es existiert eine
Herleitung von ¢ aus ®. In dieser konnen nur endlich viele Formeln aus
® auftreten. Ist &y die Menge der Formeln aus @, die in der Herleitung
auftreten, so gilt ®g - ¢, folglich nach Lemma 11.4 auch &g+ ¢. m

Eine etwas andere Formulierung des Kompaktheitssatzes ergibt sich,
wenn wir den Erfiillbarkeitsbegriff verwenden.

Satz 11.10 Es sei ® eine mdglicherweise unendliche Menge von Formeln.
Falls jede endliche Teilmenge von ® erfillbar ist, so auch ®.

Beweis. Angenommen, ® sei unerfiillbar. Dann gilt ® = Ag A = Ay. Folglich
existiert nach dem vorangegangenen Satz eine endliche Teilmenge ®( von
® so daBl &g = Ag A —Ap. Dies impliziert aber, dal ®y unerfiillbar ist, in
Widerspruch zu unserer Annahme. Daher muf3 auch ® erfiillbar sein. m

11.2 Der Sequenzen-Kalkiil G’

Der nun zu besprechende Kalkiil, der durch seine Klarheit und Symmetrie
besticht, ist auch unter dem Namen Gentzens® System G’ bekannt. Der
Kalkiil operiert nicht auf Formeln, sondern auf komplexeren Ausdriicken,
den sogenannten Sequenzen.

Sequenzenformat der Aussagenlogik

Definition 11.11 Eine Sequenz ist ein Paar (I', A) von endlichen Folgen
I'={(y,...,Ym) und A = (d1,...,d,) von aussagenlogischen Formeln. Da-
bei kann jede der beiden Folgen leer sein, nicht jedoch alle beide. Die Folge
I" heifit das Antezedens, die Folge A heifit das Sukzedens der Sequenz (I, A).

Ublicherweise werden Sequenzen in der Form I' — A notiert. Man sollte sich
von der mannigfachen Verwendung des Zeichens — nicht verwirren lassen—
hier sind definitiv keine Abbildungen von I nach A gemeint. Intuitiv gesehen
steht I' = A fiir die Formel

(M A AYm) = (01 V... V).

3Gerhard Gentzen, ...
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Man beachte, dafl in dieser Formel die Glieder des Antezedens I" konjunktiv,
die Glieder des Sukzedens hingegen disjunktiv zu lesen sind! Selbst nach die-
ser Ubersetzung bleibt etwas unklar, wie Sequenzen zu interpretieren sind,
wo das Antezedens oder das Sukzedens leer sind. Daher werden wir formal
eine logisch #dquivalente Formel verwenden, wo sich dieses Interpretations-
problem nicht stellt.

Definition 11.12 Die zu einer Sequenz I' — A der Form ~1,...,vn —
01,...,0p assoziierte Formel ist

V...V Yn V 6 V...V,
Diese Formel werden wir kurz in der Form \/ TV \/ A notieren.

Definition 11.13 Eine Sequenz I' — A heifit giiltig, im Zeichen =T' — A,
genau dann, wenn die assoziierte Formel \/T'V \/ A eine aussagenlogische
Tautologie ist.

Der einfache Beweis des nachfolgenden Lemmas bleibt als Ubungsaufgabe
offen (vgl. Aufgabe 11.5).

Lemma 11.14 Es sei I’ — A eine Sequenz, wo alle Formeln aus ' respek-
tive A Atomformeln sind. Dann ist ' — A giiltig genau dann, wenn die
Folgen T und A ein gemeinsames Element haben.

Die in der Einleitung des Kapitels beschriebenen Probleme zu entscheiden,
ob eine aussagenlogische Formel eine Tautologie ist, oder ob sie aus anderen
gegebenen Formeln folgt, lassen sich nun in ein Problem der Giiltigkeit einer
Sequenz iibersetzen.

Lemma 11.15 FEine aussagenlogische Formel a ist genau dann eine aus-
sagenlogische Tautologie, wenn die Sequenz — « (leeres Antezedens) giiltig
ist. Ist ® = {o1,...,0,} eine endliche Menge aussagenlogischer Formeln,
so gilt ® = « genau dann, wenn die Sequenz o1, ...,0, — « giiltig ist.

Beweis. Wir zeigen nur den zweiten Teil. Es gelte ® = «. Dann ist
nach Korollar 10.25 die Formel (o1 A ... A 0,,) = «, damit auch die logisch
dquivalente Formel —o; V ...V =0, V a eine aussagenlogische Tautologie.
Somit ist g1,...,0, — «a giltig. Die Umkehrung folgt analog. m
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Kalkiilregeln und Herleitbarkeit

Gentzens Kalkiil G’ hat als Aziome alle Sequenzen der Form I' — A, wo I’
und A ein gemeinsames Element haben. Die nachfolgende Tabelle fafit die
Ableitungsregeln des Kalkiils zusammen. Hierbei steht etwa I', o, A fiir eine
Formelfolge, die an irgendeiner Stelle die Formel o enthélt.

% (A: links) F%Alﬂ’ﬁ_l)ﬁﬁl/lzﬁ_;ﬁ’ﬁw\ (A: rechts)
F’Bl’ﬁgeﬁz,&%f%/\ (V: links) % (V: rechts)
F7A?7%117£>B2,ﬁ§£7f_>/\ (=: links) % (=: rechts)
IF,;Aa?iA’i[/x\ (= links) % (—: rechts)

Jede Regel hat eine oder zwei Pramissen, die iiber dem Strich notiert sind,
und eine Konklusion, die unter dem Strich erscheint. Die Regeln haben Na-
men, die rechts vom Strich notiert sind. Die Formel, die in der Konklusion
neu entsteht, wird Hauptformel der Regeln genannt. Die mit der Hauptfor-
mel zusammenh#ngende(n) Formel(n) der Pramisse(n) sind die Nebenfor-
meln. Fiir jeden Junktor gibt es zwei Regeln, die es erlauben, den Junktor
auf der linken bzw. auf der rechten Seite einzufiihren.

Die nachfolgend einzufiihrenden Beweisbdume sind Bdume im Sinn von
Kapitel 7, wo die Knoten mit Sequenzen dekoriert sind.

Definition 11.16 Die Menge der Beweisbdume ist die kleinste Menge von
gelabelten Baumen, die unter den folgenden Bildungsregeln abgeschlossen
ist:

1. jeder Baum, der aus einem einzigen gelabelten Blatt besteht, das mit
einem Axiom gelabelt ist, ist ein Beweisbaum der Hohe 0.

2. Fiir jeden Beweisbaum der Hohe n, dessen Wurzel mit einer Sequenz
I' = A gelabelt ist, die die einzige Prémisse einer Ableitungsregel mit
Konklusion IV — A’ darstellt, ist der erweiterte Baum, der entsteht,
wenn man eine neue Wurzel IV — A’ unten anfiigt, ein Beweisbaum
der Hohe n + 1.
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3. Sind 77 und Ty Beweisbdume der Hohe n1 und ng, deren Wurzeln mit
den Sequenzen I'y — Aj und I's — As gelabelt sind, die die beiden
Priamissen einer Ableitungsregel mit Konklusion IV — A’ darstellen,
so ist derjenige Baum ein Beweisbaum, dessen Wurzel mit IV — A’
gelabelt ist, und dessen unmittelbare Teilbdume die Bdume 77 und 75
sind. Seine Hohe ist max{ni,na} + 1.

Die Menge der Ableitungsbdume ist analog definiert, nur dafl wir in 1. als
Bléatter nicht nur Axiome, sondern beliebige Sequenzen zulassen. Ein Ablei-
tungsbaum T heifit abgeschlossen, wenn jedes Blatt von T' mit einer Sequenz
gelabelt ist, die nur noch atomare Formeln enthélt.

Typischerweise wird bei der graphischen Représentation von Beweisbdumen
die Wurzel als unterster Knoten gefiihrt, Statt Kanten zu den Kindern zu
zeichnen, werden die Kinder iiber einer horizontalen Linie aufgefiihrt, wie bei
den Kalkiilregeln. Zur Illustration hier ein Beispiel fiir einen abgeschlossenen
Ableitungsbaum.

(Ag=>A)) —> ApA; AL — AgA;

(Ag=>A)) — (AgA)) A] — (AgrA,)
—> (AgrA), ~(Ag=>A,) — (AgiA)), -Aq
A(AgrA) —>= ~(Ag=>A)) A(AgrA) — -A;

Von den beiden unmittelbaren Teilbdumen ist der rechte ein Beweisbaum,
der linke hingegen nicht.

Definition 11.17 Eine Sequenz I' — A heif$t herleitbar, im Zeichen - I' —
A, genau dann, wenn es einen Beweisbaum mit Wurzel I' — A gibt.
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Korrektheit und Vollstéindigkeit

Um Korrektheit und Vollstdndigkeit zu beweisen, stellen wir zunéchst einige
einfache Hilfsbeobachtungen zusammen.

Proposition 11.18 Flir jede Regel des Kalkiils G' der Form

I'— A
IV — A/

sind die assoziierten Formeln \/T V \/ A und \/T' vV \/ A" aussagenlogisch
dquivalent. Fiir jede Regel des Kalkiils G' der Form
Fl — Al FQ — AQ
" — A/
ist die Konjunktion (V1 VVA) A (VDo VYV Ag) zur assoziierten Formel
VI7V VA" aussagenlogisch dquivalent.

Beweis. Dies folgt unter Verwendung des Ersetzungslemmas 10.19 durch
einfache Inspektion (Ubung). m

Proposition 11.19 Alle Aziome des Sequenzen-Kalkiils sind giiltig. Fiir je-
de ein-Prdamissenregel gilt: die Prdimisse der Regel ist giiltig genau dann,
wenn die Konklusion der Regel giiltig ist. Fir jede zwei- Prdmissenregel gilt:
die beiden Prdmissen der Regel sind giiltig genau dann, wenn die Konklusion
der Regel giiltig ist.

Beweis. Die zu den Axiomen nach Definition 11.12 assoziierten Disjunktio-
nen enthalten stets eine Teildisjunktion der Form « V —a und sind damit
aussagenlogische Tautologien. Also sind alle Axiome nach Definition 11.13
giiltige Sequenzen. Die weiteren Behauptungen folgen sofort aus der voran-
gegangenen Proposition.

Theorem 11.20 (Korrektheit und Vollstindigkeit des Kalkiils G')
Fine Sequenz I' — A ist giiltig genau dann, wenn FT' — A gilt.

1. Die Korrektheit des Kalkiils G’ ist einfach zu zeigen: es sei I' — A
eine herleitbare Sequenz. Dann gibt es einen Beweisbaum T mit Wurzel
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I' = A. Aus Proposition 11.19 folgt durch eine einfache Induktion iiber die
Hohe des Beweisbaums, dafi I' — A giiltig ist.

2. Wir zeigen die Vollstéindigkeit des Kalkiils G’. Es sei I' — A eine giilti-
ge Sequenz. Es sei m die Anzahl der in der Sequenz I' — A vorkommenden
Junktoren. Wenn wir die Regeln des Kalkiils etwas ndher anschauen, sieht
man, dafl Riickwértsanwendungen der Regeln immer einen Junktor elimi-
nieren. Man wird also, wenn man von einer zu testenden Sequenz I' — A
startet, durch iterierte Riickwértsanwendungen der Regeln schlielich einen
Ableitungsbaum der Hohe < m konstruieren, der bei Blittern endet, die
mit Sequenzen der Form IV — A’ gelabelt sind, die auf beiden Seiten nur
Aussagenvariablen enthalten. Aus Proposition 11.19 folgt durch eine ein-
fache Induktion, dafi all diese Blatt-Sequenzen IV — A’ giiltig sind. Aus
Lemma 11.14 folgt nun, daB all diese Sequenzen Axiome sind. Daher ist der
konstruierte Ableitungsbaum eine Beweisbaum und es gilt - T' — A. m

Ein Entscheidungsverfahren

Wir kénnen nun mit Hilfe des Kalkiils G’ entscheiden, ob eine aussagenlo-
gische Formel ¢ aus einer endlichen Menge von Formeln ® = {o1,...,0,}
folgt. Dies ist, wie wir gesehen haben, genau dann der Fall, wenn die Se-
quenz oy, ...,0, — @ giiltig ist. Um nun die Giiltigkeit von o1,...,0, = ¢
zu entscheiden, brauchen wir—wie der Beweis von Theorem 11.20 zeigte—
nur beginnend mit oy, ...,0, — ¢ die Regeln von G’ riickwiirts anzuwenden.
Falls hierbei gleich mehrere invertierte Regeln auf eine Sequenz anwendbar
sind, so wihlen wir irgendeine davon aus, um den Ableitungsbaum weiter-
zuentwickeln. Die Hohe des entstehenden Ableitungsbaums ist durch die
Anzahl der Junktoren in o4,...,0, — ¢ begrenzt. Wenn der entstehen-
de Ableitungsbaum abgeschlossen ist, so priifen wir nach, ob alle Blatter
Axiome sind. In diesem Fall, aber auch nur in diesem Fall, ist die Sequenz
01,...,0, — @ giiltig. In der Tat, falls alle Blatter Axiome sind, so ist
der entstandenen Ableitungsbaum ein Beweisbaum, und es folgt mit Theo-
rem 11.20, daf3 o1, ...,0, —  giiltig ist. Ist aber nur eines der entstandenen
Blatter kein Axiom, so ist es keine giiltige Sequenz, wie Lemma 11.14 zeigt.
Aus Proposition 11.19 folgt jetzt durch eine einfache Induktion, dafl auch
o1,...,0n — @ nicht giiltig ist.

Als Korollar erhalten wir die schon aus dem vorigen Kapitel bekannte
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Entscheidbarkeit der klassischen Aussagenlogik.

Theorem 11.21 FEs ist fiir vorgegebene Formeln v € Lo und o1,...,0, €
Ly entscheidbar, ob v eine aussagenlogische Tautologie ist, beziehungsweise
ob v aus {o1,...,0,} folgt.

Der Schnitt

Eine Regel, die es oft erlaubt, Beweisbdume stark zu verkleinern, ohne die
Korrektheit des Kalkiils zu beeintrichtigen, ist die sogenannte ,,Schnittre-
gel“, oft auch englisch ,,cut“ genannt:

' - A« a,A — 0
I'NA— A0

Es ist leicht nachpriifbar, dafl Anwendungen der Schnittregel auf giiltige
Sequenzen wieder zu einer giiltigen Sequenz fithren. Damit kénnen wir die
Schnittregel zu G’ hinzunehmen, ohne dafl neue (und damit ungiiltige) Se-
quenzen herleitbar wiirden. Die Bedeutung des Schnitts wir deutlicher, wenn
wir eine vereinfachte Variante betrachten, wo die Folge A leer ist, und wo
© aus nur einem Element besteht:

I'—« a, N — 0
I''A— 6.

Man sieht hier, dal man die Schnittformel « als eine Hilfsbehauptung anse-
hen kann. Falls wir aus I' die Hilfsbehauptung o beweisen kénnen, und falls
aus a und A dann 6 folgt, so ist damit gezeigt, dafl # aus I' und A folgt.

Es gibt einen einfachen Grund dafiir, dafl wir die Schnittregel nicht direkt
zum Kalkiil hinzugefiigt haben. Wir kénnen den Cut nicht ohne weiteres in-
vertieren. Das ndmlich wiirde voraussetzen, dafl wir die aus dem Beweis ,,ge-
schnittene“ Formel a kennen. Die Schnittformel ist aber gerade nicht aus der
Konklusion rekonstruierbar. Beweise mit und ohne Schnitt geben einen wich-
tigen Unterschied zwischen dem Vorgang des Beweisens beim Menschen und
beim Computer wieder. Der Mathematiker wird typischerweise bei komple-
xen Beweisen eine ganze Reihe geeigneter Zwischenbehauptungen einfiihren.
Zum Auffinden geeigneter Zwischenbehauptungen gehort eine gute Portion
Kreativitdt und Intuition. Es ist bislang auch nicht annéhernd gelungen,
diese Art von Kreativitit so zu formalisieren, dafl sie einem Computer in
Form eines Programms oder Algorithmus zugéinglich gemacht werden kann.
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Dies ist ein wichtiger Grund dafiir, da} die Moglichkeiten, Beweise vollau-
tomatisch mit dem Computer zu finden, bis heute stark eingeschrankt sind.

Das Problem, im mit dem Schnitt erweiterten Kalkiil G’ die Schnitt-
formel « zu finden, ist verwandt zu dem Problem, im Hilbert-Kalkiil zu
gegebener Formel 3 eine Formel « zu finden, so dal o und o« = B herleitbar
sind, um danach per Modus Ponens 5 herzuleiten. In beiden Fillen hat man
zunéchst keinen Anhaltspunkt, wie die gesuchte Formel « aussieht, da sie ja
aus der resultierenden Formel verschwunden ist.

11.3 G’ als Widerlegungs-Kalkiil

In unserem bisherigen Bild des Sequenzen-Kalkiils G’ haben wir eine Sequenz
I' = A durch die assoziierte Formel \/T' V \/ A interpretiert. Beweisbdume
waren damit Schlufifolgen, die uns von einfachsten, tautologisch richtigen
Sequenzen an den Bléttern hin zu komplexeren Tautologien an der Wur-
zel fiithrten. Basis hierfiir war die Beobachtung, dai die Konklusion einer
Sequenzenregel genau dann giiltig ist, wenn alle Pramissen ebenfalls giiltig
sind (Proposition 11.19). Wir kénnen das bisherige Bild des Gentzen-Kalkiils
G’ als affirmativen Kalkiil wie folgt zusammenfassen:

e die Herleitbarkeit einer Sequenz ist dquivalent zur Giiltigkeit der as-
soziierten Formel,

die Formeln innerhalb einer Sequenz sind disjunktiv zu lesen,

die Formeln des Antezedens sind hierbei negiert zu denken,

Aufspaltungen im Ableitungsbaum sind konjunktiv zu lesen (vgl.
Prop. 11.18).

Die nun einzufiihrende alternative Betrachtungsweise soll vorab an einem
Beispiel verdeutlicht werden.

Beispiel 11.22 Wir betrachten die Sequenz
(Ao V A1), ~ Ao, (A1 = (A2 V Ag)) — A

Im bisherigen Bild reprisentiert der Beweisbaum
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Apho—>Ah2  ApAr—> A
AphAg—>Ahy  ApA1—> AghAy

Ag (AgiA) = AyA
Ao (AgrA) = AA, 0 071 oz

Ag—>= ALAGA, Aj—> AAGA
0 o2 A1 0”2 A A 5
(A0A), (AgrA,) AyA,

(AgA) —= AAGA,

(AgA), -Ag (A =>(AyAg) — A

eine Bestitigung dafiir, dal die assoziierte Formel
_|(A0 V Al) V —|(—|A0) V _\(A1 = (AQ V Ao)) vV A, (*)

eine aussagenlogische Tautologie ist. Die Begriindung war, in kurzen Worten,
die folgende: die zu den Bléattern assoziierten Formeln enthalten allesamt
eine Teildisjunktion der Form A; V = A; und sind damit Tautologien. Wegen
Proposition 11.19 folgt dann induktiv auch, dafl (A V A1) V =(=4p) V
—(A; = (Ag V Ap)) V Ag eine Tautologie ist.

Dualisierung. Wir kénnen nun aber auch eine duale Perspektive einneh-
men. Hierzu assoziieren wir zu (Ag V A1), Ao, (A1 = (A2 V Ag) — Ay) die
neue Formel

(A(] V Al) A —=Ag A (Al = (A2 V Ao)) A —As.

Man beachte, daf3 sich diese Formel wegen der de Morganschen Regel bis
auf logische Aquivalenz genau aus der Negation der oben betrachteten
Formel (x) ergibt. Inhaltlich steht diese Formel fiir die—machfolgend zu
widerlegende—Annahme, daf§ alle Formeln im Antezedens wahr sind, al-
le Formeln des Sukzedens hingegen falsch. Die Formeln einer Sequenz sind
nun also konjunktiv zu lesen, wobei die Glieder des Sukzedens zu negieren
sind. Die Erfiillbarkeit einer Sequenz in dieser Leseart wiirde nun vorausset-
zen, dafl zumindest eine Vorgéngersequenz erfiillbar ist, wie man sich leicht
klarmacht. Induktiv verallgemeinert mufite man dann unter der obigen An-
nahme eine erfiillbare Formel an den Bléattern finden. Wie man jedoch sieht,
enthalten die zu den Bléttern in dieser Leseart assoziierten Formeln alle-
samt eine Teilkonjunktion der Form A; A = A; und sind daher unerfiillbar.
Daraus konnen wir schliefien, daf§ auch die Formel (Ag VvV A1) A—Ag A (A1 =
(A2 V Ap)) A = Az unerfiillbar ist.
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Um ein allgemeines Bild des Gentzen-Kalkiils G’ als Widerlequngs- K alkiil
zu erhalten, fiihren wir die zu einer Sequenz dual assoziierte Formel ein.

Definition 11.23 Die zu einer Sequenz I' — A der Form ~1,...,vm —
01,...,0, dual assoziierte Formel ist die Formel
ATANA = A AYm A 26 AL A,

Es gelten folgende duale Versionen der Propositionen 11.18 und 11.19.

Proposition 11.24 Fiir jede Regel des Kalkiils G’ der Form

r—A

I’ — A/
sind die dual assoziierten Formeln NTANA und NT'AN A’ aussagenlogisch
dquivalent. Fiir jede Regel des Kalkiils G' der Form

= A To— Ay

I’ — A/
ist die Disjunktion (NT1ANALD)V(AT2AN Ag) zur dual assoziierten Formel
AT AN NA" aussagenlogisch dquivalent.

Beweis. Die erste Behauptung ist sehr einfach zu zeigen: nach Propositi-
on 11.18 wissen wir, daf die zu den beiden Sequenzen (disjunktiv) assoziier-
ten Formeln aussagenlogisch #dquivalent sind. Da sich die dual assoziierten
Formeln aus diesen bis auf logische Aquivalenz durch Negation ergeben, sind
sie ebenfalls aussagenlogisch dquivalent. Die zweite Behauptung folgt analog
mit den de Morganschen Regeln. m

Proposition 11.25 Die zu den Aziomen des Sequenzen-Kalkiils G’ dual
assoziierten Formeln sind unerfillbar. Fiir jede ein-Prdamissenregel gilt: die
Prdamisse reprasentiert eine erfiillbare Formel genau dann, wenn dies auch
auf die Konklusion der Regel zutrifft. Fiir jede zwei-Pramissenregel gilt: die
Konklusion der Regel reprisentiert eine erfiillbare Formel genau dann, wenn
dies auch auf zumindest eine der Prdmissen zutrifft.

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus Proposition 11.19. m

Da wir den Begriff des Beweisbaums vollig unveréindert lassen, ergibt
sich aus Theorem 11.20 sofort die folgende duale Version.



11.4. TABLEAU-KALKULE 347

Theorem 11.26 (Korrektheit und Vollstindigkeit des Kalkiils G')
Eine Sequenz I' — A ist herleitbar (d.h. = T — A) genau dann, wenn die
dual assoziierte Formel AT A N\ A unerfiillbar ist.

Abschlieend konnen wir das DBild des Gentzen-Kalkiils G' als
Widerlequngs-Kalkiil wie folgt zusammenfassen:

e die Herleitbarkeit einer Sequenz ist dquivalent zur Unerfiillbarkeit der
dual assoziierten Formel,

e die Formeln innerhalb einer Sequenz sind konjunktiv zu lesen,
e die Formeln des Sukzedens sind hierbei negiert zu lesen,

e Aufspaltungen im Ableitungsbaum sind disjunktiv zu lesen.

11.4 Tableau-Kalkiile

Die im vorangegangenen Abschnitt besprochene Beweismethode, die auf
dem Invertieren der Regeln des Gentzen-Kalkiils beruht, hat Vor- und Nach-
teile, wenn man an eine Automatisierung denkt. Es ist angenehm, daf§ man
letztlich nur die Blétter des konstruierten Baums inspizieren mufl, um festzu-
stellen, ob die zu testende Sequenz giiltig ist. Sehr unangenehm hingegen ist,
dal man stédndig alle nicht-bearbeiteten Formeln von Knoten zu Vorgénger-
knoten weiterkopieren mufl, was augenscheinlich eine betrichtliche Redun-
danz darstellt. Ein Beispiel hierfiir sind Beweise fiir die Distributivitdt der
Junktoren A und V, wie wir sie in Beispiel 11.22 in einem speziellen Fall
gegeben hatten. Wenn wir in Kauf nehmen, dafl wir ganze Zweige inspizie-
ren, kann man sich diese Kopierarbeit weitgehend sparen. Bei der nun zu
besprechenden Methode der signierten Tableaus notieren wir beim Auflésen
einer zusammengesetzten Formel einfach, welche Anteile sich fiir die linke
und rechte Seite der nach oben entstehenden Sequenzen ergeben. Formeln
7, die bei der Umkehrung der Gentzen-Regeln auf der linken (bzw, rechten)
Seite einer Sequenz entstehen, werden mit einem entsprechenden Label ver-
sehen. Der Interpretation des Gentzen-Kalkiils G’ als Widerlegungs-Kalkiil
folgend werden wir alle Formeln v, die in einem Antezedens (Sukzedens)
entstehen, in der Form T'(v) (bzw. F(v)) markieren. Hierbei steht ,, 7 fir
Strue® und L, F¢ fiir ,,false“. Da die in einem bestimmten Schritt nicht be-
arbeiteten Formeln nun nicht mehr zu den Nachfolgerknoten weiterkopiert
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werden sollen, kann man sich nicht mehr darauf beschranken, nur diejenige
Formel weiteraufzulosen, die den zuletzt erreichten Knoten labelt. Vielmehr
miissen wir allgemeiner eine Zugriff auf all diejenigen Formeln erlauben, die
im jeweiligen Ast des bisher konstruierten Baumes zu finden sind. Diese
Formeln innerhalb eines Asts sind konjunktiv zu lesen, wie die Glieder einer
Sequenz des Kalkiils G’ im Widerlegungsbild. Aus dem in Beispiel 11.22 be-
schriebenen Beweis fiir die Sequenz (Ag V A1), = Ap, (A1 = (A2 V Ap)) — A
im Gentzen-Kalkiil G wird vermége der so skizzierten Ubersetzungstechnik
das folgende signierte semantische Tableau:

T(ATA)
T(=Ay)
T(A,=> (A,0A)

F(A,)

F(AO)

T(Ay) T(A,)

TA)  TA) TA)  TAY)

Das obere Rechteck markiert die signierten Formeln, die sich aus der Uber-
setzung der Sequenz (AgV Ay), Ao, (41 = (A2V Ap)) — As ergeben. Da in
Beispiel 11.22 alle Blétter Axiome waren, und damit ein gemeinsames Atom
auf der linken und der rechten Seite (Antezedens respektive Sukzedens) hat-
ten, wird es nicht iiberraschen, dafl wir nun entsprechend in jedem Ast des
Tableaus ein Paar von Atomformeln mit komplementérer Markierung ,, 7
beziehungsweise ,,F'“ erhalten (die betreffenden Formeln sind durch Kreise
markiert). Da wir—wie im Bild des Gentzen-Kalkiils G’ als Widerlegungs-
Kalkiil—die Formeln entlang eines Asts konjunktiv lesen wollen, reprasentie-
ren aber komplementér gelabelte Formeln einen offenkundigen Widerspruch.
Die verschiedenen Aste des Tableaus stellen aber eine vollstéindige Fallunter-
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scheidung dar. Das Tableau widerlegt demnach die im markierten Rechteck
getroffene Annahme, indem es zeigt, dafl es keine 0-1 Bewertungsfunktion
geben kann, die Ag V Aj, 7Ap und A; = (Ay V Ap) wahr macht, aber As
falsch. Wenn wir den Blickwinkel nun wieder umkehren, beweist es damit
die Giiltigkeit der Sequenz (Ao V A1), ~Ap, (A1 = (A2 V Ap)) — As.

Wir wollen nun die so skizzierte Idee ndher formalisieren.

Definition 11.27 Eine signierte Formel der Aussagenlogik ist ein Aus-
druck der Form T'(«) oder F(a), wo « eine aussagenlogische Formel ist.
Die zugehdrigen unsignierten Formeln sind « (fiir T'(«v)) respektive -« (fiir

Fa)).

Definition 11.28 Eine signierte Formel heifit erfiillbar genau dann, wenn
die zugehorige unsignierte Formel erfiillbar ist. Eine Menge signierter For-
meln heifit erfillbar genau dann, wenn die Menge der zugehoOrigen unsi-
gnierten Formeln erfiillbar ist. Eine Wahrhheitswertzuordnung g erfiillt ei-
ne signierte Formel genau dann, wenn g die zugehorige unsignierte Formel
erfiillt.

Ist « eine signierte Formel und g eine Wahrhheitswertzuordnung, so schrei-
ben wir g(a) = 1 genau dann, wenn « durch g erfiillt wird.

Gemif allgemeiner Gepflogenheit werden wir wie im obigen Beispiel Ta-
bleaus stets von oben noch unten entwickeln, und damit die Orientierung im
Gentzen-Kalkiil G’ invertieren. Aus der Ubersetzung der Regeln des Kalkiils
G’ erhalten wir dann folgende Regeln.

Definition 11.29 FErweiterungsregeln fir signierte semantische Tableaus
fiir die klassische Aussagenlogik:
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T(ay [ )

F(B, (B )
T(ay) FB)  F(By)
T(a,) L 2
B, B ) Royfog)
T@)  T®,) Fay)
F(ay)
T, =>B) Hay=> 0
TBy)  F@) T(ay)
F(ay)
T(ﬂ(]) F(—|G)
F(a) T(@)

Die komplexe signierte Formel iiber dem Strich werden wir die Hauptformel
der Regel nennen, die signierte(n) Formel(n) unter dem Strich die Nebenfor-
mel(n) der Regel. Regeln mit Teilformeln 1, 82 heiflen verzweigend, Regeln
mit Teilformeln aq, as oder a heiflen unverzweigend.

Man sieht in offenkundiger Weise, dafl die Tableau-Regeln erschépfende Fall-
unterscheidungen darstellen. Formaler kénnen wir diesen Sachverhalt wie
folgt wiedergeben:

Proposition 11.30 Es sei g eine 0-1 Bewertung. Es sei o die Hauptfor-
mel einer unverzweigenden Tableau-Regel, o/ (resp. aq sowie ag) seien die
Nebenformel(n) der Regel. Dann gilt g(o) = 1 genau dann, wenn g(o/) =1
(resp. g(a1) = 1 und g(ae) = 1). Es sei 8 die Hauptformel einer verzwei-
genden Tableau-Regel, 51 sowie By seien die Nebenformeln der Regel. Dann
gilt g(B) = 1 genau dann, wenn g(51) =1 oder g(B2) = 1.

Beweis. Trivial. m

Es bleibt noch die Art und Weise zu kliren, wie die Tableau-
Erweiterungsregeln angewandt werden kénnen.
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1. Finden wir in einem Ast an einer beliebigen Stelle die Hauptformel
einer unverzweigenden Regel, so konnen wir den Ast an der Spitze linear um
einen neuen Knoten fiir jede Nebenformel erweitern.

Hauptformel Hauptformel
E—

Nebenformeln

2. Finden wir in einem Ast an einer beliebigen Stelle die Hauptformel ei-
ner verzweigenden Regel, so konnen wir den tiefsten Knoten des Asts um
zwei Kinderknoten erweitern. Die beiden Kinderknoten werden mit den zwei
Nebenformeln gelabelt.

Hauptformel Hauptformel
—
Nebenformelr
Dementsprechend repriisentieren verschiedenen Aste Alternativen, wihrend
die Formeln auf ein und demselben Ast konjunktiv zu lesen sind. Nun 148t

sich die Menge der signierten aussagenlogischen Tableaus wie folgt definie-
ren.

Definition 11.31 Es sei {®1,...,®,} eine endliche Menge signierter For-
meln. Die Menge der signierten semantischen Tableaus fiir {®4,...,®,} ist
die kleinste Menge gelabelter Biéume, die unter den folgenden zwei Kon-
struktionsregeln abgeschlossen ist:

1. Der folgende Ast ist ein signiertes semantisches Tableau fiir
{(I)l,...,‘l)n}l
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2. Ist Ty ein signiertes semantisches Tableau fiir {®q,...,®,}, und ergibt
sich 77 aus Ty durch Anwendung einer Tableau-Erweiterungsregel, so
ist auch 77 ein signiertes semantisches Tableau fiir {®q,...,®,}.

Beispiel 11.32 Ein signiertes semantisches Tableau fiir {7(Ay V
A1), T(Ar = Az), F(Az)}:

T(AODA1)
T(Al = A2)

F(A)

T(Ay TA)

T(A F(A) T(A F(A)

2 2

Lemma 11.33 Es sei M = {®q,...,P,} eine Menge signierter Formeln.
Falls M erfillbar ist, so enthdlt jedes signierte semantische Tableau fiir M
zumindest einen Ast, so daff die Menge aller signierter Formeln auf dem
Ast erfiillbar ist.

Beweis. Das signierte Tableau, das aus nur einem Ast besteht, des-
sen Knoten mit den Formeln aus M gelabelt sind, hat nach Vorausset-
zung die oben genannte Eigenschaft. Ist nun 7y ein signiertes Tableau fiir
{®y,...,P,}, das die genannte Eigenschaft besitzt, und ergibt sich 7; aus
To durch Anwendung einer Tableau-Erweiterungsregel, so hat auch 77 die
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genannte Eigenschaft. Um dies einzusehen betrachte man einen Ast 7y von
To, so dal die Menge aller signierter Formeln auf n erfiillbar ist. Wenn g
beim Erweiterungsschritt nicht betroffen war, sind wir fertig. Wenn der Ast
mo erweitert wurde, so folgt aus Proposition 11.30, dal my Teil eines Asts
m von 77 ist, so dafl die Menge aller Formeln auf 71 erfiillbar ist. Da da-
mit die Menge der signierten semantischen Tableaus fiir {®y,...,®,}, die
die genannte Eigenschaft besitzen, unter den beiden Tableau-Bildungsregeln
aus Definition 11.31 abgeschlossen sind, folgt aus Definition 11.31, daf} alle
signierten semantischen Tableaus fiir M die genannte Eigenschaft haben. m

Definition 11.34 (i) Ein Ast eines Tableaus heifit geschlossen, wenn er
zwei Knoten enthélt, die mit komplementéren signierten Formeln der Form
T'(c) und F(a) gelabelt sind. Andernfalls heifit der Ast offen.

(ii) Ein Tableau heift geschlossen, wenn jeder seiner Aste geschlossen ist.
Andernfalls heifit das Tableau offen.

Bei der nachfolgenden Definition halte man sich vor Augen, dafl wir den
Tableau-Kalkiil als Widerlegungs-Kalkiil beschreiben.

Definition 11.35 Ein Tableau-Beweis fiir die Formel - ist ein geschlosse-
nes Tableau fiir {F(v)}. Ein Tableau-Beweis von v aus der Formelmenge
{o1,...,0,} ist ein geschlossenes Tableau fiir {F'(v),T(01),...,T(on)}-

In der Einleitung dieses Abschnitts hatten wir an einem Beispiel angedeu-
tet, wie sich Beweisbiume im Sequenzen-Kalkiil G’ in signierte semanti-
sche Tableaus iibersetzen lassen. Es sei dem Leser iiberlassen, eine formale
Ubersetzung anzugeben, mit der sich ein ganz allgemein ein Beweisbaum
im System G’ fiir eine Sequenz o4,...,0, — ¢ in einen Tableau-Beweis
von ¢ aus {oy,...,0,} transformieren liBt. Aus einer solchen Ubersetzung
erhélt man mit Theorem 11.20, daf} es stets einen Tableau-Beweis von ¢ aus
{o1,...,0,} gibt, wenn ¢ aus {o1,...,0,} folgt.

Gibt es umgekehrt einen Tableau-Beweis von ¢ aus {o1,...,0,}, so
kann {F(p),T(01),...,T(0y)} nach Lemma 11.33 offenkundig nicht erfiill-
bar sein. Also folgt in diesem Fall ¢ aus {o1,...,0,}.

Zusammenfassend erhalten wir die Korrektheit und Vollstindigkeit des
beschriebenen Tableau-Kalkiils.
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Satz 11.36 Es sei ¢ eine aussagenlogische Formel. Dann besitzt ¢ einen
Tableau-Beweis genau dann, wenn ¢ eine aussagenlogische Tautologie ist.
Es seien weiter o1, ...,0, aussagenlogische Formeln. Dann besitzt ¢ einen
Tableau-Beweis aus {o1,...,0,} genau dann, wenn ® = ¢ gilt.

Tableaus als Entscheidungsverfahren

Wenn wir den Tableau-Kalkiil zur Basis eines Entscheidungsverfahrens fiir
die Aussagenlogik machen wollen, so sollten wir eine Vorsichtsmafinahme
treffen. In der bisherigen Formulierung kann ein Tableau fiir eine endliche
Menge signierter Formeln beliebig grof§ werden. Der Grund hierfiir ist, daf
wir ein und dieselbe komplexe signierte Formel bislang beliebig oft zum Er-
weitern des Tableaus verwenden konnen. Dies ist natiirlich bei einer Imple-
mentierung nicht zu akzeptieren. Ein naheliegender Ausweg besteht darin,
jede komplexe signierte Formel nach ihrer Verwendung als ,,verbraucht“ zu
markieren. Verbrauchte Formeln diirfen nachfolgend nicht mehr zum Er-
weitern des Tableaus verwendet werden. Ein solches Vorgehen setzt frei-
lich voraus, dafl wir die Formel bei ihrer erstmaligen Verwendung gleich
zur simultanen Erweiterung all derjenigen Pfade verwenden, die durch den
Knoten gehen, der mit der betreffenden Formel gelabelt ist. Andernfalls
wiirde die Vollstandigkeit des Tableau-Kalkiils verloren gehen. Wenn wir
tatséichlich diese Vorsichtsmafinahme treffen, kann die Vollstéindigkeit nicht
eingeschriankt werden, da ja eine mehrfache Verwendung der Formel in einem
Ast nur zu einer Wiederholung bereits vorhandener Formeln fithren wiirde
(wir verzichten hier auf einen formalen Beweis). Wenn wir als Gewicht eines
Asts die Anzahl der Junktoren, die in unmarkierten signierten Formeln des
Asts vorkommen, festlegen, so sieht man, dafl jeder Erweiterungsschritt das
Astgewicht reduziert. Daher kann jeder Ast offenkundig nur maximal k£ mal
erweitert werden, wo k die Anzahl der Junktoren in der Eingabemenge von
signierten Formeln ist. Offenkundig hat dann das gesamte Tableau hochstens
2F+1 viele Knoten, und das Tableau-Entwicklungsverfahren terminiert.

Gegenmodelle aus offenen Tableaus

Eine attraktive Eigenschaft von Tableaus beruht darauf, dal man aus offe-
nen Tableaus unter bestimmten Voraussetzungen 0-1 Bewertungen erhalten
kann, die konkret zeigen, wie die Eingabeformelmenge zu erfiillen ist. Wir
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nennen ein Tableau vollstindig entwickelt, wenn jeder seiner Aste die folgen-
den Bedingung erfiillt: jede komplexe Formel, die sich auf dem Ast befindet,
wurde zumindest einmal zum Erweitern des Asts verwendet. Im vorangegan-
genen Abschnitt hatten wir eine Mdoglichkeit gezeigt, wie man in systema-
tischer Weise mit endlich vielen Erweiterungen ein vollstéindig entwickeltes
Tableau fiir eine gegebene endliche Menge signierter Formeln erhalten kann.
Wenn nun ein solches vollstandig entwickeltes Tableau einen offenen Ast
enthélt, so konnen wir dadurch eine partielle 0-1 Belegung erhalten, daf
wir jede Atomformel A;, die mit Signum ,,7“ (,,F'¢) im Ast auftritt, auf 1
(respektive 0) abbilden. Jede 0-1 Bewertung die diese partielle Bewertung
erweitert, bildet die Menge der zu den Eingabeformeln gehérenden unsi-
gnierten Formeln auf 1 ab. Auch hier geben wir keinen formalen Beweis,
sondern begniigen uns mit einem Beispiel.

Beispiel 11.37 Wir wollen testen, ob die Formeln AgV Ay, Ay, Ag = (AzV
Ag) die Formel As impliziert. Da wir eine Widerlegungsstrategie verfolgen,
untersuchen wir, ob die Formelmenge {AgV A1, —A1, Ag = (AgV A3), = As}
erfiillbar ist. Hierzu konstruieren wir das in Abbildung 11.2 dargestellte
vollstandig entwickelte Tableau fir {T'(Ag V A1),T(—A1),T(Ay = (A2 V
As)), F(A2)}. Wir erhalten einen offenen Ast mit den atomaren signierten
Formeln T'(Ap), F(A1), F(A2),T(As). Die 0-1 Bewertung, die Ap und Az auf
1, Ay und A, auf 0 abbildet, zeigt, daf3 {AO\/Al, —A1, Ay = (A2 \/Ag), —|A2}
erfiillbar ist.

11.5 Der Resolutions-Kalkiil

Die Bedeutung des nun zu besprechenden Resolutions-Kalkiils beruht vor
allem darauf, dafl die spéter betrachtete Erweiterung auf pridikatenlogi-
sche Formeln, die auf dem aussagenlogischen Formalismus aufbaut, eines
der wichtigsten Beweisverfahren fiir die Pridikatenlogik darstellt.

Klauselformat des Aussagenlogik

Ausgangspunkt des Verfahrens ist eine Darstellung aussagenlogischer For-
meln im sogenannten Klauselformat. Um diese Format einzufiihren, bespre-
chen wir zunéchst zwei Normalformen fiir aussagenlogische Formeln.
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T(ATA)
T(-A,)
T(A,=>(A,0A,)

F(A

2)

T(Ay) T(A,)

TA)  TA) TA) TR

Abbildung 11.2: Ablesen eines Gegenmodells aus einem offenen Tableau

Definition 11.38 Ein Literal ist eine Aussagenvariable oder eine negierte
Aussagenvariable. Zwei Literale der Form A; und —A; werden komplementdr
genannt.

Sind L; und Ly komplementére Literale, so schreiben wir L; = Ly und
_E2 = Ll.

Definition 11.39 Eine aussagenlogische Formel « ist in konjunktiver Nor-
malform falls sie die Form

n my

AV Lij)

i=1 j=1
hat, wobei die Teilformeln L; ; Literale sind. Eine aussagenlogische Formel
« ist in disjunktiver Normalform, falls sie die Form

(A Lij)
1j=1

<3

2

hat, wobei die Teilformeln L; ; Literale sind.
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Satz 11.40 Zu jeder aussagenlogischen Formel o kann man effektiv eine
aussagenlogisch dquivalente Formel [ berechnen, die in konjunktiver (dis-
Junktiver) Normalform. ist.

Beweis. Der wohl schonste Beweis ergibt sich unter Verwendung des
Gentzen-Kalkiils G’ wie in den Aufgaben 11.9 und 11.10 angedeutet. Nach-
folgend skizzieren wir einen weiteren, direkten Beweis. Wir verwenden, daf3
die folgenden Formeln stets aussagenlogisch dquivalent sind:

vy=40 und dV -y
—(yAd) und =0V -y
—(yV4e) und -0 Ay

—(=6) und o

vV (01 Ad2) und
(01 Ad2) Vv und
v A (01 Vd2) und
(01 V d2) Ay und

Damit konnen wir zunéchst eine zur gegebenen Formel dquivalente Formel
bilden, in der der Junktor ,,= “ nicht mehr vorkommt. Nachfolgend kénnen
wir die drei Regeln zur Negation so oft wie moglich in gerichteter Form von
links nach rechts anwenden. Man kann sich iiberlegen, dafl dieses Verfahren
terminiert. Die resultierende Formel besitzt Negationszeichen ,,—“ nur noch
direkt vor Atomformeln. Anschlielend wenden wir die ersten beiden (resp.
die beiden unteren) Distributivitétsregeln so oft wie moglich in gerichteter
Form von links nach rechts an. Auch dieses Verfahren terminiert und liefert
die konjunktive (resp. disjunktive) Normalform.

Der Resolutions-Kalkiil verwendet Formeln in konjunktiver Normalform.
Diese werden allerdings leicht verédndert, ndmlich als Mengen von Literalen
dargestellt.

Definition 11.41 Eine Klausel ist eine—moglicherweise leere—endliche
Menge von Literalen.

Die leere Klausel wird allgemein in der Form ,,0 notiert.
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Definition 11.42 Es sei ¢ = /\?:1(\/;”:11 L; ;) eine aussagenlogische Formel
in konjunktiver Normalform. Die zu ¢ assoziierte Klauselmenge ist My :=
{{Li,la e ’Li,mi} | 7= 1, e ,TL}.

Definition 11.43 Die zu einer nichtleeren Klausel K = {Ly,..., L} as-
soziterte Formel ist die Disjunktion \/ K := L{ V ...V L,,. Die zu einer
Klauselmenge M = {Ky,...,K,} assoziierte Formel ist die Formel in kon-
junktiver Normalform ¢nr := Ajn;(V K3).

Die zu einer Klausel assoziierte Formel ist natiirlich nur bis auf eine ir-
relevante Reihenfolge der Disjunktionsglieder eindeutig. Die zu der leeren
Klausel assoziierte ,,leere Disjunktion® ist bislang nicht formal als Formel
eingefithrt. Wir konnen jede unerfiillbare Formel (also etwa Ag A =Ap) als
assoziierte Formel in diesem Spezialfall verwenden. Wihrend die zur lee-
ren Klausel assoziierte Formel damit unerfiillbar ist, ist fiir eine nichtleere
Klausel K offensichtlich \/ K stets erfiillbar. Wir definieren nun den Erfiill-
barkeitsbegriff fiir Klauselmengen.

Definition 11.44 Eine Klauselmenge M heif3t erfillbar, falls die Menge der
zu Klauseln aus M assoziierten Formeln erfiillbar ist im Sinn von Definiti-
on 10.13.

Lemma 11.45 FEine aussagenlogische Formel in konjunktiver Normalform
ist (un)erfillbar genau dann, wenn die zugehiorige Klauselmenge (un)erfill-
bar ist.

Hintergrund

Der Hintergrund des Resolutions-Kalkiils 148t sich wie folgt darstellen. Wir
interessieren uns eigentlich fiir das Problem, ob eine aussagenlogische Formel
¢ aus einer endlichen Menge von Formeln ® = {oy,...,0,} folgt. Dieses
Problem wird nun wie folgt iibersetzt in ein Problem, wo die Erfiillbarkeit
einer endlichen Klauselmenge M zu testen ist:

Zunichst gilt nach Lemma 10.23 & | ¢ genau dann, wenn
{o1,...,0n, "¢} beziehungsweise o1 A ... A 0, A = unerfiillbar ist. Es sei
nun Y eine logisch zu o1 A ... A o, A = dquivalente Formel in konjunktiver
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Normalform und My, die assoziierte Klauselmenge. Lemma 11.45 zeigt in Zu-
sammenhang mit obigen Schritten, dafl ® = ¢ genau dann gilt, wenn My, un-
erfiillbar ist. Wir kénnen daher das Ausgangsproblem darauf zuriickfiihren,
die (Un)erfiillbarkeit einer endlichen Klauselmenge zu testen. Genau einen
solchen Test liefert der Resolutions-Kalkiil.

Der Resolutions-Kalkiil

Der Resolutions-Kalkiil operiert auf Klauselmengen. Es gibt eine einzige
Regel, die es erlaubt, neue Klauseln hinzuzufiigen. Dies soll zuerst dargestellt
werden, bevor wir das Rahmenschema des Kalkiils beschreiben.

Definition 11.46 Es seien K; und Ky zwei Klauseln einer Klauselmenge
M, die komplementire Literale L € K7 und L € Ky enthalten. Dann heifit
die Klausel

K := (K \{L})U (K2 \ {L})

eine Resolvente der Klauseln K7 und K5. Die Resolvente darf zur Klausel-
menge M hinzugefiigt werden.

Beispiel 11.47 Es sei K1 = {Ao, —|A1, Ag}, K2 = {Ao,AQ, —|A3}. Dann ist
{Ap, A1, Ag} eine Resolvente von K; und Ko.

Die Eingabe des aussagenlogischen Resolutions-Kalkiils ist eine Menge
von Klauseln M. In jedem Schritt wird eine Resolvente aus zwei beliebigen
Klauseln der aktuellen Klauselmenge gebildet, die zu der Menge der be-
reits existierenden Klauseln hinzugefiigt wird. Das Verfahren kann auf zwei
Weisen terminieren.

1. Es wird die leere Klausel ,,0% erzeugt. Dann bricht das Verfahren ab
und meldet die Unerfiillbarkeit von M.

2. Obwohl ,,0“ kein Element der Klauselmenge ist, kann keine neue Re-
solvente mehr gebildet werden, die nicht schon in der Menge der aktuell
vorhandenen Klauseln ldge. Dann bricht das Verfahren ab und meldet
die Erfiillbarkeit von M.
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Es ist ganz leicht einzusehen, daf§ das Verfahren fiir eine endliche Eingabe-
menge M stets terminiert, da man iiber der endlichen Menge von Aussa-
genvariablen, die in M dann vorhanden sind, nur endlich viele verschiedene
Klauseln bilden kann.

Beispiel 11.48 Es sei M die Menge mit den Klauseln K; := {4y, A1},
Ky = {—=A1}, K3 := {Ay,-Ap} und Ky := {—A2}. Dann koénnen wir im
Resolutions-Kalkiil aus K; und Kj die Klausel K5 := {Ap} resolvieren,
anschlieffend aus K3 und K5 die Klausel K¢ := {A2}. Schlielich ergibt sich
aus Kg und K, die leere Klausel ,,0% Demnach ist die Klauselmenge M
unerfiillbar.

Korrektheit und Vollstindigkeit

Die Korrektheit des Resolutions-Kalkiils ist leicht zu zeigen. Sie basiert auf
folgendem Lemma.

Lemma 11.49 Es sei Ky eine Resolvente der Klauseln Ki; und Ko der
Klauselmenge M. Dann folgt \| Ko aus \/ K1 AN\ Ko, und M 1ist erfillbar
genau dann, wenn auch M U{Ky} erfillbar ist.

Beweis. Selbstversténdlich ist M stets erfiillbar, wenn M U{ K} erfiillbar ist.
Wir zeigen, dafl \/ Ky aus \/ K1 und \/ K5 folgt. Damit folgt insbesondere,
daB M U{Ky} erfiillbar ist, falls M erfiillbar ist.

Es sei g eine 0-1 Bewertung, die \/ K; und \ Ko auf 1 abbildet.
Es sei etwa Ki = {L,L1,...,Ly}, Ko = {L,L},...,L),} und Ky =
{Ly,..., Ly, LYy,..., L }. Wir unterscheiden 2 Fille.

Fall 1: g(L) = 1. In diesem Fall folgt g(L) = 0 und damit g(L} V...V
L) =1. Also gilt g(\ Ko) = 1.

Fall 2: g(L) = 0. In diesem Fall folgt g(L1 V...V Ly,) =1 und g(\ Ky) =
1.m

Lemma 11.50 (Korrektheit des Resolutions-Kalkiils) Wenn bei
Eingabe von M im Resolutions-Kalkiil die leere Klausel herleitbar ist, so ist
M unerfillbar.
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Beweis. Es sei bei Eingabe von M im Resolutions-Kalkiil die leere Klau-
sel ,,0“ herleitbar. Da die leere Klausel unerfiillbar ist, ist dann die nach
der Herleitung der leeren Klausel angehdufte Klauselmenge unerfiillbar. Aus
Lemma 11.49 folgt mittels Induktion sofort, dafl dann auch die Eingabemen-
ge M unerfiillbar ist. m

Um den Beweis der Vollstandigkeit des Resolutions-Kalkiils vorzuberei-
ten, betrachten wir den folgenden Baum 7., den wir den semantischen
Baum nennen wollen.

Man beachte, daf8 die Aste von ..., gerade die moglichen 0-1 Bewertungs-
funktionen reprisentieren. Jedem Knoten von 7., konnen wir die Menge
all derjenigen 0-1 Bewertungen zuordnen, die auf den Pfaden durch diesen
Knoten realisiert werden.

Im nachfolgenden bezeichnet M stets eine Klauselmenge.

Definition 11.51 Ein Knoten n von T, heif3t Fehlerknoten fiir M unter
den folgenden Bedingungen.

1. Es gibt eine Klausel K € M so, daf} jede dem Knoten 7 zugeordnete
0-1 Bewertungsfunktion die Formel \/ K auf 0 abbildet,

2. m ist ein minimaler Knoten mit dieser Eigenschaft, das heifit kein
Vorgénger von n hat die Eigenschaft 1.

Wir sagen, dafl die Klausel K bei n widerlegt wird.
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Beispiel 11.52 Es sei M wie in Beispiel 11.48 die Menge, die die Klauseln
Kq = {Ao,Al}, Ky = {—\Al}, K3 = {A27_|A0} und Ky := {—|A2} enthéalt.
In der folgendenden Figur sind die Fehlerknoten fiir M schwarz markiert; die
Labels geben die Klauseln wieder, die an dem betreffenden Knoten widerlegt
werden.

Definition 11.53 Das Gewicht von 7T, beziiglich der Klauselmenge M ist
die Anzahl der Knoten von 7,,, die selbst keine Fehlerknoten sind, und die
auch nicht unterhalb eines Fehlerknotens fiir M liegen.

Beispiel 11.54 Es sei M wie in Beispiel 11.52. Dann hat 7, beziiglich M
das Gewicht 4.

Wir wiederholen an dieser Stelle das folgende Lemma von Kénig (cf. Lem-
ma 7.34:

Lemma 11.55 FEin endlich verzweigender Baum, der keinen unendlichen

Pfad hat, ist endlich.

Lemma 11.56 FEs sei M eine Klauselmenge. Dann ist das Gewicht von
Toem beziiglich M endlich genau dann, wenn M unerfillbar ist. Das Gewicht
Vo1 Toem beziiglich M ist O genau dann, wenn M die leere Klausel enthdlt.

Beweis. Es sei das Gewicht von T, beziiglich M endlich. Wenn wir
eine 0-1 Bewertungsfunktion g als Pfad in 7., auffassen, so geht dieser
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durch einen Fehlerknoten, da ansonsten alle Punkte des unendlichen Pfades
von g zum Gewicht einen Beitrag 1 leisten wiirden. Damit erfiillt aber g
die betreffende Klausel von M nicht, die an diesem Fehlerknoten widerlegt
wird. Somit erfiillt g auch M nicht.

Es sei M unerfiillbar. Da ein Pfad ohne Fehlerknoten eine 0-1 Bewer-
tungsfunktion repréisentieren wiirde, die jede Klausel aus M und damit ganz
M erfiillt, so liegt auf jedem Pfad von 7., ein Fehlerknoten. Nach Konigs
Lemma ist dann derjenige Teil von 7., der aus den Knoten oberhalb der
Fehlerknoten besteht, endlich. Damit hat 7., beziiglich M endliches Ge-
wicht.

Hat das Gewicht von T, beziiglich M den Wert 0, so ist die Wurzel von
Teem €in Fehlerknoten beziiglich M. Daher mufi M eine Klausel enthalten,
die von keiner Belegung erfiillt wird. Dies kann nur die leere Klausel sein.
Umgekehrt ist die Wurzel von T, beziiglich M ein Fehlerknoten von M,
wenn M die leere Klausel enthélt. m

Wir kénnen nun die Vollsténdigkeit des aussagenlogischen Resolutions-
Kalkiils beweisen.

Theorem 11.57 (Vollstéindigkeit des Resolutions-Kalkiils) Bei Ein-
gabe einer unerfillbaren Klauselmenge M ist im Resolutions-Kalkiil stets die
leere Klausel herleitbar.

Beweis. Es sei M eine unerfiillbare Klauselmenge. Dann hat der seman-
tische Baum 7, beziiglich M nach Lemma 11.56 endliches Gewicht n. Wir
verwenden nun Induktion nach n. Falls n = 0 gilt, so enthélt M nach Lem-
ma 11.56 die leere Klausel und wir sind fertig. Andernfalls mufl es einen
Knoten 79 in 7., geben, so dafl beide unmittelbaren Nachfolgerknoten 7,
und 7y Fehlerknoten beziiglich M sind. In der Tat konnte man ansonsten
sofort einen unendlichen Pfad finden, der keinen Fehlerknoten beziiglich M
enthélt. Wir betrachten nun gem#f der nachfolgenden Abbildung die beiden
Klauseln K7 und K» aus M, die bei 71 und 7y widerlegt werden. Die beiden
Wege, die von 19 zu 11 und 7 fithren, seien hierbei mit den komplementéren
Literalen A; und —A; gelabelt.
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Nun muf} aber K7 das Literal —A; enthalten, andernfalls wire ndmlich K4
bereits bei 79 (oder oberhalb) widerlegt, was der Definition des Fehlerkno-
tens widersprechen wiirde. Aulerdem muf die (nicht zu M gehorende) Klau-
sel K1\ {—A;} bereits bei 19 oder oberhalb widerlegt sein. Analog mufl Ko
das Literal A; enthalten, und Ks \ {A4;} muf} bereits bei 1y oder oberhalb
widerlegt sein. Wenn wir nun die Resolvente

Ko == (K1 \ {~A;}) U (K2 \ {Ai})

aus K7 und K> bilden, so ist die neue Klausel K bereits bei g oder ober-
halb widerlegt. Damit hat 7., beziiglich M U{Kj} kleineres Gewicht als n.
Nach der Induktionsvoraussetzung kénnen wir damit aus M U{Ky} die leere
Klausel resolvieren. Damit ist die leere Klausel auch aus M selbst herleitbar.
| |

Wir kénnen den im Beweis geschilderten Prozefl der Gewichtsverringe-
rung durch Resolventenbildung anhand von Beispiel 13.32 verfolgen. Wir
betrachten wieder die Klauseln Ky := {Ag, A1}, Ky = {-A1}, K3 =
{A2,-Ap} und Ky := {—As}. Die Klauseln K4 und K3 enthalten die kom-
plementéren Literale -As und Ao, wie man bereits der Abbildung in Bei-
spiel 13.32 entnehmen kann. Durch Resolventenbildung erhalten wir die neue
Klausel K5 := {=Ap}. Der semantische Baum hat nunmehr nur noch Ge-
wicht 2 beziiglich der vergroflerten Klauselmenge:

Eine zweite Resolventenbildung mit Ky und K7 liefert K¢ := {Ao}, wodurch
der semantische Baum Gewicht 1 bekommt:
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Schliefflich liefern K5 und Ky die leere Klausel K7 als Resolvente, und der
semantische Baum erhilt Gewicht 0:

oKz

Bemerkung 11.58 Unsere Darstellung, die sich an der iiblichen Darstel-
lung des Resolutions-Kalkiils orientierte, folgte dem Bild des Resolutions-
kalkiils als Widerlegungskalkiil. Die Herleitung der leeren Klausel interpre-
tierten wir als Beweis der Unerfiillbarkeit der Eingabeklauselmenge. Wir
hatten bereits der Darstellung des Gentzen-Kalkiils gesehen, dafl ein und
dasselbe Beweissystem unter Umstdnden wahlweise als Widerlegungskalkiil
oder als affirmativer Kalkiil aufgefait werden kann, je nach der Art und
Weise, wie man die Ausdriicke des Kalkiils als Formeln deutet. Genau diese
Art von Dualismus findet man auch beim Resolutions-Kalkiil.

Anstatt Klauseln als Disjunktionen zu lesen und eine Klauselmenge als
Konjunktion der zu den Klauseln gehérenden Disjunktionen, kann man auch
dual Klauseln als Konjunktionen lesen. Jede Klauselmenge wird dann inter-
pretiert als Disjunktion {iber die zu den Klauseln gehérenden Konjunktionen.

Das Hinzufiigen einer neuen Resolvente, das sich der Form nach in kei-
ner Weise verdndert, erhilt nunmehr gerade die Giiltigkeit der Klauselmenge
beziehungsweise der zugeordneten Formel. Dies kann man leicht wie folgt
einsehen. Offenbar entsteht aus einer giiltigen Formel — also einer Tautolo-
gie — wieder eine Tautologie, wenn sie disjunktiv mit einer neuen Formel
verkniipft wird. Also erhéilt das Hinzufiigen einer neuen Klausel trivialer-
weise die Giiltigkeit der zugeordneten Formel. Es sei umgekehrt die nach
Hinzufiigen einer Resolvente entstandene Klauselmenge in der neuen Les-
art eine giiltige Formel. Jede 0-1 Bewertungsfunktion, die die Resolvente
— beziehungsweise die zugeordnete Konjunktion — auf 1 abbildet, bildet
zumindest eine der Elternklauseln auf 1 ab. Hieraus folgt aber sofort, daf
auch die Ausgangsklauselmenge giiltig ist.

Die leere Klausel, als triviale Konjunktion, ist nunmehr tautologisch
wahr. Nach Herleitung der leeren Klausel haben wir eine Disjunktion vor-
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liegen, die eine Tautologie als Disjunktionsglied enthélt, die also selbst Tau-
tologie ist. Daher zeigt die Herleitbarkeit der leeren Klausel in diesem Bild
gerade die Giiltigkeit der Eingabeklauselmenge an.

11.6 Aufgaben zu Kapitel 11

Aufgaben zu Teilkapitel 11.1

Aufgabe 11.1 Es sei ® eine Formelmenge, ¢ und v seien Formeln. Wie
immer sei o < 7 eine Abkiirzung fiir die Formel (o = v) A (7 = o). Zeigen
Sie, da im Hilbert-Kalkiil aus ® -0 = vy und ® - v = o stets ® -0 < «v
folgt und umgekehrt.

Aufgabe 11.2 Welches Axiom miifite man zum Hilbert-Kalkiil hinzufiigen,
um — unter Erhaltung der Korrektheit des Kalkiils — moglichst bequem
aus Formeln a und g die Konjunktion o A § herleiten zu kénnen? Wie séihe
die Herleitung aus?

Aufgabe 11.3 Es seien « und 8 Formeln. Geben Sie eine Herleitung von
—(aV f) = (ma A=) im Hilbert-Kalkiil an.

Aufgabe 11.4 Erledigen Sie den Subfall 2.3 im Beweis von Propositi-
on 11.5.

Aufgaben zu Teilkapitel 11.2

Aufgabe 11.5 Essei ' — A eine Sequenz, wo alle Formeln aus I" respektive
A Atomformeln sind. Zeigen Sie, daBl I' — A giiltig ist genau dann, wenn
die Folgen I" und A ein gemeinsames Element haben.

Aufgabe 11.6 Zeigen Sie: Fiir jede Regel des Kalkiils G’ der Form
r—A
7 — A/
sind die assoziierten Formeln \/T V \/ A und \/I" Vv \V A’ aussagenlogisch
dquivalent.
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Aufgabe 11.7 Beweisen Sie die Giiltigkeit der Sequenz
—|(A0 vV Al) — =Ag AN —Aq,

indem sie einen Beweisbaum angeben, dessen Wurzel mit der Sequenz gela-
belt ist.

Aufgabe 11.8 Beweisen Sie die Giiltigkeit der Sequenz
AV (A1 AN Ag) — (A(] V Al) AN (A(] V Ag),

indem sie einen Beweisbaum angeben, dessen Wurzel mit der Sequenz gela-
belt ist.

Aufgabe 11.9 Ein Literal ist eine Atomformel oder eine negierte Atom-
formel. Eine aussagenlogische Formel v heifit in konjunktiver Normalform
falls v eine Konjunktion von Formeln ist, die ihrerseits Disjunktionen von
Literalen sind. Zeigen Sie, dal es zu jeder aussagenlogischen Formel « ei-
ne logisch dquivalente Formel in konjunktiver Normalform gibt. Anleitung:
geben Sie zunichst eine Sequenz an, deren assoziierte Formel zu a &dqui-
valent ist. Konstruieren Sie einen abgeschlossenen Ableitungsbaum fiir die
Sequenz. An diesem Baum kann man eine zu « logisch dquivalente Formel
in konjunktiver Normalform ablesen — wie?

Aufgaben zu Teilkapitel 11.3

Aufgabe 11.10 Die nachfolgende Aufgabe kann als eine duale Version von
Aufgabe 11.9 betrachtet werden. Eine aussagenlogische Formel ~ heifit in
disjunktiver Normalform falls v eine Disjunktion von Formeln ist, die ihrer-
seits Konjunktionen von Literalen sind. Zeigen Sie mit Hilfe des Bildes von
G’ als Widerlegungs-Kalkiil, daf es zu jeder aussagenlogischen Formel « eine
logisch #quivalente Formel in disjunktiver Normalform gibt. Tip: Ubersetzen
Sie die Methode aus Aufgabe 11.9.

Aufgaben zu Teilkapitel 11.4

Aufgabe 11.11 Geben Sie ein geschlossenes Tableau fiir
{T(~(Ao v A1), F(=Ag A A1)}
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an, indem Sie den in Aufgabe 11.7 konstruierten Beweisbaum im Gentzen-
Kalkiil iibersetzen.

Aufgabe 11.12 Geben Sie ein geschlossenes Tableau fiir
{T(AO vV (Al VAN A2)),F((AO V Al) AN (A(] V Ag))}

an, indem Sie den in Aufgabe 11.8 konstruierten Beweisbaum im Gentzen-
Kalkiil iibersetzen.

Aufgabe 11.13 Axiom (1) des Hilbert-Kalkiils lautet o — . Zeigen Sie
die Giiltigkeit dieses Axioms, indem Sie ein geschlossenes Tableau fiir

{Flaa = )}

konstruieren. Beweisen Sie auf dieselbe Weise die Giiltigkeit aller Axiome
des Hilbert-Kalkiils.

Aufgabe 11.14 Gegeben sei die Formel o der Form
(AO — (Al V (AQ = AO))) VAN ((Ao V Ag) = (A1 V (AQ = Al)))

Geben Sie alle Wahrheitswertbelegungen an, die die Formel auf 0 abbilden,
indem sie ein vollstindig entwickeltes Tableau fiir {«} konstruieren, und
dort die offenen Aste betrachten.

Aufgaben zu Teilkapitel 11.5

Aufgabe 11.15 Unter welchen Umstédnden kann man eine Resolvente zwi-
schen ein und derselben Klausel K bilden? Wie 148t sich die Resolvente
beschreiben?

Aufgabe 11.16 Geben Sie eine Abschitzung an, wieviel Klauseln im
Resolutions-Kalkiil bei Eingabe einer Klauselmenge M, in der n verschiede-
ne Atomformeln auftreten, héchstens erzeugt werden kénnen.

Aufgabe 11.17 Zeigen Sie mit Hilfe des Resolutions-Kalkiils die Unerfiill-
barkeit der Menge M mit den Klauseln {Ag, Aa, = A1}, {Ao, 41}, {As, ~Ao},
{~4s, 2 Ao}, {-A2}.
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Aufgabe 11.18 Zeichnen Sie im semantischen Baum 7., die Fehlerkno-
ten beziiglich der Menge M mit den Klauseln {Ag, A3, —A1}, {Ao, 41},
{As, - Ao}, {—As3,—Ap}, {—A2} ein. Zeigen Sie, wie Resolutionsschritte zur
Gewichtsverringerung beitragen, bis schlieilich die leere Klausel hergeleitet
ist.

Aufgabe 11.19 Welche Klauseln sind durch iterierte Resolventenbildung
aus der Klauselmenge {{Ao, A1, A2}, {—4p, A1, As}} herleitbar?

Aufgabe 11.20 Gegeben sei das aussagenlogische (bzw. variablenfreie)
Prolog-Programm mit den Klauseln

A :— B,C,E.
B :— C,D.
E :— B,C.
C.

D.

und das Goal A. Betrachten Sie die dazugehorige Klauselmenge
{{-A,B,C,E},{-B,C,D},{—-E,B,C},{-C},{—-D},{A}}. Geben Sie ei-
ne Herleitung der leeren Klausel im Resolutionskalkiil an, die die Prolog-
Abarbeitung imitiert.

Aufgabe 11.21 Geben Sie eine vereinfachte Variante des Beweises von
Theorem 11.57 fiir den Fall, daf§ die Eingabe-Klauselmenge M endlich ist.
Es soll die Verwendung von Koénigs Lemma eliminiert werden.

11.7 Bibliographische Angaben

To be added.
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12

Pradikatenlogik 1. Stufe

Im Rahmen der Aussagenlogik hatten wir eine sehr primitive Formalisierung
des Umgangs mit mathematischen Aussagen erreicht. Modellieren konnten
wir lediglich die Verkniipfung von Aussagen mit Hilfe von Junktoren. Es
war aber nicht moglich, auf die innere Form der atomaren Aussagen selbst
Bezug zu nehmen, da wir diese als unstrukturierte Variablen behandelt hat-
ten. Insbesondere blieb die Rolle der Quantoren beim in Kapitel 1 kurz
angedeuteten Ubergang von Aussageformen zu Aussagen vollig ungeklirt.
Damit blieb jedoch fiir viele offenkundig richtige Schluifolgerungen eine for-
male Analyse unmdoglich. Wir kénnen dies mit einem oft zitierten Beispiel
verdeutlichen: aus den beiden Aussagen ,,Alle Menschen sind sterblich “ und
,,Sokrates ist ein Mensch® folgt die Aussage ,,Sokrates ist sterblich“. Dies
ist aber keine aussagenlogische Folgerung.

In der Prddikatenlogik bemiiht man sich um eine weitergehende Prézi-
sierung des Begriffs der ,,mathematischen Aussage“, der ,,Folgerungsbezie-
hung“ und des ,,Beweises“. Charakteristisch ist die Verwendung der Quan-
toren ,,V* (lies: fiir alle) und ,,3“ (lies: es existiert ein) als Zeichen der forma-
len Sprache. Allerdings ist die im nachfolgenden betrachtete Prddikatenlogik
erster Stufe beim Gebrauch dieser Quantoren deutlichen Einschrinkungen
unterworfen. Betrachtet werden lediglich Aussagen, wo Quantifizierungen
mittels ,,3“ und ,,V“ sich nur auf Elemente beziehungsweise Individuen be-
ziehen.! Unter der so gegebenen Einschrinkung werden wir nachfolgend ei-

'Im Gegensatz hierzu ist in der Logik hoherer Stufe, auf die wir hier nicht eingehen,
auch eine Quantifizierung iiber Teilmengen und komplexere Objekte moglich.

371
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ne partielle Formalisierung der oben genannten Begriffe erreichen. Zunéchst
miissen die sprachlichen Ausdrucksmittel genau beschrieben werden. Wie
immer ist es ein wichtiges Ziel der einzufiihrenden formalen Sprache, daf
alle Ambiguitdten vermieden werden.

12.1 Syntax der Pridikatenlogik

Die Pradikatenlogik erster Stufe basiert auf einer Familie von Sprachen. Jede
dieser Sprachen wird verwendet zur logischen Beschreibung von Strukturen
einer festen Signatur . Demzufolge ist die Signatur gerade der Parameter,
der die konkrete Sprache festlegt. Nachfolgend sei ¥ eine fest gewéhlte Si-
gnatur, die das Gleichheitssymbol ,,=* nicht enthalten soll. Wie in Kapitel 6
bezeichnen wir mit ¥ die Menge der Funktionssymbole aus X, mit 3 die
Menge der Relationssymbole aus 3 und mit X¢ die Menge der Individuen-
konstanten aus X..

Die Beschreibung der Sprache Ly der Préadikatenlogik erster Stufe zur
Signatur X vollzieht sich in drei Schritten. Wir werden zunéchst den Zei-
chenvorrat angeben, danach die syntaktischen Ausdriicke, mittels derer wir
auf Individien einer Struktur referieren, danach die Formeln der Sprache
definieren, die als Aussagen und Aussageformen aufzufassen sind.

Zeichenvorrat

Zunichst hier also das Alphabet der Sprache Ly, der Pradikatenlogik erster
Stufe zur Signatur X.

Definition 12.1 Das Alphabet der Sprache Ly umfafit die folgenden Sym-
bole:

(1) eine abzéhlbar unendliche Menge von (Individuen-) Variablen X =
{v; | i € N},
(2) aussagenlogischen Junktoren —, A, V, =,

(3) die Quantoren ¥V (Allquantor; lies: , fiir alle“) und 3 (Existenzquantor;
lies: ,,es existiert ein),
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(4) die Klammern “(” und “)” sowie das Komma “,” als Hilfszeichen,

(5) die Symbole der Signatur X.

Das Gleichheitssymbol ,,=“ kann zusétzlich in das Alphabet mitaufgenom-
men werden, man spricht dann gegebenenfalls von Logik mit Gleichheit. Die
unter (1)-(4) erwéhnten Symbole sind also in jedem logischen Alphabet vor-
handen. Sie, oder zumindest die Symbole in (2) und (3), werden daher auch
als ,,logische Symbole* bezeichnet. Der Unterschied zwischen verschiedenen
,,Dialekten* beziehungsweisen Alphabeten beruht also auf der Auswahl der
,,hicht-logischen“ Symbole aus der Signatur 3. Weiterhin ist zwischen Logik
mit Gleichheit und Logik ohne Gleichheit zu unterscheiden.

Im Zusammenhang mit logischen Alphabeten verwenden wir folgende
Mitteilungszeichen:

e Symbole f, g, h, gegebenenfalls mit Indizes, fiir Funktionssymbole,
e Symbole R, S, T, gegebenenfalls mit Indizes, fiir Relationssymbole,

e Symbole ¢, d, e, gegebenenfalls mit Indizes, fiir Individuenkonstanten.

Diese ,,anonymen “ Symbole werden genauer eingesetzt, um iiber nicht niher
bestimmte Bereiche zu reden. In spezielleren Kontexten werden assoziati-
onstréachtigere Funktions- und Relationssymbole sowie Individuenkonstan-
ten verwendet. Beispiele folgen unten. Schliellich verwenden wir Symbole
Yy, 2, u, v, w, gegebenenfalls mit Indizes, fiir Individuenvariablen.

Terme

Im zweiten Schritt fiihrt man diejenigen Ausdriicke der Sprache Ly ein, mit
denen auf Individuen oder Elemente eines Bereichs referiert wird. Dies fiihrt
auf die bereits aus Abschnitt 12.1 bekannte Definition des Terms, die wir
hier bequemlichkeitshalber wiederholen. Anstelle von Termen iiber ¥ und
X werden wie nachfolgend héufig von Ly-Termen reden.

Definition 12.2 Die Menge der Ly -Terme ist die kleinste Menge von Sym-
bolfolgen, die unter den folgenden Bildungsregeln abgeschlossen ist.
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1. Jede Variable x € X und jede Individienkonstante e € Y¢ ist ein

Ls-Term.
2. Sind tq,...,t, jeweils Ly-Terme, und ist f € X r ein n-stelliges Funk-
tionssymbol, so ist f(t1,...,t,) ein Ly-Term.

Terme in X UX¢ werden atomare Terme genannt.

Man beachte, dafl die hier betrachteten Individuenvariablen eine andere Rol-
le spielen als die in der Aussagenlogik verwendeten Aussagenvariablen. Mit
Var(t) bezeichnen wir die Menge der im Ly-Term ¢ vorkommenden Varia-
blen, wir ersparen uns die offenkundige Definition.

Wir werden in der nachfolgenden Diskussion einige Begriffe (Teilterme,
Tiefe eines Terms, Baumdarstellung, Grundterm) und Ergebnisse (Eindeu-
tige Lesbarkeit von Termen) aus Abschnitt 12.1 verwenden. Der Leser moge
sich den Inhalt gegebenenfalls nochmals vergegenwértigen.

Beispiel 12.3 Es sei Y die Teilsignatur mit den zweistelligen Funktions-
symbolen ,,4+“ und ,,-“ und Xg := {0,1}, es enthalte Xr das zweistellige
Relationssymbol ,,<“. Die Signatur ¥ := X U X UX¢ werden wir verwen-
den, um {iber die gewohnten Zahlbereiche zu reden, wobei wir die iiblichen
Schreibkonventionen verwenden. Es sind dann z, z + z, z - (34 y - 2) sowie
3-22+3-2-y+ 3- 2z Beispiele fiir Terme. Hierbei ist 22 (resp. 3) eine
Abkiirzung fiir z - « (resp. 1 + 1+ 1). Die Terme dieser Signatur erreichen
beliebige Tiefe.

Beispiel 12.4 Es sei ¥ := {kennt, sieht, liebt, Freund, Feind, Frau, Mann}
und Y¢ = {max, maria}. Mit der Signatur ¥ := g U X¢ werden wir iiber
Strukturen reden, die geeignete AuBerungskontexte fiir natiirlichsprachliche
Sétze formalisieren. Neben den Individuenvariablen sind hier die Individu-
enkonstanten ,,max“ und ,,maria“ die einzigen Terme.

Beispiel 12.5 Um iiber Schachkonfigurationen zu reden, fithren wir eine
Signatur ¥ mit den Individuenkonstanten ,,weiler_Konig*, ,,weile_Dame,
,,schwarzer_Koénig*“, ,,schwarze_Dame“ ohne Funktionssymbole ein. Die ein-
zigen Terme sind dann die Individuenvariablen und die vier Individuenkon-
stanten.
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Beispiel 12.6 Um iiber Konkatenation von Wértern zu reden, verwenden
wir die Signatur X, die als einziges Symbol das zweistellige Funktionssym-
bol ,,concat“ enthélt. Es sind x, concat(z,y), concat(concat(zx,y),z) und
concat(concat(x,x), concat(y,y)) Beispiele fiir Terme. Es gibt neben den
Variablen unendlich viele Terme, die beliebige Tiefe annehmen kénnen.

Formeln

Im dritten Schritt kénnen wir nun diejenigen Ausdriicke der Sprache Ly
einfithren, die es erlauben, Eigenschaften von Elementen und Beziehungen
zwischen Elementen auszudriicken.

Definition 12.7 Die Menge der Lyx-Formeln ist die kleinste Menge von
Symbolfolgen, die unter den folgenden Bildungsregeln abgeschlossen ist:

1. sind ¢; und ty Ly-Terme, so ist (t; = t2) eine atomare Lx-Formel,

2. ist R € Xg ein k-stelliges Relationssymbol und sind tq,...,tx Lx-
Terme, so ist R(t1,...,tx) eine atomare Lx-Formel,

3. alle aussagenlogischen Verkniipfungen von Ly-Formeln mit den Junk-
toren —, A, V, = sind Lx-Formeln,

4. ist ¢ eine Ly-Formel und z € X, so ist (Vzy) eine Lx-Formel,

5. ist ¢ eine Ly-Formel und x € X, so ist (Jzyp) eine Ly-Formel,

Fiir Logik ohne Gleichheit entfallen die Atomformeln vom Typ 1 natiirlich.
Mit Ly, bezeichnen wir die Menge der Ly-Formeln. Fiir diese verwenden wir
Symbole wie ¢, 1, .

Die Begriffe der Teilformel und des Vorkommens einer Teilformel sind in
der offenkundigen Weise definiert. Enthilt ¢ ein Vorkommen einer Teilformel
(Vztp) oder (Jz1p), so ist (das entsprechende Vorkommen von) ¢ der Skopus
der betrachteten Bindung Vx respektive dz. Es ist dann x eine gebundene
Variable der Formel ¢.

Auch fiir Ly-Formeln gilt das Prinzip der eindeutigen Lesbarkeit, wir
verzichten auf die explizite Formulierung und auf den Beweis. Wir werden
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im nachfolgenden in Formeln Klammern weglassen, wenn die eindeutige Les-
barkeit erhalten bleibt.

Beispiel 12.8 Es sei ¥ die Signatur aus Beispiel 12.3. In der Logik mit
Gleichheit sind Yz (z =0), 040 <z - (y + 2) und 3z (z 4+ 0 = z) Formeln
der betrachteten Sprache.

Beispiel 12.9 Es sei X die Signatur aus Beispiel 12.4. Die nachfolgenden
Beispiele von Lyx-Formeln lassen sich als natiirlichsprachliche Aussagen und
Aussageformen wiedergeben:

e Mann(z) (bzw. z ist ein Mann),
e liebt(x, maria) (bzw. x liebt Maria),
e kennt(max, maria) (bzw. Max kennt Maria),

o Vz(Mann(z)V Frau(z)) (bzw. jedes Individuum ist ein Mann oder eine
Frau),

o VaVy((Freund(x, maria) A Feind(y,z)) = Feind(y, maria)) (bzw. die
Feinde von Marias Freunden sind Marias Feinde) sowie

e Vz(Mann(z) = Jy(kennt(maria, y) A Frau(y) A liebt(z,y))) (bzw. jeder
Mann liebt irgendeine Bekannte von Maria).

Es sei darauf hingewiesen, daf sich bei der umgekehrten Ubersetzung von
natiirlichsprachlichen Sdtzen in Prédikatenlogik verschiedene Probleme er-
geben konnen. So sind einerseits viele Sétze selbst bei passender Wahl der
Signatur gar nicht in Pradikatenlogik erster Stufe ausdriickbar. Anderer-
seits ergeben sich aufgrund der Ambiguitéit der natiirlichen Sprache teilweise
mehrere Ubersetzungen.

Beispiel 12.10 Dem Alphabet aus Beispiel 12.5 mit den Individuen-
konstanten weiler_Konig, weile_Dame, schwarzer_Konig, schwarze_Dame
fiigen wir die einstelligen Relationszeichen schwarz, weif3, Lédufer, Springer,
Turm, Bauer und die zweistelligen Relationssymbol deckt und bedroht hin-
zu. Dann sind
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o VaVyVz((Springer(z) A Bauer(y)) = deckt(z,y)),
e —bedroht(weifle_Dame, schwarzer_Konig) sowie

o Jdu (weiB(x) A Vy (schwarz(y) = bedroht(y,x)))

Formeln der betrachteten Sprache.

Beispiel 12.11 Wir betrachten Logik mit Gleichheit. Das Alphabet ent-
halte das zweistellige Funktionssymbol f. Dann ist

Vavyvz (f(z, f(y,2)) = [(f(z,y),2)))

eine Formel.

Definition 12.12 Die freien Variablen-Vorkommen in einer Ls-Formel ¢
sind wie folgt erklért.

e die freien Variablen-Vorkommen in einer atomaren Formel ¢ sind die
Vorkommen von Variablen in den Termen der atomaren Formel,

e die freien Variablen-Vorkommen in einer booleschen Verkniipfung der
Formeln ¢, ..., ¢ sind die freien Variablen-Vorkommen in den Teil-
formeln 1, ..., @k,

e die freien Variablen-Vorkommen in einer quantifizierten Formel Vo
oder Jxp sind die freien Variablen-Vorkommen in ¢ der Variablen

y# .

Die Menge der in der Formel ¢ frei vorkommenden Variablen bezeich-
nen wir mit fr(p). Die Schreibweise ¢(z1,...,x,) deutet an, dal fr(p) C

{z1,..., 2}

Definition 12.13 Eine Lyx-Formel ¢ heifit geschlossen genau dann, falls
fr(p) = 0 gilt, andernfalls heifit ¢ offen. Geschlossene Formeln werden auch
als Sdtze bezeichnet.

Wihrend offene Formeln als Aussageformen aufzufassen sind, stellen le-
diglich die Sdtze Aussagen im eigentlichen Sinn dar.
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12.2 Semantik der Pradikatenlogik

Nachfolgend sei Ly, eine fest gewihlte pridikatenlogische Sprache wie oben
beschrieben. In Kapitel 6 hatten wir bereits den Begriff der X-Struktur ein-
gefiithrt. Zur Erinnerung hier nochmals die Definition.

Definition 12.14 Eine 3-Struktur ist ein Paar A = (A, I) wo A eine nicht-
leere Menge ist und [ eine Interpretationsfunktion, das heifft eine Funktion
mit Definitionsbereich ¥, die folgende Bedingungen erfiillt:

1. fiir jedes Funktionssymbol f € X der Stelligkeit n ist I(f) eine n-
stellige Funktion auf A,

2. fiir jedes Relationssymbol R € Y der Stelligkeit m ist I(R) eine m-
stellige Relation auf A,

3. fiir jedes e € X¢ ist I(e) ein Element von A.

Statt I(f) (resp. I(R), I(e) schreiben wir auch f4 (resp. R4, e4) und reden
von der Interpretation von f (resp. R,e) in A. Im iibrigen iibernehmen
wir die im Kapitel 6 eingefiihrten Konventionen bei der Darstellung von
Strukturen.

Beispiel 12.15 Es sei ¥ die Signatur aus Beispiel 12.4 bzw. 12.9. Die
nachfolgende Abbildung deutet eine X-Struktur A mit den vier Elementen
Max, Maria, Peter und Petra an. Gerade Pfeile deuten die ,,kennt “~-Relation
kennt 4 an, die mit einem Herz markierten Pfeile die ,,liebt “-Relation liebt 4.
Zu Mann 4 gehoren Max und Peter, zu Frauy Maria und Petra. Die Inter-
pretation der anderen Relationssymbole aus ¥ sei jeweils leer.

IW\ v,
Peter<—— Man@'
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In einer gegebenen Y-Struktur ist auch durch die Interpretationsfunktion
den Variablen noch kein Wert zugewiesen. Variablen werden ja gerade darum
eingefiihrt, um auf beliebige Elemente eines Bereichs referieren zu kénnen.
Zur Formalisierung benétigen wir hier den folgenden Begriff.

Definition 12.16 Eine Variablenbelegung in eine X-Struktur A = (A, I) ist
eine Abbildung v: X — A. Ist v eine Variablenbelegung in A, ist x € X und
a € A, so bezeichnet v, /, die Variablenbelegung mit

) v(y) falls x#y
Vajay) = { a falls y = x.

Diese Variablenbelegung wird die ,,z-Variante von v, die x auf a abbildet®,
genannt.

Unter einer festen Variablenbelegung bezeichnet nun jeder Term ein eindeu-
tige bestimmtes Element der gegebenen Struktur.

Definition 12.17 Die Auswertung eines Lx-Terms t in einer X-Struktur
A unter der Variablenbelegung v ist das folgende Element v4(t) € A:

1. va(z) == v(z) firz € X,
2. vy(c) := ey fir c € g,

3. va(f(tyy .. tg) :i= falva(ty),...,va(ty)) fir f € Xr, k-stellig.

Beispiel 12.18 Es sei ¥ die in Beispiel 12.3 eingefiihrte Signatur. Es be-
zeichne R die Struktur der reellen Zahlen, die wir als »:-Struktur auffas-
sen. Die Variablen z1,x9,23... sollen durch die Variablenbelegung v auf
die Zahlen 1,2,3,... abgebildet werden. Dann ist vg(z1 + z2) = 3 und
vr((0- (21 + x3)) + 23) = 4.

Beispiel 12.19 Es sei ¥ die in Beispiel 12.6 eingefiihrte Signatur. Es be-
zeichne A die Menge aller Worter iiber dem Alphabet mit den Symbolen a
und b, zusammen mit der Konkatenation als Interpretation von ,,concat“.
Die Variablen x,y, z sollen durch die Variablenbelegung v auf die Worter
aaa, bb und abab abgebildet werden. Dann ist vg(concat(x,y)) = aaabb
und v (concat(concat(y,y), concat(x, z))) = bbbbaaaabab.
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Nachdem wir die Auswertung von Termen formalisiert haben, konnen wir
im zweiten Schritt nun den Ly-Formeln eine Bedeutung zuweisen.

Definition 12.20 [A. Tarski?] Die Auswertung einer Lyx-Formel ¢ in einer
S-Struktur A unter der Variablenbelegung v ist der folgende Wahrheitswert
ol € {0,1}:

1. |t; = to|*" = 1 genau dann, wenn v4(t;) = va(ta),

2. |R(t1...,tm)|* =1 genau dann, wenn (v4(t1),...,v4(tm)) € Ra,

3. |1 A o] =1 genau dann, wenn |@; |4 =1 und |po |4 = 1,

|1 V oA =1 genau dann, wenn |1 |4 = 1 oder |po|4Y =1,
’@1 = <p2\A,u = 1 genau dann, wenn ’@1\’4”’ = 1 impliziert ‘¢2’A,u =1,
|-@|A* =1 genau dann, wenn |p|4" = 0,

4. V|4 =1 genau dann, wenn fiir alle a € A stets |@|AV=/e = 1 gilt,
|E|g0|“4’” = 1 genau dann, wenn |g0|“4”’z/a = 1 fiir zumindest ein a € A
gilt.

Beispiel 12.21 Es sei X die Signatur aus Beispiel 12.4 bzw. 12.9 und A die
3-Struktur aus Beispiel 12.15. Die Variablenbelegung v bilde die Variablen
x,1, z,v wie in der Abbildung angegeben ab.

L4

Petra<— Max
LA LA
'< I \
[y [v
Peter«—»Mari@'

Dann gilt zum Beispiel

e |Mann(z) A Frau(y)[A" = 1,

2 Alfred Tarski,



12.2. SEMANTIK DER PRADIKATENLOGIK 381

e |liebt(x, maria)|*" = 0,
e |kennt(max, maria)| = 0,
e |Vz(Mann(z) V Frau(z))|A = 1,

e |y(kennt(maria,y) A Frau(y) A liebt(z,y))|*" = 1.

Beispiel 12.22 Es sei ¥ die in Beispiel 12.3 eingefiihrte Signatur. Es be-
zeichne R die Struktur der reellen Zahlen, die wir als X-Struktur auffassen.
Die Variablen 1, x2, x3 . .. sollen durch die Variablenbelegung v auf die Zah-
len 1,2,3,... abgebildet werden. Dann gilt

|1 4 20 = 237" =

|z + 2o = 23+ 361\R’V

132 (0< zAxg =2 + 2)[°*
V200 < z=Fy(z=y-y)|*" =

I
= =

Wir hatten bei der Auswertung aussagenlogischer Formeln gesehen, dafl
der Wahrheitswert einer aussagenlogischen Formel ¢ unter einer 0-1 Bewer-
tung ¢ nur von den Wahrheitswerten der in ¢ auftretenden Atomformeln
abhingt (vgl. Lemma 10.12). In dhnlicher Weise kann zeigen, dafi der Wert
eines Ly-Terms t unter einer Variablenbelegung v nur von den Werten der
Variablen in Var(t) anhéngt, der Wert einer Lx-Formel ¢ nur von den Wer-
ten der freien Variablen von ¢. Diese einfache Beobachtung ist ein wichtiger
Schliissel bei vielen einfachen Beweisen in der Pradikatenlogik.

Theorem 12.23 (Koinzidenztheorem) Fs sei A eine X-Struktur. Dann
gilt fiir alle Variablenbeleqgungen v,v' in A, fiir jeden Lx-Term t und fiir jede
Ly -Formel :

1. falls v und V' auf Var(t) tbereinstimmen, so va(t) = v/s(t),

|.A,l/ _

= |4V

2. falls v und V' auf fr(p) tbereinstimmen, so |¢

Beweis. Teil 1 beweist man per Induktion iiber die Tiefe des Terms t.
Dies bleibt als Ubung offen. Wir zeigen nun Teil 2 per Induktion iiber den
Formelaufbau von ¢.
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Fall 1: ¢ ist eine Atomformel der Form t; = ty. Dann ist Var(t1) U
Var(ty) = fr(p) und es folgt mit Teil 1

lti=tolM =1 iff  va(ty) = va(te)
lff VA(tl) = l/ (tg)
it |t =t =1.

Fall 2: ¢ st eine Atomformel der Form R(ti,...,t,). Dann ist
Uiz, Var(t;) = fr(¢) und es folgt mit Teil 1
IR(t1,... ta)[* =1 iff  (ua(ty),...,va(tn)) € RA
(), V() € RA
it |R(ty,... tn)]M = 1.

Fall 3: ¢ ist eine Boolesche Verkniipfung von Teilformeln. Dieser Fall ist
einfach. Exemplarisch behandeln wir den Fall, wo ¢ die Form ¢ V ¢ hat.
Dann ist J?_; fr(y;) = fr(p) und es folgt nach Induktionsvoraussetzung

o1 Vepa M =1 1[4 = 1 oder [po Y =1
lff |901|.A,1/ — 1 OdeI’ |g02|"4’1/ — 1

i o1 VoA = 1.

Fall 4: ¢ hat die Form 3xv. Dann ist fr(p) = fr(y) \ {z} und es gilt
nach Induktionsvoraussetzung |¢|A"’1 = |¢|“4’”é fiir alle Variablenbelegungen
v, vh, die auf fr(¢) iibereinstimmen. Demnach gilt

Fzp|AY =1 iff  es ex. a € A mit |p[Ae/e =1
iff esex.a€ A mit \zp]““”"z/a =1
it [FapA =1

Fall 5: ¢ hat die Form Vzt. Dann ist fr(p) = fr(¢) \ {z} und es gilt
nach Induktionsvoraussetzung |i|4"1 = 1|42 fiir alle Variablenbelegungen
vy, v, die auf fr(1)) iibereinstimmen. Demnach gilt

V|t =1 iff  fiir alle a € A gilt [/ =1
it fiir alle @ € A gilt || e/e =1
it |Vayp[ A =1
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Korollar 12.24 Es seien ¢ ein Lx-Satz, A eine X-Struktur und v,v" Va-

riablenbelegungen in A. Dann gilt || = |4V

12.3 Giiltigkeit in Strukturen

Bei der Auswertung von pradikatenlogischen Formeln sind zwei Situationen
zu unterscheiden. Wir kénnen uns fiir die Auswertung in einer fest vorgege-
benen Y-Struktur interessieren, oder aber fiir die Auswertung in beliebigen
Y-Strukturen. Wir stellen in diesem Abschnitt die wichtigsten Eigenschaf-
ten von Formeln zusammen, die die Auswertung in einer fest vorgegebenen
Struktur betreffen.

Definition 12.25 Es sei A eine 3-Struktur. Die Lx-Formel ¢ gilt in A, im
Zeichen A |= ¢, und A heifit Modell von ¢ genau dann, wenn |¢|4" = 1 fiir
jede Variablenbelegung v in A.

Ist ¢ eine offene Ly-Formel mit den freien Variablen z1,...,x,, so heift
YV ...Vape der universelle Abschluf$ von .

Bemerkung 12.26 Sei ¢ = p(z1,...,x%) eine Ly-Formel mit den freien
Variablen z1, ..., z,. Dann gilt A = ¢ genau dann, wenn A = Vi ... Va,p.
Damit sind Formeln mit freien Variablen mit Hinblick auf ihre Giiltigkeit in
einer gegebenen Struktur dquivalent zu ihrem universellen Abschluf.

Beweis. Es gelte A |= ¢. Es sei v eine beliebige Variablenbelegung in A.
Wir wollen |Vz; ... Vx| = 1 zeigen. Es seien a1, . . . , a, beliebige gewshl-
te Elemente aus A. Wegen A = ¢ gilt |@|4V#1/e12n/an = 1. Hieraus folgt
aber |V ... Vz,o[*" = 1. Die Umkehrung bleibt dem Leser iiberlassen. m

Definition 12.27 Sei ® eine Menge von Ly-Formeln. Eine Y-Struktur A
heifit Modell von ® genau dann, wenn A = ¢ fiir alle ¢ € @ gilt. Wir
schreiben kurz A = ®.

Beispiel 12.28 Wir betrachten das Schach-Alphabet aus Beispiel 12.5, es
sei A die Struktur, die durch folgende Schachkonfiguration beschrieben wird
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] E Ao
WA
22 (22| &
2
HAE
A
2l ST
o =

Dann gilt

A =V ((weiB(x) A =Springer(z)) = Jy deckt(y, z)),
A = 323y (schwarz(x) A bedroht(y,x) A
—3Jz (weiB(z) A bedroht(zx, z))),

hingegen nicht A = 3z3y (bedroht(x,y) A bedroht(y, x)).

Beispiel 12.29 Es sei X die Signatur aus Beispiel 12.4 bzw. 12.9 und A die
in Beispiel 12.15 erlduterte 3-Struktur aus der nachfolgenden Abbildung.

< ) A
[y [v.
Peter<— Man@'

Dann gilt

A = —liebt(max, maria),
A = Vz(Mann(z) = (Jy(kennt(maria, y) A Frau(y) A liebt(z,y)))),
A = JxVy(liebt(z,y) = = =y)

hingegen nicht A = 323y ((—x = y) A liebt(z,y) A liebt(y, x)).
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12.4 Tautologien, Folgerungsbegriff und Aquiva-
lenz

Die nachfolgenden Definitionen stellen nun die wichtigsten Eigenschaften
von Formeln und Formelklassen zusammen, die die Auswertung in beliebigen
>-Strukturen betreffen.

Definition 12.30 Sei ® U{p} eine Menge von Lx-Sétzen. Man sagt ¢ folgt
aus ®, im Zeichen ® |= ¢, genau dann, wenn jedes Modell von ® stets auch
Modell von {¢} ist.

In der obigen Definition haben wir uns bewufit auf Lx-Sétze beschrinkt.
Man findet in der Literatur auch allgemeinere Definitionen des Folgerungs-
begriffs fiir beliebige Formeln, allerdings in zwei unterschiedlichen Varianten.
Falls ® = (), so schreiben wir = ¢ statt () = ¢. Man beachte, dafl das Zeichen
., nunmehr zwei unterschiedliche Verwendungsweisen hat. Es bezeichnet
einerseits die Giiltigkeit in einer ¥-Struktur (A = ¢), andererseits die Fol-
gerungsbeziehung (® = ¢).

Definition 12.31 Eine Ly-Formel ¢ heifit logisch allgemeingiiltig oder
pradikatenlogische Tautologie genau dann, wenn ¢ in jeder 3-Struktur A gilt.
Eine Lx-Formel o heifit erfiillbar genau dann, wenn es eine Y-Struktur A und
eine Variablenbelegung v in A gibt mit |g0|“4’” = 1. Eine Ly-Formelmenge ®
heifit erfillbar genau dann, wenn es eine 3-Struktur 4 und eine Variablen-
belegung v in A gibt mit |4 =1 fiir alle ¢ € ®.

Beispiel 12.32 Es enthalte ¥ als einziges Zeichen das zweistellige Funk-
tionssymbol ,,0“. Dann ist der Ly-Satz VaVy(z o y = y o z) erfiillbar, aber
keine Tautologie. In der Tat konnen wir die reellen Zahlen als »-Struktur
R auffassen, und es gilt dann R | VaVy(z oy = y o z). Andererseits bildet
auch die Menge der Worter tiber dem Alphabet {a,b} zusammen mit der
Konkatenation eine ¥-Struktur A. Hier gilt nicht A = VaVy(zoy =yox).

Beispiel 12.33 In der Logik mit Gleichheit ist die Formelmenge {z =
y,y = z} erfiillbar, aber keine Tautologie. Es ist {x = y,y = z,-2z = x}
unerfiillbar.



386 12. PRADIKATENLOGIK 1. STUFE

Das folgende Lemma enthélt eine harmlose, aber hdufig niitzliche Beob-
achtung.

Lemma 12.34 FEs sei ¢ ein Lx-Satz. Dann ist ¢ eine Tautologie genau
dann, wenn —y unerfillbar ist. Es sei ® U {p} eine Menge von Lyx-Sditzen.
Dann gilt ® = ¢ genau dann, wenn ® U {—=p} unerfillbar ist.

Beweis. Wir beweisen die zweite Aussage. Es gelte ® = ¢. Es sei nun A
eine beliebige X-Struktur und v eine Variablenbelegung in A. Falls |1[4* = 1
fiir alle ¢ € ® gilt, so ist nach Korollar 12.24 A ein Modell der Satzmenge .
Aus der Voraussetzung ergibt sich, dafl A ein Modell von ¢ ist. Insbesondere
folgt |4 = 1, damit |-p|4" = 0. Daher ist ® U {—p} unerfiillbar. Es
sei umgekehrt ® U {—¢} unerfiillbar. Ist A ein Modell von ®, so kann A
kein Modell von {—¢} sein. Es gibt daher eine Variablenbelegung v in A
mit |4 = 0 bezichungsweise |p|*" = 1. Da ¢ ein Satz ist, folgt nach
Korollar 12.24, dafl A ein Modell von ¢ ist. Es ist damit jedes Modell von
® ein Modell von ¢, also gilt ® = . m

Oft mdéchte man eine gegebene Klasse von Y-Strukturen durch die An-
gabe einiger Lx-Sétze, die in allen Strukturen der Klasse gelten, eindeutig
charakterisieren. Hierzu dient die folgende Begriffsbildung.

Definition 12.35 Es sei X eine Signatur und K eine Klasse von -
Strukturen. Eine Menge von Ly-Sétzen & heiit Aziomensystem oder Azxio-
matisierung von K genau dann, wenn fiir jede X-Struktur A gilt: A € K
genau dann, wenn A = .

Es sei angemerkt, dafl es nicht immer moglich ist, fiir eine gegebene Klasse
von X-Strukturen eine Axiomatisierung anzugeben. Fiir eine Reihe spezieller
Klassen von Algebren (Halbgruppen, Monoide, Gruppen, Ringe, Korper)
hatten wir in Abschnitt 6.1.1 bereits eine Axiomatisierung angegeben.

Beispiel 12.36 Es enthalte X als einziges Zeichen das zweistellige Funkti-
onssymbol ,,-“. Die Klasse der Halbgruppen (vgl. Def. 6.4) wird durch den
Satz VaVyVz (z - (y - z) = (z - y) - z) axiomatisiert.

Definition 12.37 Zwei Ly-Formeln ¢1 und s heiflen logisch dquivalent
genau dann, wenn @ < o eine Tautologie ist.
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Lemma 12.38 Fiir beliebige Lx-Formeln ¢ und v sind die folgenden For-
meln sind stets logisch dquivalent:

~

S v ) und (Jog) V (F20),
Va(p Av) und (Yop) A (Vai),
VaVyp und YyVzp,

JxIyp und Iydze,

Jxp und —Vx-p,

Vxp und ~Jx—p,

—Jxp und Yr—p,

o R

—Vxp und Jx—p.

Beweis. Ein Beweis ergibt sich jeweils unmittelbar aus der Anwendung
der Regeln von Definition 12.20. Wir zeigen dies fiir das erste Formelpaar
und iiberlassen die weiteren Félle dem Leser. Es reicht offenbar zu zeigen,
dafl die beiden genannten Formeln in jeder X-Struktur A und unter jeder
Variablenbelegung v identisch ausgewertet werden. Dies folgt jedoch aus der
Aquivalenz der nachfolgenden Aussagen.

(1) [Felev o)l =1

(2) esex.a€ Amit|lpV ¢|Av”x/a =1

(3) esex. a € Amitlp[e/e =1 oder [op|Aere =1

(4) es ex. a € A mit|p[¥#/e =1 oder es ex. a € A mit|yp|M+/a =1
(5) |E|ﬂ:g0|’4’” =1 oder |E|x¢|’4’” =1

6) 1Go) v G =1

Es bleibt dem Leser als Ubung iiberlassen, sich Beispiele von Struktu-
ren auszudenken, die zeigen, daf3 folgende Formeln hingegen nicht logisch
dquivalent sind.

1. Fz(p A) und (Fzp) A (Fz),
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2. Vz(p V) und (Vz) V (Vay),

3. Vzdyep und JyVzxp.

Ohne Beweis sei das folgende Theorem erwéhnt, von dem wir in voraus-
gegangenen Beweisen implizit schon oft Gebrauch gemacht haben. Auch in
der Folge werden wir dieses Resultat, das eine Verallgemeinerung des aussa-
genlogischen Ersetzungslemmas 10.19 darstellt, ohne besondere Erwéhnung
verwenden.

Theorem 12.39 Ersetzt man in einer Lx-Formel ¢ einige Vorkommen der
Teilformel v durch eine zu v logisch dquivalente Formel ¢, so ist die resul-
tierende Formel ©' zur Ausgangsformel ¢ logisch dquivalent.

Durch Verbindung mit dem nachfolgenden Lemma sehen wir, dafli man
stets Teilformeln gegebener Formeln durch aussagenlogisch dquivalente Teil-
formeln ersetzen darf, ohne die logische Aquivalenz zu verletzen.

Lemma 12.40 Es sei a eine aussagenlogische Tautologie, die die Aussa-
genvariablen Ay, ..., A, enthdlt. Sind p1,...,p, beliebige Lsx-Formeln, so
ist diejenige Formel v, die man aus « erhdlt, indem man jedes Vorkommen
von A; durch ¢; ersetzt (1 < i <n) eine Tautologie der Prddikatenlogik.

Beweis. Es sei A eine X-Struktur und v eine Variablenbelegung in A.
Gemifl der Auswertung der Booleschen Junktoren in der Pradikatenlogik
entspricht |7|A7” genau dem Wert von « unter einer 0-1 Bewertung g mit
g(A) == |pi|M" (1 < i < n). Da a aussagenlogische Tautologie ist, ist g(a) =
1, damit auch |7|A7”. Es folgt, dal v eine Tautologie der Priadikatenlogik ist.
|

Korollar 12.41 Jede Lx-Formel ¢ kann bis auf logische Aquivalenz nur
mit den Junktoren ,,—“ und ,,\“ (das heifit ohne die Junktoren ,,= “ und
.,V “) formuliert werden.
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12.5 Normalformen fiir priadikatenlogische For-
meln

Lemma 12.42 Es seien ¢ und ¢ zwei beliebige Lx-Formeln. Falls x ¢
fr(¢), so sind

(@) (Fzp) A und  Fa(p AY)
(b) (Vxp) Ay und V(e A1)
(& (Gg)ve und Jx(pv)
(@) (Fr)ve wnd Va(ov )

logisch dquivalent.

Beweis. (a) Es sei A eine X-Struktur und v eine Variablenbelegung in
A. Dann gilt |(3z¢) A |4 = 1 genau dann, wenn es ein a in A gibt mit
lp|AVera =1 und |14 = 1. Da = & fr(¢)) ist nach dem Koinzidenztheorem
|| AV = |ip|A¥=/e . Also ist die obige Aussage Aquivalent zu [3z(p A )[4 =
1. Damit ist Teil (a) bewiesen, die anderen Teile folgen analog. m

Formeln, wo gebundene Variablen auch frei vorkommen, oder verschie-
dene Quantorenvorkommen dieselbe Variable binden, kann man als patho-
logisch betrachten. Es ist einfach zu zeigen, dafl man zu jeder vorgegebenen
Formel ¢ eine logisch dquivalente Formel ¢’ konstruieren kann, wo freie und
gebundene Variablen stets voneinander verschieden sind, und wo zwei Quan-
torenvorkommen nie dieselbe Variable binden. Im nachfolgenden nehmen wir
stets an, dafl die betrachteten Formeln von dieser Gestalt sind.

Definition 12.43 Eine Lx-Formel ¢ heifit in prdanexer Normalform genau
dann, wenn ¢ die Form Q1 ... @z, hat, wo die @; Quantoren aus {V,3}
sind, und wo die ,,Matrix “ ¢ quantorenfrei ist. Hat dariiberhinaus die Matrix
1 die Form /\::1(le:1 %i,j), wo die Formeln ~; ; negierte oder unnegierte
Atomformeln sind, so heifit ¢ in konjunktiver prdinexer Normalform. Dual
heifit ¢ in disjunktiver pranexer Normalform genau dann, wenn die Matrix
1 die Form \/::1(/\;1:1 7i,j) hat, wo wieder die Formeln +; ; negierte oder
unnegierte Atomformeln sind.

Satz 12.44 Zu jeder vorgegebenen Lx.-Formel ¢ kann man effektiv eine lo-
gisch dquivalente Formeln ' in prinexer (konjunktiver, oder disjunktiver)
Normalform berechnen.
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Beweis. (Skizze) Wir konnen mit Korollar 12.41 annehmen, daf} ¢ nur die
Junktoren ,,—“ und ,,A“ enthélt. Wir setzen auflerdem voraus, dafl ¢ nicht
pathologisch im oben erklirten Sinn ist. Durch Anwendung der Aquivalenzen
7 und 8 aus Lemma 12.38 und der de Morganschen Regeln kann man eine
logisch #quivalente Formel ¢; erreichen, die nur die Junktoren ,,V*“ [ A“
und ,,—*“ verwendet, und wo Negationszeichen nur direkt vor Atomformeln
vorkommen. Auflerdem ist auch 1 nicht pathologisch im oben erklarten
Sinn. Man kann daher nach Lemma 12.42 die Quantoren in ¢ stets vor
Konjunktionen und Disjunktionen ziehen. Hierdurch wird eine Formel 9 in
pranexer Normalform erreicht, die zu ¢ logisch dquivalent ist. Nun kann man
die Matrix offenkundig durch rein aussagenlogische Umformungen in die
bei der konjunktiven (bzw. disjunktiven) prinexen Normalform geforderten
Form bringen (vgl. Satz 11.40 und Theorem 12.39). m

12.6 Erginzung: Natiirliche Sprache und Pradika-
tenlogik

Die Quantoren ,,ein“ und ,alle“. Standardsemantik. “Ein” als ,,jeder“. Sko-
pusambiguitéiten. De re, de-dicto Lesarten.

Weitere NL Quantoren. Zwei etc.

Nichtausdriickbarkeit.

12.7 Aufgaben zu Kapitel 12

Aufgaben zu Teilkapitel 12.1

Aufgabe 12.1 Geben Sie eine exakte Charakterisierung derjenigen endli-
chen Signaturen X, fiir die es Ly-Terme beliebiger Tiefe gibt.

Aufgabe 12.2 Geben Sie fiir die nachfolgenden Sétze eine natiirlichsprach-
liche Formulierung.

JyFrau(y) A liebt(max,y)
Va(Mann(x) = (JyFrau(y) A liebt(z,y)))
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VaVy(Freund(z,p) A Feind(y,z)) = Feind(y, p))
Va(Mann(x) A Vy((Frau(y) A kennt(x,y)) = liebt(x,y)) =
(=3z(Frau(z) A liebt(z,x))))

Aufgabe 12.3 Geben Sie eine geeignete Signatur ¥ an, die verwendet wer-
den kann, um iiber Gruppen (vgl. Def. 6.9) zu reden. Geben Sie dann einige
Terme und Formeln dieser Sprache an.

Aufgabe 12.4 Markieren Sie die freien Variablen-Vorkommen in den fol-
genden Formeln. Geben Sie die Menge der freien Variablen der Formeln an.

(1) (Ve (By R(z,y)) A S(y))) A R(z,u)
(2)  (Vu (Vavy ((3z R(xz,y)) A S(2))) A R(z, u))

Aufgaben zu Teilkapitel 12.2

Aufgabe 12.5 Es sei ¥ die in Beispiel 12.3 eingefiihrte Signatur. Es be-
zeichne R die Struktur der reellen Zahlen, die wir als >-Struktur auffassen.
Zeigen Sie: eine reelle Zahl r tritt genau dann als Auswertung eines varia-
blenfreien Lyx-Terms auf (unter irgendeiner Variablenbelegung in R) auf,
wenn 7 eine natiirliche Zahl ist. Erweitern Sie nun die Signatur und geben
Sie eine dazu passende Interpretation der neuen Symbole derart an, dafl al-
le ganzen Zahlen (rationalen Zahlen) als Auswertung eines variablenfreien
Terms auftreten. Auf welche Schwierigkeit st6f8t man, wenn man ein ein-
stelliges Funktionssymbol ,,~!“ einfiihrt, das die Inversenbildung z + 1/z
beschreibt?

Aufgabe 12.6 Man kann die erste Klausel von Definition 12.20 wie folgt
paraphrasieren: eine Gleichung ¢; = t5 gilt in der Struktur A unter der Va-
riablenbelegung v genau dann, wenn die Auswertung der Terme ¢; und ¢y
in A unter v dasselbe Element ergibt. Geben Sie entsprechende Paraphra-
sierungen fiir die anderen Klauseln von Definition 12.20 an.

Aufgabe 12.7 Welche Auswertungsergebnisse in Beispiel 12.21 wiirde sich
durch Wahl einer anderen Variablenbelegung verindern lassen? Wie sehe
eine passende Variablenbelegung jeweils aus? Welche Auswertungsergebnisse
in Beispiel 12.22 wiirde sich durch Wahl einer anderen Variablenbelegung
verdndern lassen? Wie sehe eine passende Variablenbelegung jeweils aus?
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Aufgabe 12.8 Beweisen Sie Teil 1 des Koinzidenztheorems.

Aufgaben zu Teilkapitel 12.3

Aufgabe 12.9 Es sei ¢ ein Lx-Satz und A eine X-Struktur. Zeigen Sie: es
gilt entweder A |= ¢ oder A = —p. Geben Sie ein Beispiel an, das zeigt, da8
dies nicht in entsprechender Weise fiir Lx-Formeln ¢ gilt.

Aufgabe 12.10 Erweitern Sie Beispiel 12.28, indem Sie mindestens drei
weitere Sétze angeben, die in A gelten. Jeder Satz soll zumindest zwei Quan-
toren haben. Geben Sie auch drei weitere Sétze an, die in A nicht gelten.

Aufgabe 12.11 Modifizieren Sie Beispiel 12.29, indem Sie eine andere Y-
Struktur B angeben, wo die drei angegebenen Sitze, die in A gelten, nun
falsch sind. Hingegen soll der angegebene Satz, der in A nicht gilt, nun in B
gelten.

Aufgabe 12.12 Geben Sie in der Logik mit Gleichheit einen Satz an, der
in einer Struktur A gilt genau dann, wenn A genau (resp. mindestens) zwei
FElemente hat. Es sei nun R ein einstelliges Relationssymbol. Schreiben Sie
einen Satz, der ausdriickt, dafl es genau zwei Elemente mit der Eigenschaft
R gibt.

Aufgaben zu Teilkapitel 12.4

Aufgabe 12.13 Ist der Satz Jx (x = z) eine Tautologie? Es sei ¢ eine
Individuenkonstante. Ist der Satz VaVy ((x = ¢) A (y = ¢)) = (z = y)) eine
Tautologie? Geben Sie jeweils einen Beweis oder ein Gegenbeispiel.

Aufgabe 12.14 Es sei R ein einstelliges Relationssymbol der Signatur 3.
Zeigen Sie, daf} der Satz 3z (R(x) = (Vy R(y))) eine Tautologie ist.

Aufgabe 12.15 Es sei f ein einstelliges Funktionssymbol der Signatur 3.
Zeigen Sie, daf der Satz (Vx (x = f(z))) = (Vx (z = f(f(z)))) eine Tauto-
logie ist.
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Aufgabe 12.16 Eine mogliche Verallgemeinerung von Definition 12.30 auf
Ls-Formeln besteht darin, dal man die Definition in der angegebenen Form
auf Ly-Formeln erweitert. Was ist hierbei problemetisch, und wie kénnte
eine alternative Erweiterung des Folgerungsbegriffs auf Formeln aussehen?

Aufgabe 12.17 Beweisen Sie die Teile 2-8 von Lemma 12.38.

Aufgabe 12.18 Es seien R, S € Yx einstellige Relationssymbole. Geben
Sie Beispiele von YX-Strukturen an, die zeigen, dafl folgende Formeln nicht
logisch dquivalent sind.

1. 3z (R(z) A S(x)) und (3z R(z)) A 3z S(X)),
2. Vz (R(z) vV S(z)) und (Vz R(z)) V (Vz S(z)),

3. Va3dy R(x) und 3yvVe R(z).

Aufgaben zu Teilkapitel 12.5

Aufgabe 12.19 Es sei ¢ eine beliebige Formel und 1 eine Formel der ,,pa-
thologischen“ Gestalt VxdzVydy . Welche der angegebenen vier Quantifi-
zierungen konnen weggelassen werden unter Erhaltung der logischen Aqui-
valenz?

Aufgabe 12.20 Geben Sie einen Satz in konjunktiver pranexer Normal-
form an, der zu

Vz(Mann(x) = (Jy(kennt(maria, y) A Frau(y) A liebt(z,y))))

dquivalent ist.

Aufgabe 12.21 Geben Sie ein Beispiel an, dafl zeigt, dafl zwei Formeln
(3zp) A und x(p A 1) nicht notwendig logisch dquivalent sind.
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12.8 Bibliographische Angaben

Tiefergehende Darstellungen der Pridikatenlogik finden sich in praktisch al-
len Lehrbiichern zur mathematischen Logik wie zum Beispiel [BM77, Her78,
Kle67, Sho67, BM77]. Unter anspruchsvollen weiterfithrenden Werken seien
zwei erwihnt. Einen Uberblick iiber viele der damaligen Forschungsrichtun-
gen und -Fragen innerhalb der mathematischen Logik bietet [(Ed77]. Das
Teilgebiet der Modelltheorie ist ausfiihrlich in [CK73] dargestellt.



13

Das Resolutionsverfahren fiir
die Pradikatenlogik

Unentscheidbarkeit der Préadikatenlogik (Church 1936)

Im nachfolgenden: Logik ohne Gleichheit. Alphabet stets hdchstens
abzéahlbar.

13.1 Skolemisierung

Ziel der nachfolgend zu besprechenden Skolemisierung ist es, eine Représen-
tation von Formeln zu erreichen, wo Formeln in prianexer Form ohne existen-
tielle Quantoren verwendet werden. Die der Skolemisierung zugrundeliegen-
de Idee zur Elimination existentieller Quantifizierungen kennt man durchaus
bereits aus der elementaren Schulmathematik. Man lernt dort zum Beispiel,
daf3 die folgenden Aussagen iiber reelle Zahlen richtig sind:

1. es gibt eine reelle Zahl x, so daf$ fiir jede reelle Zahl r gerade x -2 -1
den Kreisumfang eines Kreises mit Radius r wiedergibt.

2. fiir jede reelle Zahl x > 0 existiert eine reelle Zahl y so, dafi x =1y - y.

Mit den iiblichen Konstanten und Operationen fiir Zahlen (d.h. mit Hilfe
natiirlicher Zahlen, plus, mal, minus, sowie Division) kénnen wir die Zahlen,

395
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deren Existenz in 1 und 2 ausgedriickt wird, nicht benennen. Daher fiihrt
man im ersten Fall eine kiinstliche neue Individuenkonstante ,,7“ ein. Im
zweiten Fall ist diese Vorgehen ausgeschlossen: da die Wahl der ,,Zahl“ y von
der vorher universell quantifizierten Zahl x abh#ingt, miissen wir ein neues
einstelliges Funktionssymbol ,, \/“ einfithren. Mit Hilfe der neu eingefiihrten
Symbole kénnen wir die existentiellen Quantoren aus den Aussagen 1 und
2 eliminieren, wir erhalten

1. fiir jede reelle Zahl v gibt w-2 - r den Kreisumfang eines Kreises mit
Radius v wieder.

2. fiir jede reelle Zahl x > 0 gilt x = \/x - \/x.

Die hier beschriebene Einfithrung neuer Individuenkonstanten und Funkti-
onssymbole unterscheidet sich von der nun zu beschreibenden Skolemisie-
rung existentieller Variablen dadurch, dafl in obigen Beispielen von vornehe-
rein eine bestimmte Struktur im Blickwinkel war. Davon abweichend wird
nunmehr die Fixierung auf eine feste Struktur aufgehoben.

Definition 13.1 Essei p = Q171 ... Qnxpt eine L-Formel in pranexer Nor-
malform mit Matrix . Der folgende Prozel wird Skolemisierung existen-
tieller Quantoren genannt: wir ersetzen in ¢ alle Vorkommen existentiell
quantifizierter Variablen z, durch einen Term der Form f, (2r,,...,Zr,).
Hierbei bezeichnen die Symbole f;, neue Funktionssymbole (falls & > 0)
oder Konstanten (falls k& = 0), genannt Skolemfunktionssymbole respektive
Skolemkonstanten. Die Skolemsymbole fiir verschiedene Variablen miissen
verschieden sein. Die Zahl und Folge der Argumente z,.,, ...,z von f, wird
bestimmt durch die Folge Q,, z,, ...,Q,, aller universellen Quantifizierun-
gen, die im Quantorenpréfix von ¢ vor 3z, kommen. Im zweiten Schritt las-
sen wir dann im Quantorenpriifix alle existentiellen Quantifizierungen weg.
Die resultierende universelle Formel ¥ nennen wir die Skolemnormalform
von .

Beispiel 13.2 Es sei ¢ die Formel
Jr1VeoVrgIzyVesIzg (P(x1, 22, 23) = Q(x4, 75, 76)).

Dann erhélt man durch Skolemisierung die Formel

QDS = \V/$2\V/$3\V/IE5 (P(f1'1,x2)x3) = Q(fx4($2,$3),$5,fm6($2,$3,$5))),
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wobei f;, eine neue Individuenkonstante ist und f;,, fz;, neue Funktions-
symbole sind.

Man beachte, daB die neue Formel ¢° im allgemeinen iiber einem ver-
groBlerten logischen Alphabet formuliert ist. Die so erweiterte logische Spra-
che werden wir mit £ bezeichnen. Im nachfolgenden Lemma referiert der
Erfiillbarkeitsbegriff demgeméaf auf zwei unterschiedliche Klassen von Struk-
turen.

Lemma 13.3 Es sei o die Skolemnormalform der L-Formel o in prinezer
Normalform. Dann ist ¢ erfillbar in einer L-Struktur genau dann, wenn ¢°
in einer £°-Struktur erfillbar ist.

Beweis. Das Lemma ist trivial im Fall wo ¢ keine existentielle Quanti-
fizierung hat. Es habe nun ¢ die Form

Vay .. Vopdeg 1QrieTiye - . Quand.

Wir zeigen, daf8 die Formel ¢!, die durch Skolemisierung des ersten existen-
tiellen Quantors Jxy41 aus ¢ entsteht, die Bedingung des Lemmas erfiillt.
Die eigentliche Behauptung ergibt sich dann durch eine triviale Iteration.

Zunéchst nehmen wir an, dafl ¢ erfiillbar ist. Dann gibt es eine L-
Struktur A = (A,I) und eine Variablenbelegung g mit |p|49 = 1.
Es gibt also fiir alle aj,...,ay € A stets ein agyy € A so, daB
|Qrt2Tks2 - .- annz/}\""g/ = 1, wo ¢’ die Variante von ¢ bezeichnet, wo z;
auf a; abgebildet wird (1 < i < k+ 1). Es sei f;i eine k-stellige Funkti-
on auf A, die jede Folge aq,...,a; von Elementen aus A auf ein Element
apy1 abbildet mit der Eigenschaft, dafl \Qk”ka...Qnmnw[““’g/ = 1. Es
bezeichne 1! die Formel, die aus v entsteht, indem wir jedes Vorkom-
men von zpyy durch fgy,  (71,...,7) ersetzen. Weiter sei Al die Struk-
tur, die aus A entsteht, indem wir zuséitzlich dem Skolemfunktionssymbol
fz, der vergréBerten Sprache die Interpretation fé zuweisen. Dann gilt

Vzq .. VerQpioTpio - - Qn:vni/)1|“41’9 = 1. Also ist ¢! erfiillbar.

Umgekehrt sei nun @' = Vai...VorQuioTrio ... Qur,tp! erfiillbar.
Es gibt also eine Struktur A', wo alle Symbole der um Jz), angerei-
cherten Sprache interpretiert sind, und eine Variablenbelegung ¢ so, daf
|Vm1...Vﬂ:ka+2xk+2...Qn:vni/)1|“41’9 = 1 gilt. Demnach gibt es fiir alle



398 13. DAS RESOLUTIONSVERFAHREN FUR DIE PRADIKATENLOGIK

: . . 1
ai,...,a eine Element ariy (ndmlich agyq := féﬂ(al, ...,ag)) so, daB

|QkroTkio ... Qn:cnw““l’gl = 1, wo ¢’ die Variante von g bezeichnet, wo z;
auf a; abgebildet wird (1 < i < k + 1). Man beachte, daf in der ausgewer-
teten Formel das Symbol f;, , nicht auftritt. Daher kénnen wir die Formel
auch in der £-Struktur A auswerten. Es folgt |49 = 1. m

Die nachfolgende Definition hélt nochmals den Typ von Formeln fest,
den wir durch Skolemisierung existentieller Variablen erhalten.

Definition 13.4 Eine préadikatenlogische Formel ¢ ist in Skolemnormal-
form falls ¢ die Form Vzi...Vz, /\::1(\/;1:1 L;;) hat wo die L;; Literale
sind.

Bemerkung 13.5 Neben der Skolemisierung existentieller Variablen gibt
es eine duale Form der Skolemisierung universeller Variablen. Bei dieser
Art der Skolemisierung erhélt man aus

Jr1VeoVrsIzyVesIzg (P(x1, 22, 23) = Q(24, 75, 76)).
dann die Formel
Ar1VaoVasIaaVas3Ize (P21, fo,(21), fos (1)) = Q(x4, foy(x1,23), T6)).
Diese Art der Skolemisierung erhélt die logische Giiltigkeit von Formeln.

Die wesentlichen Resultate der beiden dualen Formen der Skolemisierung
fast der nachfolgende Satz zusammen.

Theorem 13.6 Skolemisierung existentieller Variablen erhdlt die FErfill-
barkeit von Formeln, nicht jedoch die logische Giiltigkeit. Skolemisierung
universeller Variablen erhdlt die Giltigkeit von Formeln, nicht jedoch die
Erfillbarkeit.

Anstatt diesen Satz, den wir ja in Teilen bewiesen haben, vollstdndig zu
beweisen, seien hier noch zwei illustrierende Beispiele angegeben.

Beispiel 13.7 Die Formel Vz3y(P(z) = P(y)) ist logisch allgemeingiiltig
(d.h. eine Tautologie). Durch Skolemisierung existentieller Variablen erhalt
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man Va(P(z) = P(fy(x))), diese Formel ist offenkundig nicht allge-
meingiiltig. Durch Skolemisierung universeller Variablen hingegen erhélt
man die Tautologie Jy(P(f.) = P(y)).

Die Formel FaVy(—P(z) A P(y)) ist unerfiillbar. Durch Skolemise-
rung existentieller Variablen erhélt man die gleichfalls unerfiillbare Formel
Vy(=P(fz) A P(y)). Durch Skolemisierung universeller Variablen hingegen
erhélt man die erfiillbare Formel Jz(=P(x) A P(fy(x))).

Das nachfolgende Lemma werden wir benttigen, wenn wir im néchsten
Abschnitt das Klauselformat der Pradikatenlogik erkldren.

Lemma 13.8 Jeder L-Satz o kann in einen Satz ¢° in Skolemnormalform
tibersetzt werden (der iber einer gegebenenfalls mit neuen Funktionssymbo-
len und Konstanten vergréflerten Sprache formuliert ist), so daf8 ¢ erfillbar
ist genau dann, wenn ©° erfillbar ist.

13.2 Das Klauselformat

Wir nehmen nachfolgend an, daf§ alle Formeln iiber einer pradikatenlogischen
Sprache £ gebildet werden. Uber die Natur dieser Sprache machen wir kei-
ne Voraussetzungen. Sie kann also insbesondere auch durch Anreicherung
einer kleineren Sprache mit geeigneten Skolemkonstanten und -Funktionen
gebildet worden sein.

Definition 13.9 Ein Literal L ist eine Atomformel oder eine negierte
Atomformel. Mit L bezeichnen wir die negierte (bzw. unnegierte) Atom-
formel. Die Literale L und L werden duale Literale genannt.

Definition 13.10 Eine Klausel ist eine endliche, moglicherweise leere Men-
ge von Literalen. Ist K = {Ly,..., Ly} eine Klausel, so bezeichnet V\/ K die
2u K assoziierte Formel ¥z ...Vx,(Ly V ...V Lg). Hierbei ist {x1,...z,}
die Menge der in K vorkommenden Variablen.

Definition 13.11 Es sei M = {K3,... K,,} eine Klauselmenge. Die zu M
korrespondierende Formel ist V A\ M :=Vx1 ... Vo, NIt (V K;). Hierbei ist
{z1,...2n} die Menge der in M vorkommenden Variablen.
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Da universelle Quantifizierungen mit Konjunktionen vertauschen, kénnte
man die zu M korrespondierende Formel auch in der logisch dquivalenten
Form definieren, wo die Quantoren unmittelbar vor den einzelnen Disjunk-
tionen stehen. Dies zeigt, dal man sich jede einzelne Klausel einer Klausel-
menge als universell abquantifiziert vorzustellen hat.

Definition 13.12 Es sei ¢ = Vai...Vz, \i_1(VjL; Lij) ein Satz in
Skolemnormalform. Die zu ¢ korrespondierende Klauselmenge ist M, :=
{{Li,la e ’Li,sz’} | 7= 1, e ,T’}.

Definition 13.13 Eine Klausel K gilt in einer Struktur A, falls A =V K.
Eine Klauselmenge M heifit erfillbar, falls die zu M korrespondierende For-
mel VA \/ M erfiillbar ist.

[tiberblick Resolutionsverfahren?]

[Es reicht im weiteren, ein Verfahren anzugeben, womit man die Erfiill-
barkeit von...7]

13.3 Herbrand-Interpretationen

Nachfolgend bezeichne M eine feste Klauselmenge. Mit Zp;, Fas und Ry
bezeichnen wir die Mengen der in M vorkommenden Individuenkonstanten,
Funktionssymbole respektive Relationssymbole. Weiter sei Zj, := Z)s falls
Iy # 0 und Z3, := {e*} sonst. Hierbei ist e* irgendeine neue Individuenkon-
stante. Wir fiihren sie ein, um sicherzustellen, dafl wir in den nachfolgenden
Schritten stets eine nichtleere Menge von Grundtermen in der Sprache ha-
ben. Es bezeichne X, die Signatur mit den Zeichen aus Zps, Fas und Ry,
und ¥}, die Signatur mit den Zeichen aus Z3,, Fas und Rys. Wir betrachten
die zugehorigen Sprachen £, und £3,.

Definition 13.14 Das Herbrand- Universum tiber M besteht aus der Menge
aller Grundterme von £3,. Es wird mit Ujs bezeichnet.

Beispiel 13.15 Es enthalte Zj, die Konstanten a und b und F); das ein-
stellige Funktionssymbol f als einzige Zeichen. Dann enthélt Uys die Grund-

terme a,b, f(a), £(5), F(F(a)), F(F D)),
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Definition 13.16 Die Herbrand-Basis iiber M ist die Menge
By :={R(t1,...,tx) | RE€ R t1,. .., tx € Upns}e
Beispiel 13.17 Es enthalte 73, die Konstanten @« und b, Fj; das

einstellige Funktionssymbol f und Rj; das zweistellige Préadikat
R als einzige Zeichen. Dann enthilt Bj; die Grundatomformeln

R(a,a),R(a,b),R(b,a), R(b,b), R(f(a),a), R(f(a),b), R(f(b),a), R(f(b),b),....

Definition 13.18 Eine Grundinstanz einer Klausel K ist eine Klausel K’,
die aus K durch hervorgeht, indem man alle Variablen durch Elemente aus
Uy ersetzt.

Beispiel 13.19 Es enthalte wie oben Zj, die Konstanten a und b,
Fur das einstellige Funktionssymbol f und Rp; das zweistellige Pradi-
kat R. Dann sind die folgenden Klauseln Grundinstanzen der Klausel
K = {R(z, f(y),~R(f(z),a)}: die Klausel {R(a,f(a)),~R(f(a),a)},
ebenso {R(b, f(b)),~R(f(b),a)} und {R(a,f(b)),~R(f(a),a)} sowie
(R(F(F(FO)) ), ~RUFF(F(F(5))), a)} und viele andere mehr.

Definition 13.20 Eine Herbrand-Struktur fiir M ist eine L£},-Struktur der
Form H = (U, I) wo die Interpretationsfunktion I die folgenden Bedin-
gungen erfillt:

1. I(c) = c fiir alle ¢ € T},

2. fir ein k-stelliges f € Far ist I(f) die Funktion (¢1,...,tx) —
flty,... ,tk) auf Uyy.

Eine Interpretationsfunktion, die die zwei genannten Bedingungen erfiillt,
wird auch Herbrand-Interpretation genannt.

Da in einer Herbrand-Struktur H fiir M die Grundmenge und die Interpre-
tation der Funktionssymbole und der Individuenkonstanten fixiert ist, wird
‘H eindeutig durch diejenigen Elemente der Herbrand-Basis Bj; charakteri-
siert, die in H giiltig sind. Man identifiziert daher im allgemeinen H und die
Menge {R(t1,...,tx) € By | H = R(t1,...,tr)}. Wenn wir Formulierun-
gen verwenden wie ,,es sei H C Bjs eine Herbrand-Struktur...“, so heben
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wir auf diesen Zusammenhang ab. Die Betrachtungsweise erlaubt es auch,
eine natiirliche partielle Ordnung auf der Menge der Herbrand-Modelle ein-
zufiithren, wo H; (echt) kleiner als Hs ist genau dann, wenn H; C Ho (resp.

7‘[1 - 7‘[2)

Lemma 13.21 FEs sei K eine Klausel und H eine Herbrand-Struktur. Dann
gilt K in ‘H genau dann, wenn jede Grundinstanz von K in H gilt.

Proof. Essei K = {Ly,...,L,}. Offensichtlich gilt K in H genau dann,
wenn unter jeder Variablenbelegung g in Uy stets |Ly V...V L,|™9 = 1 gilt.
Wegen des Koinzidenztheorems sind hierbei nur die Werte der Variablen
in K unter beliebigen Variablenbelegungen relevant. Daher korrespondieren
die verschiedenen Variablenbelegungen gerade zu den verschiedenen Grund-
instanzen von K, woraus sich die Behauptung ergibt. m

Wir wollen nun zeigen, dafl es ausreicht, Herbrand-Strukturen tiber M
zu betrachten, wenn wir die Unerfiillbarkeit einer Klauselmenge M zeigen
wollen. In diesem Zusammenhang benotigen wir den folgenden Begriff.

Definition 13.22 Es sei A eine £j;-Struktur. Eine Abbildung F' : Uy — A
heifit funktionshomomorph, falls die folgenden Eigenschaften erfiillt sind:

1. F(c) = ¢ fiir alle e* # ¢ € T*,

2. F(f(t1,... 1)) = fAF(t1),...,F(ty)) fiir alle f € Fy und alle
t1,...,tp € Upy.

Man beachte, dafl gegebenenfalls fiir die Konstante e* in A keine Interpre-
tation vorliegt, demgeméafl wird iiber das Bild von e* keine Einschrinkung
gemacht.

Ohen Schwierigkeiten beweist man das folgende technische Lemma.

Lemma 13.23 FEs sei A eine Lyr-Struktur und F : Uy — A funktions-
homomorph. Weiter sei t ein Lyr-Term mit Var(t) C {z1,...z,}, und
Ui, ..., U, Seien Elemente des Herbrand-Universums Ups. Ist gg eine Va-
riablenbelegung in Upyr mit gi(x;) = u; und ist g4 eine Variablenbelegung in
A mit ga(z;) = F(u;) (1<i<n), sogilt g4(t) = F(gu(t)).
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Definition 13.24 Eine Herbrand-Struktur H C Bjs korrespondiert zur
Ly-Struktur A = (A, I), falls es eine funktionshomomorphe Abbildung
F:Up — A gibt mit

H = {R(tl,...,tk) € By ‘ RGRM,.AlZR(F(tl),...,F(tk))}.

Lemma 13.25 Zu jeder Ly-Struktur A = (A, I) gibt es eine korrespondie-
rende Herbrand-Struktur.

Beweis. Zunéchst einmal kann man—gegebenenfalls bei beliebig vorge-
gebenem Bild von e*—offensichtlich stets eine funktionshomomorphe Ab-
bildung F' : Ug — A per Induktion iiber den Termaufbau definieren. Nun
kann man aber die Gleichung aus Definition 13.24 zur Definition von H
verwenden. B

Beispiel 13.26 FEinfiigen.

Theorem 13.27 FEs sei M eine Klauselmenge. Falls M erfiillbar ist, so ist
M in einer Herbrand-Struktur fiir M erfillbar.

Beweis. Es sei M = {Ky,...,K,,} erfiillbar. Dann gibt es eine Lj-
Struktur A = (A, I), so dafl

i=1
wobei {x1,...xz,} die Menge der in den Klauseln K71, ... K, vorkommenden

Variablen ist. Es sei H eine zu A korrespondierende Herbrand-Struktur.
Die Korrespondenz basiere auf der funktionshomomorphen Abbildung F.
Es bezeichne uyq,...,u, eine beliebige Folge von Elementen des Herbrand-
Universums Ujys. Wir wollen zeigen, dafl

HE= /\(\/Kl)[xl/ul,,xn/un]
i=1

Dazu greifen wir uns eine der m Klauseln, etwas K = {L, ..., L}, heraus.
Nach Voraussetzung gilt

k
AE (\/ Li)[x1/F(u1),...,xn/F(uy)].

i=1
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Damit existiert ein L € {Ly,..., L;} mit

A= Lizi/F(ui),...,zn/F(un)] ().

Es habe L die Form R(ti,...,t;) (der Fall, wo L negierte Atomformel
ist, ist analog zu behandeln). Sei g4 eine Variablenbelegung in A mit
ga(z;) = F(u;) und gy die Variablenbelegung in Uy wo gg(z;) = u;
(1 <i < n). Wegen (¢) gilt R(g4(t1),...,9%(tm)) in A. Gleichbedeutend
gilt mit Lemma 13.23 aber R(F(g¥(t1)),..., F(gF(ty))) in A. Da H zu A
korrespondiert, gilt R(g¥(t1),..., g1 (ty)) in H und damit

H ): L[ml/ul,... ,xn/un]

Somit gilt
k

A ): (\/ Li)[xl/ul, oo ,xn/un]
i=1
Da dies fiir jedes K € {Kj,..., K} gilt, folgt nun, dafl H die Klauselmenge
M erfiillt. m

Korollar 13.28 Es sei ¢ ein Satz der Form Jxy...3x,Yy1...Vyp, wo
¥ quantorenfrei ist, kein Gleichheitszeichen und keine Funktionssymbole
enthdlt. Dann ist entscheidbar, ob ¢ erfillbar ist.

Beweis. Nach Skolemisierung enthilt die korrespondierende Klauselmen-
ge M keine Funktionszeichen. Damit ist das Herbrand-Universum endlich
und es gibt nur endlich viele Herbrand-Strukturen fiir M, die alle eine end-
liche Grundmenge haben. Wir kénnen fiir jede dieser Strukturen nachpriifen,
ob sie die Klauselmenge M erfiillt. m

13.4 Der Satz von Herbrand

Im nachfolgenden bezeichnet M stets eine Klauselmenge. Es bezeichne
By = {b; | i € IN} eine Abzdhlung der Herbrand-Basis iiber M. Fiir
die nachfolgenden Uberlegungen ist es niitzlich, sich klarzumachen, da8 sich
die Elemente der Herbrand-Basis, also die positiven Grundliterale der Pradi-
katenlogik, beziiglich Herbrand-Modellen v6llig identisch zu den aussagen-
logischen Literalen und 0-1-Bewertungen verhalten.
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Um diese Parallele auszunutzen, betrachten wir wieder einen semanti-
schen Baum. Diese Mal labeln wir jedoch die Ubergiéinge mit den Elementen
der Herbrand-Basis fiir M und ihren dualen Literalen: Wir bezeichnen den
Baum mit 74, und nennen ihn den semantischen Baum der Klauselmenge
M.

Man sieht, daf8 die Aste von TM | gerade die moglichen Herbrand-Strukturen
fiir M reprisentieren. Jedem Knoten von Taf, konnen wir die Menge all
derjenigen Herbrand-Strukturen zuordnen, die auf den Pfaden durch diesen
Knoten realisiert werden.

Definition 13.29 Ein Knoten 1 von T4 heit Fehlerknoten fiir M unter
den folgenden Bedingungen.

1. Es gibt eine Grundinstanz K° einer Klausel K € M so, da8 jede der
dem Knoten 7 zugeordneten Herbrand-Strukturen die Formel \/ K°
verletzt,

2. m ist eine maximaler Knoten mit dieser FEigenschaft, d.h. kein
Vorgénger von 71 hat die Eigenschaft 1.

Wir sagen, daf die Grundklausel K° bei 1 widerlegt wird.

Beispiel 13.30 Es sei M die Menge mit den Klauseln K := {P(z),Q(z)},
Ky = A{Q),~P(x)}, Kz := {=P(f(y),~P(z)} uwd K, :=



406 13. DAS RESOLUTIONSVERFAHREN FUR DIE PRADIKATENLOGIK

{-Q(v), P(f(0))}. Weiter sei by = P(a),by = Q(a),by = P(f(a)),bs =
Q(f(a)),.... In der folgendenden Figur sind die Fehlerknoten fiir M
schwarz markiert; die Labels geben die Grundinstanzen von Klauseln
wieder, die an dem betreffenden Knoten widerlegt werden. Hierbei ist
K9 = {P(a), Q(a)}, K3 := {Q(a), ~P(a)}, KY = {~P(f(a))} und K9 :=
[~Q(a), P(f(a))}.

P(f(a))
0
K3

Definition 13.31 Das Gewicht von Ti,, beziiglich der Klauselmenge M
ist die Anzahl der Knoten von 734 . die nicht Fehlerknoten sind und nicht
unterhalb von Fehlerknoten fiir M liegen.

Beispiel 13.32 Es sei M wie in Beispiel 13.30. Dann hat T, beziiglich
M das Gewicht 5.

Lemma 13.33 Fine Klauselmenge M ist genau dann unerfillbar, wenn der
semantische Baum T2, endliches Gewicht beziiglich M hat.

Beweis. Es sei M unerfiillbar und VAV M = Va1 ... Vo, Agep(V K)
die zu M korrespondierende Formel. Keine der Herbrand-Strukturen fiir M
erfiillt diese Formel. Fiir jede Herbrand-Struktur H C Bjy; gibt es damit

zumindest eine Auswahl von Elementen uq,...,u, € Ug haben, so dafl
H I;'é /\ (\/ K)[xl/ula s axn/un]
KeM

Damit gilt H ¥~ (V K)[z1/u1,...,zn/uy] fir eine der Klauseln K € M.
Dann erfiillt aber H diejenige Grundinstanz K° von K nicht, die wir er-
halten, wenn wir die Variablen z; durch die Grundterme w; ersetzen, fiir
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1 < < n. Daraus folgt, daB der zu H gehorende Ast von T, einen Fehler-
knoten enthilt. Wir haben nun aber gesehen, dafl jeder Ast von T, einen
Fehlerknoten enthélt. Nach Konigs Lemma muf dann aber T, endliches

Gewicht beziiglich M haben.

Es habe nun umgekehrt 7 beziiglich M endliches Gewicht. Dann
enthilt jeder Pfad von 7Y, einen Fehlerknoten beziiglich M, an dem ei-
ne Grundinstanz K° einer Klausel K € M widerlegt wird. Dies bedeutet,
dafl die zum Pfad gehorende Herbrand-Struktur K, damit aber auch M
nicht erfiillt. Da jede Herbrand-Struktur einem Ast von 7L, entspricht, er-
gibt sich hieraus, daf§ M nicht in einer Herbrand-Struktur erfiillbar ist. Nach
Lemma 13.27 ist dann M unerfiillbar. m

Theorem 13.34 (Satz von Herbrand) FEine Klauselmenge M ist genau
dann unerfillbar, wenn es eine endliche Menge M° von Grundinstanzen von
Klauseln aus M gibt, so daff M° unerfillbar ist.

13.5 Der pradikatenlogische Resolutionskalkiil

Zum Versténdnis der nachfolgenden Definitionen verweisen wir auf die in
Kapitel 7.5.1 eingefiihrten Begriffe und Notationen. Insbesondere hatten wir
dort den Begriff der Substitution als Abbildungen auf Termen erklirt. Wir
werden nachfolgend Substitutionen o auch auf Literale und Klauseln anwen-
den. Die formale Definition ist wie folgt.

1. ist P(t1,...,t,) eine Atomformel, so gilt o(P(t1,...,t,)) :=
P(o(t1),...,0(tn)),

2. ist L eine negierte Atomformel, so ist o(L) das zu (L) komplementére
Literal,

3. ist K ={Ly,..., Ly} eine Klausel, so ist 0(K) := {o(L1),...0(Ln)}.

Nachfolgend nennen wir jede Klausel der Form o(K'), wo o eine Substitution
ist, eine Instanz der Klausel K.

Definition 13.35 Sei X eine Signatur. Ein X-Ausdruck ist ein Term oder
eine Formel iiber X..
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Die nachfolgende Definition verallgemeinert den Begriff des Unifikators
auf Unifikatoren endlicher Mengen von Ausdriicken.

Definition 13.36 Es sei A = {44,...,A,} eine endliche Menge von Aus-
driicken. Eine ¥-Substitution o heiit Unifikator von A falls o(A;) = ... =
o(Ay). A heiBt unifizierbar, falls es einen Unifikator von A gibt. Ein Unifika-
tor p von A heifit allgemeinster Unifikator von A falls es fiir jeden Unifikator
o von A eine Substitution A gibt mit o = o AL

Theorem 13.37 FEs gibt einen Algorithmus, der als Fingabe eine beliebige
endliche Menge A von Ausdriicken nimmt, und nach einer endlichen Zahl
von Schritten

e cinen allgemeinsten Unifikator u von A ausgibt falls A unifizierbar ist,

e andernfalls die Nichi-Unifizierbarkeit von A meldet.

Auf einen Beweis dieses Theorems verzichten wir hier. Wir verweisen
aber auf die informelle Darstellung des Robinsonschen Unifikationsalgorith-
mus in Kapitel 7.5.1. Der dort betrachtete Fall der Unifikation zweier Terme
148t sich leicht auf den Fall einer endlichen Menge beliebiger Ausdriicke ver-
allgemeinern.

Es sei hier angemerkt, daf bei allen Implementierungen des Resolutions-
verfahrens die Unifikation der grundlegende Rechenschritt ist. Aus diesem
Grund wurde das Problem eines moglichst effizienten Unifikationsverfahrens
intensiv studiert.

Definition 13.38 Es seien K7 und Ky Klauseln, und es bezeichne
{z1,...,2,} die Menge der Variablen, die gleichzeitig in K7 und in K vor-
kommen. Eine Substitution ¢ heifit Umbenennungs-Substitution fiir K1 und
K, falls o die Form (z1/y1, ..., Zn/yn) hat, wo die Variablen y1, . .., y, weder
in K7 noch in K9 vorkommen.

Definition 13.39 Es sei A = {Li,..., Ly} # 0 eine unifizierbare Menge
von Literalen der Klausel K. Ist u ein allgemeinster Unifikator fiir A, so
heifit die Klausel u(K) ein Faktor der Klausel K.

'Es sei hier erinnert, daf bei der Komposition p o X stets u die zuerst angewandte
Abbildung angibt.
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Definition 13.40 Es seien K7 und K» zwei Klauseln, o sei eine Umbenen-
nungssubstitution fiir K7 und Ks. Es enthalte K7 und o(K3) die Literale Lq
und Lo von denen genau eines eine negierte Atomformel sei. Falls L und
L unifizierbar sind, und falls ; ein allgemeinster Unifikator ist, so heifit die
Klausel

(K1) \{u(L1)}) U (u(o(K2)) \ {u(L2)})

eine Resolvente der Eltern-Klauseln Ki und Ks.

Beispiel 13.41 Essei K1 = {P(x,b)} und K3 := {=P(a,x),Q(z,x)}. Man
beachte, dafl die Literale P(x,b) und P(a,z) nicht unifizierbar sind. Wir
wenden jedoch geméfl Definition 13.40 zunéchst die Umbenennungssubsti-
tution o := (z/y) auf Ky an und erhalten o(K3) = {—-P(a,y),Q(y,y)}. Wir
betrachten die Literale Ly := P(z,b) und Ly := = P(a,y) von K; und o(K3).
Offenkundig ist p := (x/a, y/b) ein allgemeinster Unifikator von L; und L.
Nun ist

({P(a,0)} \ {P(a,b)}) U ({~P(a,b),Q(b,0)} \ {=P(a,b)}) = {Q(b,b)}

eine Resolvente von K7 und Ks.

Definition 13.42 Es sei M eine Menge von Klauseln und K eine Klausel.
Eine Resolutions-Herleitung von K aus M ist eine endliche Liste K, ..., K,
(n > 1) von Klauseln, wo gilt

1. K, =K,
2. fiir jedes 1 < i < n gilt: K; ist entweder

(a) ein Element von M,
(b) ein Faktor einer Klausel K, j < i,

(c) eine Resolvente zweier Elternklauseln K; und Ky, fiir j, k < i.

Eine Resolutions- Widerlegung von M ist eine Resolutions-Herleitung der
leeren Klausel ,,0“ aus M.

Ziel diese Kapitels ist es, zu zeigen, daf} eine Klauselmenge M unerfiillbar ist
genau dann, wenn es eine Resolutions-Widerlegung von M gibt. Zunéchst
beginnen wir mit der Korrektheit des Resolutionskalkiils und zeigen, daf
M unerfiillbar ist, falls es eine Resolutions-Widerlegung von M gibt. Dazu
bendétigen wir die folgenden zwie Lemmata.
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Lemma 13.43 FEs sei M eine Klauselmenge und K' ein Faktor einer Klau-
sel K € M. Dann ist M erfiillbar genau dann, wenn M U{K'} erfiillbar ist.

In nachfolgendem Beweis bezeichnet V¢ die Formel, die man aus ¢ durch
universelle Quantifizierung aller in ¢ frei vorkommenden Variablen erhélt.

Beweis. Sei K' = u(K). Nach Satz 13.27 reicht es zu zeigen, daf
M U{K'} ein Herbrand-Modell hat, falls M ein Herbrand-Modell hat. Sei
also H ein Herbrand-Modell von M. Insbesondere gelten dann nach Lem-
ma 13.21 alle Grundinstanzen von K in M. Damit gelten aber offenkundig

alle Grundinstanzen von K’ in M, woraus nach Lemma 13.21 folgt, dafl auch
K'in H gilt. m

Lemma 13.44 FEs sei M eine Klauselmenge und K eine Resolvente zweier
Elternklauseln aus M. Dann ist M erfillbar genau dann, wenn M U {K}
erfillbar ist.

Beweis. Nach Satz 13.27 reicht es zu zeigen, dafl M U{K'} ein Herbrand-
Modell hat, falls M ein Herbrand-Modell hat. Es sei also H ein Herbrand-
Modell von M. Bezeichnen K7 und K die Elternklauseln von K in M, so
gelten nach Lemma 13.21 alle Grundinstanzen von K; und Ks in H. Ist
o die Umbenennungs-Substitution, die zur Resolventenbildung angewandt
wurde, so gelten auch alle Grundinstanzen von o(K3) in H. Nun ist leicht zu
sehen, daf jede Grundinstanz von K zu erhalten ist als eine aussagenlogische
Resolventenbildung von passenden Grundinstanzen von Kj und o(K3). Da
nach Lemma 11.49 jede aussagenlogische Resolvente aussagenlogisch aus den
beiden Elternklauseln folgt, muf} also jede Grundinstanz von K in H gelten.
Nach Lemma 13.21 gilt dann K in H.

Aus den vorangegangenen Lemmata folgt durch eine triviale Induktion
sofort die Korrektheit des Resolutionsverfahrens.

Korollar 13.45 Es sei M eine Klauselmenge. Falls M eine Resolutionswi-
derlegung besitzt, so ist M unerfillbar.

Wir kommen nun zur Vollstdndigkeit des Resolutionsverfahrens. Fiir den
Beweis des nachfolgenden Lemmas wollen wir eine kleine Vorbemerkung
machen. Ist A eine Menge, a € A und f : A — B eine Abbildung, so gilt
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f(A\A{a}) = f(A)\ {f(a)} genau dann, wenn f(a) & f(A\ {a}). Hingegen
gilt mit A = Ay U Ay stets f(A) = f(A1) U f(Az).

Lemma 13.46 (Lifting Lemma, J.A. Robinson) FEs seien K; und Ks
zwei Klauseln, die keine Variablen gemeinsam haben. Es seien K| und K
zwei Grundinstanzen von Ki und Ks. Falls K{ und K} eine Resolvente K’
haben, dann gibt es Faktoren 11 (K1) von K1 und 19(K2) von Ky und eine
Resolvente K von 11(K1) und 12(Ks) so daff K' eine Grundinstanz von K
15t.

Beweis. Da K und K> variablendisjunkt sind, existiert eine Substitution
o mit K| = o(Ky) und K4 = o(K>2). Seien L} und L die komplementiren
Grundliterale, die zur Resolventenbildung zwischen den Elternklauseln K}
und K} verwendet wurden. Weiter seien Ly 1,...,L1,, und Log,..., Loy,
genau diejenigen Literale aus K; respektive K5, die durch Anwendung der
Substitution o auf die Literale L] und L iibergehen.

Ist nun 7; ein allgemeinster Unifikator von {L;1,...,Lip,}, so ist also
7;(K;) ein Faktor von K; und es gibt eine Substitution §; mit o = 7; 0 ¢;
(¢ = 1,2). Wenn wir annehmen, dafl 71 und 7» keine gemeinsamen Varia-
blen im Bild haben, was durch Umbenennung immer zu erreichen ist, so
konnen wir die Substitutionen §; und d9 zu einer gemeinsamen Substitution
¢ kombinieren.

Es gelten also die Beziehungen ¢ = 7,06 (i = 1,2). Wegen L] =
§(11(L11)) = Ly = 6(m2(La,1)) folgt die Unifizierbarkeit der Literale 71 (Ly 1)
und 79(La,1), wobei hier 71(Ly 1) ein Literal von 71 (K1), 72(La1) ein Lite-
ral von m(K32) ist. Man beachte, daf§ die Klauseln 71 (K;) und 72(K3) nach
Wahl von 71 und 75 bereits variablendisjunkt sind. Daher kénnen wir mit
den Elternklauseln 71 (K1) und 7 (K3) eine Resolventenbildung durchfiihren.
Ist p1 ein allgemeinster Unifikator von 7i(L; 1) und 7'2(1_)2,1), so ergibt sich
die Resolvente

K = (p(ri (K1) \ {p(m1(L1,1))}) U (a2 (K2)) \ {1(12(L2,1))})

Da § ein Unifikator von 71(Ly,1) und 7'2(1_)2,1) ist, gibt es eine Substitution
A so daBl 6 = po A gilt. Insgesamt erhalten wir 0 = ;oo A (1 =1,2).
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K1 K2
T]_(K]_) Y T2(K2)
K
g o 0 o
A
K’ 1: O'(Kl) V’ K’ 2: O(Kz)
K’

Wir erhalten geméf unserer Vorbemerkung
A(K)
= AMu(r(K)) \A{p(r(L11))}) U (p(r2(K2) \ {(72(L2,1))}))
= AMp(r(K) \Ap(m(L1) 1) U A (p(72(K2)) \ {n(72(L2,1))})
Wir werden unten zeigen, daB das Grundliteral A(u(7;(L;1))) nicht in

L = o(Lin) = Mu(ri(Ki)) \ {p(ri(Li1))}) vorkommt (i = 1,2). Aus der
Vorbemerkung ergibt sich daraus, da§ wir A(K) in der Form

Al (K)) \ A (1 (L)) 3) U (A(p(ra (B2)) \ {A((72(L2,1)) })
(0(K1) \ {o(L11)}) U (o(K2) \ {o(L21)})
= (K1\{L1}) U (K5 \ {Ls})
= K.
schreiben kénnen, was die Behauptung des Lemmas verifiziert. Es bleibt al-
lerdings noch zu zeigen, dafi L) nicht in A(p(7i (K1) \ {p(m1(L1,1))}) liegt
(die zweite Behauptung folgt analog). Angenommen L) € A(u(m(K7)) \
{u(r1(L11))}). Dann gibt es ein Literal L € K mit Lj = A(u(m1(L))) aber
pu(ri(L)) # p(ri(Liy)). Aus L) = Ap(mi(L))) = o(L) folgt aber L €
{L171,...,L17n1} und damit Tl(L) = T1(L171) und ,U,(Tl(L)) = M(Tl(Ll,l))7
also ein Widerspruch. m

Theorem 13.47 (Vollstéindigkeit des Resolutionsverfahrens) FEs sei
M eine Klauselmenge. Falls M unerfillbar ist, so gibt es eine Resolutions-
widerleqgung von M.
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Beweis. Es sei M unerfiillbar. Dann gibt es nach dem Satz von Herbrand
eine endliche Menge M’ von Grundinstanzen von Klauseln aus M, so dafl
M’ unerfiillbar ist. Da das Resolutionsverfahren im aussagenlogischen Fall
vollstindig ist, gibt es eine Folge K7i,..., K, = O wo jede Klausel K/ aus
M’ ist oder sich durch aussagenlogische Resolventenbildung aus Klauseln
K}, K] mit [,j < i ergibt. Da das Resolutionsverfahren Umbenennungen
erlaubt, gibt es nach dem Lifting Lemma eine korrespondierende Folge von
Klauseln Ki,..., K, = 0O, die sich aus M vermoge Faktorenbildung und
pradikatenlogischer Resolventenbildung ergeben. m

Nachdem wir Korrektheit und Vollstandigkeit des Resolutionskalkiils ge-
zeigt haben, ist es wichtig daruaf hinzuweisen, dafl der Resolutionskalkiil—
im Gegensatz zur Situation in der Aussagenlogik—im allgemeinen kein ter-
minierendes Verfahren darstellt. In der Tat koénnen durch die eingebauten
Unifikationsschritte Terme einer immer komplexeren Struktur entstehen,
wodurch immer neue Klauseln entstehen kénnen. Dieses Phdnomen sollte
nicht verwundern, da wir ja an anderer Stelle auf die Unentscheidbarkeit
der Priadikatenlogik hingewiesen hatten.

Beispiel 13.48 Um ein Beispiel des Liftens von Grundherleitungen an-
zufithren, kehren wir zu Beispiel 13.30 zuriick. Es sei wie dort M die
Menge mit den Klauseln Ky := {P(z),Q(z)}, Ko := {Q(z'),~P(2')},
Ks = {=P(f(y)),~P(2)} und K4 := {=Q(v), P(f(v))}. Wir betrachten
die Grundinstanzen K := {P(a),Q(a)}, K3 = {Q(a),~P(a)}, K} =
{~P(f(a))} und K} == {~Q(a), P(f(a))}.

Eine einfache Herleitung der leeren Klausel aus diesen Grundklauseln ist
die folgende.

1. Aus K9 und K erhalten wir die Resolvente KY = {=Q(a)}.
2. Aus KY und K9 erhalten wir die Resolvente K = {Q(a)}.

3. Aus K? und K{ erhalten wir die leere Klausel.

Eine geliftete Version mit Ursprungsklauseln K, K5, K3 und Ky erhalten
wir, indem wir zunéchst den Faktor K3 =:= {-P(f(y))} von K3 bilden.

1. Aus K3 und K, erhalten wir die Resolvente K5 = {-Q(v)}.
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2. Aus K; und K3 erhalten wir die Resolvente K¢ = {Q(x)}.

3. Aus K5 und Kg erhalten wir die leere Klausel.
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Relation, reflexive, 100

Relation, symmetrische, 100, 210

Relation, transitive, 100, 111, 210

Relation, wohlfundierte, 132

Relationalstruktur, 165, 172, 204

Relationssymbol, 167, 168, 373-376,
378

Représentant, 105, 335

Représentantensystem, 105

Resolutions-Kalkiil, 355,
363

Resolvente, 359, 360

Ring, 162, 301, 386

Ring, Boolescher, 301

Ring, kommutativer, 162

Ringschluf}, 86

Robinson, J.A., 240

Robinsonscher Unifikations-
Algorithmus, 240

Russellsche Antinomie, 42

357-360,

Satz, 377, 385, 386

Satz von Cantor-Bernstein, 143
Schachteldarstellung von Mengen, 26
Schnittformel, 343

Schnittregel, 343, 344

schwacher Homomorphismus, 176
Semantik der Pradikatenlogik, 378
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semantischer Baum, 361

Sequenz, 337-339, 344-348

Sequenz, giiltige, 338, 341-343

Sequenz, herleitbare, 340, 341, 347

Sequenzen-Kalkiil, 337, 341, 344,
346, 353

Signatur, 167, 168, 178, 179, 185,
186, 226, 317, 372-376, 378—
381, 384, 386, 391

signierte Formel, 349, 351, 352

signiertes semantisches Tableau, 347,
351, 352

simultane induktive Definition, 89

Skopus einer Bindung, 375

Sohn, 219

Sprache, 152, 192, 215

Sprache der Aussagenlogik, 306

Sprache der Préadikatenlogik, 372

Sprache, erzeugte, 129

Sprache, formale, 61

Sprache, regulédre, 192

starker Homomorphismus, 176, 182,
187

Startsymbol, 129

Startzustand, 215

strikte lineare Ordnung, 111, 224

strikte partielle Ordnung, 111, 118,
210, 222

Struktur, 156, 157, 168, 372

strukturelle Induktion, 308, 311, 312,
314

Substitution, 238

Substruktur, 170

Suffix, 75

Sukzedens, 337, 338, 345, 347

Supremum, 254, 255, 265, 297, 335

surjektive Funktion, 83, 85, 86, 300

Symbol, nichtterminales, 129

Symbol, terminales, 129

Symbole, logische, 373
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Symbole, nicht-logische, 373
Symmetrie, 334

symmetrische Differenz, 33
symmetrische Hiille, 124
symmetrische Relation, 100, 210
symmetrischer Graph, 210, 214
Syntax der Priadikatenlogik, 372

Tableau, 347, 348

Tableau, geschlossenes, 353

Tableau, offenes, 353

Tableau, signiertes

347, 351, 352

vollstandig

355

Tableau-Beweis, 353, 354

Tableau-Erweiterungsregel, 352

Tableau-Kalkiil, 353

Tarski, Alfred, 380

Taubenloch-Prinzip, 81

Tautologie, aussagenlogische, 13, 36,
311, 312, 315, 316, 324, 329,
333, 338, 341, 343, 345, 354,
388

Tautologie, pradikatenlogische, 385,
386

Teilalgebra, 171, 320

Teilbarkeitsrelation, 65, 115, 259

Teilbaum, 219, 220, 224, 228, 340

Teilbaum, unmittelbarer, 220, 228,
229, 234

Teiler, 47

Teilformel, 309-312, 316, 375

Teilformel, unmittelbare, 309

Teilkorper, 171

Teilmenge, 28

Teilmenge, echte, 28

Teilmonoid, 171

Teilring, 171

Teilstruktur, 170, 172-174, 182

semantisches,

Tableau, entwickeltes,
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Teilterm, 233

Term, 232, 235, 237, 307, 317, 373
Term, atomarer, 232, 374

Term, geschlossener, 236

Term, offener, 236

Termalgebra, 235, 236, 238, 317
Tiefe eines Terms, 233

Tochter, 219

Totalordnung, 111

transitive Hiille, 124, 206
transitive Relation, 100, 111, 210
Transitivitat, 14, 86, 143, 334
Trie, 116

Umkehrabbildung, 161

Umkehrrelation, 68, 77

ungeordneter Baum, 217-219

ungerichtete Kante, 210

ungerichteter Graph, 210

Unifikator, 238, 240

Unifikator, allgemeinster, 238, 240

uniform endlicher Verzweigungsgrad,
220

universeller Abschlufl einer Formel,
383

unmittelbare Teilformel, 309

unmittelbarer Teilbaum, 220, 224,
228, 229, 234

unmittelbarer Teilterm, 233

untere Schranke, 254

Untergruppe, 171

Unterhalbgruppe, 171

unverzweigende Erweiterungsregel,
350, 351

Urbild, 68, 77

Variable, 17, 231, 317

Variable, freie, 377, 381, 383, 389
Variable, gebundene, 375, 389
Variablen-Vorkommen, freie, 377

INDEX

Variablenbelegung, 379-383, 385,
386

Vaterknoten, 219

Venn-Diagramm, 28, 30

Verband, 255, 259-261, 284, 335

Verband, algebraischer, 262

Verband, distributiver, 267, 269, 283,
284, 335

Verband, dualer, 260, 268, 284

Verband, modularer, 268, 269

Verband, vollstdndiger, 255, 256,
259, 260

Vereinigung, 30, 38

Verfeinerung einer Aquivalenzrelati-
on, 108, 109, 118

vertriigliche Aquivalenzrelation, 189

Vertreter, 105-107, 119

Vertretersystem, 105-107

verzweigende Erweiterungsregel, 350,
351

Verzweigungsgrad, 219

vollstdndig entwickeltes Tableau, 355

vollstédndige Induktion, 131, 235, 316,
342

vollstédndiger Bipartitionsgraph, 214

vollstandiger Graph, 214

vollstéandiger Kalkiil, 329

vollstédndiger Verband, 255, 256, 259,
260

Vollstandigkeit, 329, 333, 336, 341,
342, 353, 3h4, 361, 363

Vorfahrbeziehung, 118

Vorgénger, 114, 130, 206, 207, 223

Vorgénger, direkter, 114, 206, 218

Vorgénger, reflexiver, 223

Vorzugsrichtung, 218

Wahrheitswert, 10, 285, 310, 380
Wahrheitswert-Tabelle, 12, 13, 310,
312, 313, 333
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Wahrheitswertzuordnung, 310

Wert einer Funktion, 72

widerlegte Klausel, 361, 363

Widerlegungs-Kalkiil, 346-348, 353,
365

Wohldefiniertheit, 119, 163, 183, 308,
309

wohlfundierte Induktion, 130, 132

wohlfundierte Relation, 132

Wohlfundiertheit von Mengen, 46

Wohlordnung, 130

Wort, 61, 89, 115, 147, 158, 379, 385

Wurzel, 217-220, 224, 339

Zahlen, ganze, 26

Zahlen, natiirliche, 26, 157
Zahlen, rationale, 26

Zahlen, reelle, 26

Zeichenvorrat der Aussagenlogik, 306
Zerlegung, 39
Zick-Zack-Methode, 194
Zornsches Lemma, 295
zusammenhéngender Graph, 212
Zusammenhangskomponente, 212
Zyklus, 120
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