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1 Temporale und Modale Aussagenlogik

Die bisher betrachtete Aussagenlogik behandelt nur die ,logischen“ Junktoren
nicht, und, oder, wenn — dann, aus denen man ein paar weitere wie weder —
noch, sowohl — als auch definieren kénnte.

Einige andere Junktoren der Umgangssprache kann man nicht durch Wahrheits-
funktionen interpretieren,

Zum Beispiel hat die Bedeutung von weil etwas mit der Ursache-Wirkungs-
Beziehung der durch die Teilaussagen beschriebenen Ereignisse zu tun, oder die
Bedeutung von obwohl mit den Erwartungshaltungen bei Sprecher und Horer
einer AuBerung. Es ist bisher nicht méglich, die Kausalitéit oder die Erwartungs-
haltungen von Personen so genau zu erfassen, daf§ man die Funktionsweise dieser
Junktoren formal darstellen kénnte.

Es gibt aber weitere Junktoren, wo eine formale Beschreibung der Bedeutung
moglich ist. Das sind solche, die zeitliche Verhéltnisse und Modaleigenschaften
betreffen, die durch Temporaladverbien wie einst, friher, spditer einmal, solange
- bis oder durch Modalverben wie kdnnen, miissen ausgedriickt werden.

1.1 Temporale Aussagenlogik
Syntax der temporalen Aussagenlogik

Wir erweitern den Aufbau der aussagenlogischen Formeln, indem wir (einstelli-
ge) temporale Junktoren, die Temporaloperatoren T, F,G,Y, P, H, zulassen:

Definition 1.1

intendierte Bedeutung

¥ ’l/) = A

| —¢]|...](p —1) (wie bisher)

| To morgen wird ¢ der Fall sein
| Fo @ wird einmal der Fall sein
| Go @ wird tmmer der Fall sein
| Yo gestern war ¢ der Fall

| Py @ war einmal der Fall

| He @ war immerr der Fall

Man kann auch zweistellige temporale Junktoren zulassen, insbesondere

intendierte Bedeutung;:
S(p,¥)  seit zuletzt ¢ der Fall war, gilt i
U(p,¥) bis ¢ der Fall sein wird, gilt 1

Hierbei steht S fiir since (seit), U fir until (bis). Auf diese wollen wir aber nicht
eingehen.
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Semantik der temporalen Aussagenlogik

Um die Bedeutung der neuen Formeln zu erkldren, mul man zuerst einmal
sagen, wie man die Zeit darstellen will. Man geht meistens von einer (diskreten
oder dichten) linear geordneten Zeit

T=(2,<,+1,-1) oder T=R,<,+1,-1)

aus und wertet Formeln bei Zeitpunkten aus.! Die Bedeutung von Aussagen
soll wieder ein Wahrheitswert sein, aber jetzt hingt dieser Wahrheitswert vom
Zeitpunkt t € 7 ab. Dazu mufl insbesondere der Wahrheitswert von Aussageva-
riablen von der Zeit abhéingen; die Belegung g sollte also einer Aussagevariablen
A zu verschiedenen Zeitpunkten verschiedene Wahrheitswerte zuordnen kénnen.

Dabher ist jetzt eine Belegung eine Funktion
g:T x Var — {0,1}.

Definition 1.2 Der Wert [¢]] der Aussage ¢ zum Zeitpunkt t bei der Belegung
g ist (induktiv iiber den Formelaufbau) gegeben durch:

[Al] = g(t,A)
[~elf = —lelf
[[T<P]]‘? = [[‘P]]?+1
1, fallsds >t [p]? =1
F g = ’ s
[[ (p]]t {0, sonst
g ._ 1, fallsVs >t [[gp]]‘g =1
Gely = { 0, sonst
Yol = leli,
1, falls3s <t [p]? =1
Pol? = ’ s
[Pel: {0, sonst
g ._ 1, fallsVs <t [¢]? =1
[Hely = { 0, sonst

Wenn man genau sein will, mufl auch die Struktur 7 noch angegeben werden,
durch die man die Zeit modelliert.

Statt [¢]7 = 1 schreibt man dann auch (7, g,t) |= ¢. In den Fillen, wo 7 und
g aus dem Kontext bekannt sind, schreibt man auch kurz ¢ = ¢.

Definition 1.3 Eine Formel ¢ ist allgemeingiiltig (beziiglich der Zeitstruktur
T), wenn [¢]Y = 1 ist fiir alle Belegungen g : 7 x Var — {0,1} und alle
Zeitpunkte t € 7.

IFiir andere Temporaloperatoren ist es besser, die Formeln bei Zeitintervallen auszuwerten,
z.B: fir “p wdhrend ¥, “oft in dieser Woche @*.
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Beispiel 1.4 (Zenons Paradox) Wir betrachten den Wettlauf von Achilles mit
einer Schildkrote. Wir betrachten die Aussage

A := Achilles hat bisher die Schildkréte nicht eingeholt.

Der Wettlauf beginnt zum Zeitpunkt ¢g, und die Schildkréte soll einen Vorsprung
haben. Zenon behauptet, dafl der gute Laufer Achilles die Schildkréte niemals
einholen kann.

Zenon argumentiert wie folgt: Angenommen, wir haben schon eine Folge ty <
t1 < ... <ty gefunden, so daB [A]] = 1 fiir alle i < n gilt; fiir n = 0, den Beginn
des Wettlaufs, ist das wegen des Vorsprungs erfiillt. Dann sei t,11 > t, der
Zeitpunkt, zu dem Achilles die Stelle erreicht, wo die Schildkréte zum Zeitpunkt
t, war. Da auch die Schildkrote sich fortbewegt, ist sie zum Zeitpunkt ¢,, nicht
mehr an dieser Stelle; daher hat Achilles sie auch zur Zeit ¢,4+1; noch nicht
eingeholt, d.h. es gilt auch [[A]]fn+1 = 1. Es gibt also eine unendliche Folge

to<t1 <...<tp<tpt1<...

von Zeitpunkten, wo Achilles die Schildkréte noch nicht eingeholt hat. Also holt
er sie nie ein. Das widerspricht aller Erfahrung!

Wo ist der Fehlschluf3? Im letzten Schritt wird aus der Tatsache, dafl A unendlich
oft (und wegen dem ,bisher* in A auch unendlich lange!) in der Zukunft gilt,
geschlossen, dal A immer in der Zukunft gilt.

Das Argument ist korrekt, wenn man die Zeit durch 7 = (Z, <) interpretiert,
aber falsch, wenn man sie durch 7 = (R, <) interpretiert. Dann kann z.B.
0 <tp, <1mitt,41 = b, + |1 —t,]/2 sein, und trotz [A]) =1 fir 0 <t <1
kann [A]{ = 0 sein.

Beispiel 1.5 Schon Aristoteles beschéftigte sich mit der temporalen und moda-
len Aussagenlogik und untersuchte z.B., welche der folgenden Aussagen gelten:

(TeVT-p), (TeAT-p)
(FoV F-p),  (FoAF-p)
(GoVGny),  (GoAG-yp)

Den Nutzen der Temporaloperatoren sieht man z.B., wenn man Aussagen mit
Zeitmarkierung und Negation formalisieren will, etwa:

Er wird nicht zu kommen versprechen.
Sie hatte nicht laut zu singen versprochen.
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1.2 Modale Aussagenlogik
Syntax der modalen Aussagenlogik

Wir erweitern den Aufbau der aussagenlogischen Formeln, indem wir (einstelli-
ge) modale Junktoren, die Modaloperatoren O, < zulassen:

Definition 1.6

intendierte Bedeutung

e, = A
| —¢]|...](p —1) (wie bisher)
| ¢ es ist maoglich, dafl ¢
| Op es ist notwendig, dafl ¢

In der Umgangssprache werden die Modalitéten auch durch Modaladverbien wie
notwendigerweise p oder moglicherweise ¢ ausgedriickt, oder durch die Verwen-
dung von Modalverben wie miissen oder konnen:

Muf der Rechner immer abstiirzen, wenn ich arbeiten will?
Wenn mein Rechner abgestiirzt ist, kann ich nicht arbeiten.

Es gibt in der Umgangssprache weitere Modaloperatoren, die wir hier nicht
betrachten, z.B.
Es ist wahrscheinlich, daf .

Semantik der modalen Aussagenlogik

Die Semantik der Modaloperatoren ist erst durch Saul Kripke um 1960 formal
gekldrt worden, obwohl sich schon Aristoteles (340 v.Chr.) damit beschéftigt
hat.

Intuitiv bedeutet mdglicherweise o, daf es ,,die (logische) Méglichkeit* gibt, dafl
v gilt, d.h. daB es logisch nicht ausgeschlossen ist, dafl ¢ gilt. Eine Interpretation
wére also:

O <=  ist erfillbar,

und entsprechend

O : <= ¢ ist allgemeingiiltig
fiir die (logische) Notwendigkeit: ¢ ist logisch notwendig, wenn ¢ unter allen
logisch mdglichen Umstinden wahr ist.

Nun kann es ja sein, daf§ eine Aussage ¢ unter gewissen Umstdnden moglich
und unter anderen Umstédnden unmoglich ist. Die Bedeutung von mdglich und
notwendig ist daher, so Kripke, relativ zu den Umstanden.

Um festzulegen, was unter gewissen Umstéinden (logisch) méglich ist, ordnet
man diesen Umstédnden r daher eine Menge von alternativen Umsténden zu, die
von 7 aus ,erreichbaren“ Umsténde:
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Definition 1.7 Ein Rahmen R = (R, <) besteht aus einer Menge R von ,,Um-
stdnden® (oder mdglichen Welten) und einer zweistelligen Erreichbarkeits-Rela-
tion < C R x R.

Eine Belegung iiber R ist eine Abbildung g : R x Var — {0,1}. Der Wert [¢]?
von o unter den Umstinden r € R ist defininiert durch:

[A]7 = g(r,A)

[~ely = [}

[oe]¢ = 1, falls [¢]? =1 fiir mindestens ein s € R mit 7 < s,
wle = 0, sonst.

[Og]¢ = {(1), iiiztuwﬂg =1 fiir alle s € R mit r < s,

Eine Formel ¢ der modalen Aussagenlogik ist giiltig (iiber R), wenn [¢]? = 1
ist fiir jede Belegung ¢ iiber R und jedes r € R.

Ob eine Aussage wie ,, Was notwendig ist, ist auch moéglich®, d.h.

Op — Op
giiltig ist, hdngt von R ab.
Bemerkung 1.8 Inder Aussagenlogik werden die ,,(logischen) Umstéinde“ durch
Belegungen r : Var — {0,1} dargestellt — was nicht durch die Wahrheitswerte
der Aussagenvariablen bestimmt ist, ist logisch irrelevant. Man kann dann fiir

R eine Menge von Belegungen im fritheren Sinne nehmen und fiir die in der
Definition benutzten g einfach g(r, A) := r(A) benutzen.

Wie bei den Temporaloperatoren haben auch die Modaloperatoren den Vorteil,
dafl ihr Wirkungsbereich eindeutig bestimmt ist: sie beziehen sich auf ihre un-
mittelbare Teilformel. Zum Vergleich betrachte man die umgangssprachlichen
Formulierungen:
(a) Es ist moglich, dafl ich diese Frage nicht beantworten kann.
(b) Es ist nicht méglich, dafl ich diese Frage beantworten kann.

)
)

(¢) Ich kann diese Frage moéglicherweise nicht beantworten.
)

(d) Ich kann diese Frage unmoglich beantworten.
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2 Boole’sche Algebra

Im 19. Jahrhundert wurde die Begriffslogik des Aristoteles von den Mathema-
tikern G.W.Boole, A. de Morgan und C.S.Peirce in die Form eines ,, Rechnens*
mit Begriffen gebracht, die dem Rechnen mit Zahlen gleicht.

2.1 Axiome und grundlegende Eigenschaften

Definition 2.1 Eine Boole’sche Algebra A= (A,+,-,7,0,1) besteht aus einer
Menge A # () mit Operationen und Elementen, so daf:

(a) +, - : Ax A — A sind assoziativ, kommutativ und idempotent: fiir alle
a,b,c e A gilt
a+((b+c) = (a+b)+c
a+b = b+a
ata = a
a-(b-c) = (a-b)-c

a-b = b-a
a-a = a

)

(b) + und - sind distributiv zueinander: fiir alle a, b, c € A gilt

(a+b)-¢c = (a-c)+(b-c)
(@b)te = (a+e)-(b+o),

(c) 0, 1 sind neutrale Elemente fiir + bzw. -: fiir alle a € A gilt

a+0 = a

a-1 = a,

(d) ~: A — Aist der Ubergang zum Komplement (Gegenteil): fiir alle a € A

at+a =

a-a = 0.

Die Anforderungen (a) — (d) an eine Boole’sche Algebra haben die Form von
universellen Gleichungen, d.h. Aussagen YaVbVc(s = t) mit geeigneten Termen
s,t. Sie bilden ein Aziomensystem der Boole’schen Algebra, das wir mit BA
bezeichnen.

Beispiel 2.2 Die Standardinterpretationen von BA sind:
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(a) Die Algebra der Wahrheitswerte,
B = ({0, 1}, max, min,” ,0, 1)

mit 1 := 0 und 0 := 1. Schon Aristoteles betonte die Bedeutung des
Ltertium non datur®, a4+a = 1, und des ,,ausgeschlossenen Widerspruchs®,
a - a = 0 als wichtigste Prinzipien der Logik.

(b) Die Potenzmengenalgebra einer Menge M,
oM = (2™, u,n,”,0, M)

mit A:=M\A:={meM|m¢gA}

Jede Boole’sche Algebra mit 8 Elementen ist isomorph zu 2M fiir M = {a,b, c}
und kann wie folgt dargestellt werden:

Zu den Ecken x und y ist © +y (bzw. x - y) die erste Ecke, die man sowohl
von z wie von y durch aufsteigende (bzw. absteigende) Linien erreicht. Das
Komplement von z ist die ,,gegeniiberliegende* Ecke, die man durch Spiegelung
am Mittelpunkt erreicht, also @ = a’ usw.

Da nicht verlangt wird, dal 0 # 1 ist, gibt es auch eine ¢riviale Boole’sche Alge-
bra, deren Individuenbereich aus nur einem Element besteht. Weitere Beispiele
fiir Boole’sche Algebren kann man u.a. wie folgt konstruieren:

Proposition 2.3 Sei A = (A, +4,-4, _A, 04,14) eine Boole’sche Algebra.

(a) Ist A’ C A eine Unteralgebra, so ist auch A’ eine Boole’sche Algebra.

(b) Die zu A duale Algebra A = (A,-A,—i—A,_A,lA,OA), die aus A durch
Vertauschen von + und - sowie von 0 und 1 entsteht, ist eine Boole’sche
Algebra.

(c) Sei neben A auch B = (B, +7,-B, 7B,OB, 15) eine Boole’sche Algebra.
Dann ist auch das kartesische Produkt von A und B,

AxB:=(Ax B,+4%B AxB —AXB AxB 1A% B)
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dessen Operationen (“komponentenweise”) durch

<a,b> +AxB (a’,b’) = <a +A a',b—i—B b/>7

a, by AXB (o by = {a-Ad,b-BY),
Wy = @),
OAXB = <0A,OB>,
1A><B = <1A,1B>

definiert sind, eine Boole’sche Algebra.

Beweis:

(a)

(b)

Alle Axiome sind von der Form VZs(Z) = t(Z) fiir geeignete Terme s und ¢.
Wir hatten frither gezeigt, daf3 solche Aussagen beim Ubergang von einer
Struktur zu einer Unterstruktur ,,erhalten“ bleiben.

Sei ¢ die zu ¢ duale Formel, die aus ¢ entsteht, wenn man darin + mit -
und 0 mit 1 vertauscht. Offenbar gilt A = ¢ genau dann, wenn A = @, fiir
jede Aussage . Nun beachte, daB fiir jedes Axiom ¢ die duale Aussage @
eines der anderen Axiome ist, und dafl folglich jedes Axiom ¢ selbst die
duale Aussage eines anderen Axioms ist, ndmlich ¢ = . Also hat man
fiir jedes Axiom :

Abe=>AEF=AEE= AR

Das sieht man leicht durch Nachrechnen, da die Gleichungen ja in jeder
Komponente gelten.

Aus (b) folgt das Dualitéitsprinzip

Die Aussage @ gilt in jeder Boole’schen Algebra genau dann, wenn
@ in jeder Boole’schen Algebra gilt.

Proposition 2.4 Sei A eine Boole’sche Algebra. Sind a,b € A mit a-b =0
und a +b=1, so ist a = b.

Beweis:
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(=
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Daraus folgen die als de Morgan’sche Regeln bekannten Gleichungen, die schon
Wilhelm von Ockham im 14. Jahrhundert fiir die Logik gezeigt hat:

Lemma 2.5 (De Morgan) Fiir alle Elemente a, b einer Boole’schen Algebra gilt
a-b = a+b
atb = a-b

Beweis: Nach dem Dualitétsprinzip brauchen wir nur die erste Behauptung
nachzuweisen. Nach Proposition 2.4 geniigt es dafiir zu zeigen:

(ab)@+b) =0, ab+(@+b)=1,

denn dann folgt a - b = @+ b. Die erste Gleichung erhilt man durch

ab(@+b) = aba+ abb
aab + a0
= 0b+ a0l

= 0,

und die zweite Gleichung durch

1 = 1-1
(a+a)(b+Db)
ab+ab+ab+ab
= abtab+ab+ab+
ab+ab +a(b+b) +
ab+a(b+b) + ab +
ab+al + (a+a)b
= ab+a+1b
ab+a+b

ab

ab
ab

Also sind ab und @ + b komplementir zu einander. O
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Proposition 2.6 Ist +: A x A — A eine assoziative, kommutative und idem-
potente Abbildung, so ist die durch

a<b:< a+b="> (1)

definierte Relation auf A eine partielle Ordnung.
Beweis:

(a) < ist reflexiv: Da + idempotent ist, gilt a + a = a, d.h. a < a.

(b) < ist transitiv: Seien a < b und b < ¢. Dann gilt

at+c = a+(b+c¢) dab<e
(a+b)+c da + assoziativ ist

= b+e daa<b

= c da b <cgc,

also a < ¢. Damit ist < transitiv.

(¢) < ist antisymmetrisch: Seien a < b und b < a. Dann ist

a = b+a dab<a
= a+b da + kommutativ ist
= b da a < b ist.

Also ist < antisymmetrisch.

Nach (a) — (c) ist < eine partielle Ordnung. 0

Proposition 2.7 Ist A eine Boole’sche Algebra und <# die nach (1) aus ++4

definierte partielle Ordnung. Dann gilt 0 <4 @ <4 1 fiir jedes a € A.

Beweis: Wegen 0 +a =a + 0 = a gilt 0 < a. Wegen
at+l=a+(a+a)=(a+a)+a=a+a=1

gilt a < 1. Also ist 0 das kleinste und 1 das gréfite Element von A O

Nimmt man in (1) statt + die Multiplikation -, so erhélt man ebenfalls eine

partielle Ordnung,
a>b:< a-b=0> (2)

In der Potenzmengenalgebra 2% ist die nach (1) definierte partielle Ordnung

die Teilmengenbeziehung, die nach (2) definierte die Obermengenbeziehung:

AUB=B << ACB,
ANB=B <+ ADB.

Die beiden partiellen Ordnungen verhalten sich auch im allgemeinen so zu ein-
ander wie erwartet, d.h. a < b gilt genau dann, wenn b > a gilt:
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Proposition 2.8 In jeder Boole’schen Algebra A gilt fiir alle a, b:

a+b=b <= a-b=a

Beweis: Sei a + b= b. Dann ist
ab=a(a+b)=aa+ab=a+ab=a(l4+b)=al =a.
Ist umgekehrt a - b = a, so ist

a+b=ab+b=ab+1b=(a+1)b=1b=b.

Offenbar sind + und - monoton beziiglich <: ist z.B. b < ¢, so ist ab < ac, da
ab+ac=a(b+c) = ac.
Die Komplementbildung ist es natiirlich nicht, sondern man hat

a<b = b<a.

Eine Boole’sche Algebra A kann man auch als Verallgemeinerung der 2-wertigen
Logik verstehen: dann bedeutet a = 1, dal a wahr ist, a = 0, daf} a falsch ist,
und a < b, daf3 a logisch stérker ist als b, d.h. daf} b aus a folgt.

2.2 Ideale und Homomorphismen

Definition 2.9 Ein Ideal I der Boole’schen Algebra A ist eine nicht-leere Teil-
menge I C A, die ,nach unten“ (d.h. unter >) und unter + abgeschlossen ist:

(a) 0 €1,
(b) Va,be Ab<aeclI=bel),
(c) Va,be AlaeINbel=a+be).

Ein Ideal I von A heifit echt, wenn I # A.

Wegen (b) gilt fiir jedes Ideal I auf A und alle a,b € A offenbar:

a+bel = acl,
acl = a-bel,
lel & A=1.

Satz 2.10 Sei A eine Boole’sche Algebra.
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(a) Ist h : A — B ein Homomorphismus in eine Boole’sche Algebra B, so ist
kern(h) := {a € A | h(a) = 08} ein Ideal von A.

(b) Ist I ein Ideal von A, so gibt es einen Homomorphismus % : A — B in eine
Boole’sche Algebra B, so dafi T = kern(h) ist.

Beweis:

(a) Nach den Homomorphismuseigenschaften von h gilt h(04) = 07, also
0el.Istb<acli, soist 0<h(b) <h(a) =0, also auch b € I. Sind
a,be I, soist h(a+b)=h(a)+h(d)=0+0=0,alsoa+bel.

(b) Wir wollen B aus A durch zusammenfassen von Elementen in Aquivalenz-
klassen erhalten. Dazu definere

a~rb:< Fd el W el(a+d =0b+10). (3)

Zuerst iiberpriifen wir, daf diese Relation eine Aquivalenzrelation ist: sie
reflexiv, da 0 € I und a+0 = a+ 0 gilt. Offensichtlich ist ~; symmetrisch.
Und ~7j ist transitiv, denn zu a@ ~y b, b ~ ¢ gibt es a’,b’,b”,¢’ € I mit

a+a =b+b und b+b' =c+,
also
a+ (" +0")=(a+ad)+b" =04+ +b" =V +(c+)=c+ (V' + ),

und hier sind (a + "), (' + ') € I, also a ~ c.

Wir nehmen nun
B:=A/~r ={laJ1 [ac A},
und schreiben fiir die Aquivalenzklasse von a beziiglich ~; kurz
[a; :={d € A| a~;d}.

Um aus B eine Boole’sche Algebra B zu machen, setzen wir natiirlich

0% = [0,

17 = 1]y
[ +7[dr = [a+ds (4)
[a; P ldr = [a-di (5)
W = [ (6)

Damit dies wohldefiniert ist, also die rechten Seiten von (4) — (6) nicht von
der Wahl der Représentanten a, ¢ abhéingen, mufl ~; eine Kongruenzrela-
tion sein. Um das zu iiberpriifen, seinen a ~; b, ¢ ~; d und dazu Elemente
a,b,c,d €I mit

a+a =b+b und c+cd=d+d
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gegeben. Wir zeigen zuerst, daf [a + ¢]; = [b+ d]1 ist:
(a+c)+ (@ +) = (a+ad)+(c+)
= (b+b)+d+d)
(b+d)+ @ +d).
Da (a' 4+ ), (V) + d') € I sind, folgt hieraus (a + ¢) ~1 (b+ d).
Die Behauptungen [a - ¢]; = [b-d]; und [a@]; = [b]; bleiben als Ubungsauf-
gaben.

Schlielich ist noch zu zeigen, da8 I = kern(h) ist. Fiir I C kern(h) sei a € I.
Mit @’ := 0 und 0’ := @ haben wir

a+d =a+0=0+a=0+d

mit a’,0" € I, also a ~; 0 und daher h(a) = [0]7, d.h. a € kern(h). Ist umgekehrt
a € kern(h), so ist h(a) = [a]r = [0]1, also a ~; 0 und daher fiir geeignete
a,bel

a+ad =0+V =V €l
Da I nach unten abgeschlossen und a < a + a’ € I ist, folgt a € I. o

2.3 Der Stone’sche Darstellungssatz

In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, daf} jede Boole’sche Algebra (bis auf Iso-
morphie) eine Unteralgebra der Potenzmengenalgebra 2% ist, fiir eine geeignete
Menge M.

Definition 2.11 Ein Primideal auf A ist ein Ideal I C A mit I # A und

Va,be A(la-bel=aclIVbel).

Die Bezeichnung kommt daher, dafl, wenn man a € I als “I teilt a” liest, die
Primidealeigenschaft der Primzahleigenschaft entspricht.

Beispiel 2.12 Ist A = 2M die Potenzmengenalgebra von M und m € M, so
ist
I={ACM|m¢A}

ein Primideal von A. Die Primeigenschaft besagt: ist m ¢ AN B, so ist m ¢ A
oder m ¢ B.

Wichtig ist der Zusammenhang zwischen Primidealen und dem Komplement:

Lemma 2.13 Fiir echte Ideale I C A sind dquivalent:
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a) I ist ein Primideal,

(a)

(b) Fiir alle a € A ist a € I genau dann, wenn @ ¢ I,

(¢) I = kern(h) fiir einen Homomorphismus h : A — B,
)

(d) I ist ein maximales echtes Ideal: es gibt kein Ideal J mit I C J C A.

Beweis: (a) = (b): Sei I ein Primideal und a € A. Da I ein echtes Ideal ist,
ist a+a@ =1 ¢ I, also wegen der Idealeigenschaften a ¢ I oder @ ¢ I. Da
I Primideal ist, ist andererseits wegen a-a@ = 0 € [ auch a € [ oder a € I.
Zusammen ergibt das (b).

(b) = (c): Damit I der Kern von h wird, miissen wir

_J0, fallsac’
h(a) = { 1, sonst

3

nehmen. Da 0 € I ist, ist nach (b) 1 ¢ I, soda8 h(0) = 0 und h(1) = 1 wird.
Wir zeigen zuerst, dafl h monoton ist. Sei a < b. Ist h(a) = 0, so ist natiirlich
h(a) < h(b). Ist h(a) =1, soist a ¢ I, also b ¢ I wegen der Idealeigenschaft,
und daher h(b) = 1, also auch h(a) < h(b). Aus der Monotonie folgt

h(a-b) < h(a) < h(a+b)

fiir alle a,b € A. Falls 0 € {h(a), h(b)}, so ist also schon h(a-b) = h(a)-h(b), und
falls 1 € {h(a),h(b)}, so gilt schon h(a + b) = h(a) + h(b). Ist h(a) =1 = h(b),
also a,b ¢ I, soist a-b ¢ I da I ein Primideal ist, also h(a - b) = 1. Ist
h(a) = 0= h(b),soist a+b € I, da I ein Ideal ist, also h(a + b) = 0.

Schliefllich ist h(@) = h(a) nach der Voraussetzung (b), denn
h@) =0 < ae€l < a¢ I < h(a) =0,

und analog h(@) = 1 genau dann, wenn h(a) = 0.
(¢) = (d): (wird nachgetragen)

(d) = (a): Sei I ein maximales echtes Ideal von .A. Angenommen, a-b € I, aber
a ¢ I und b ¢ I. Die Menge

a+I:={ceA|Jellc<a+i)}

ist ein Ideal, da I eines ist und + idempotent ist. Wegen 0 € I und a ¢ I ist
I# (a+1),also I = Aund daher 1 = a+1, fiir ein i, € I. Ebenso ist I # b+ 1
und deshalb 1 = b + 4, fiir ein ¢, € I. Daraus folgt

1= (a+1iq) (b+1ip) = ab+ aip +ish+igip €1

wegen ab € I und weil mit ¢ € I auch c-¢ € I ist. O
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Lemma 2.14 (Zorn’sches Lemma) Sei (M, <) eine partielle Ordnung. Wenn
jede durch < total geordnete Teilmenge ()} # K C M eine obere Schranke hat,
dann hat M ein maximales Element.

Dieses Lemma kann man aus den bisher gemachten Annahmen iiber die Men-
genbildungen nicht beweisen. Man braucht ein weiteres Axiom, das sogenann-
te ,Auswahlaxiom“. Umgekehrt folgt das Auswahlaxiom aus dem Zorn’schen
Lemma. Beides beweisen wir hier nicht. Das Zorn’sche Lemma ist aber einfach
anzuwenden:

Korollar 2.15 Ist [ ein echtes Ideal der Boole’schen Algebra A, so gibt es ein
Primideal J von A mit I C J.

Beweis: Betrachte die Menge
M :={J | I CJ,J ist echtes Ideal von A},

partiell geordnet durch C. Jede durch C total geordnete Teilmenge () # K C M
hat eine obere Schranke, nimlich (JK € M: da K # 0, ist 0 € [JK, und zu
a,be|JKmitc<agbtesJ € Kmita,be J,alsoce Junda+be JC UK.
Nach dem Zorn’schen Lemma hat M ein maximales Element, also ein maximales
echtes Ideal J C I. Nach Lemma 2.13 ist J ein Primideal. O

Satz 2.16 (Stone’scher Darstellungssatz) Jede Boole’sche Algebra A ist iso-
morph zu einer Unteralgebra einer Boole’schen Algebra der Form 2.

Beweis: Sei M die Menge aller Primideale von A. Definiere h : A — 2™ durch
hia):={IT€M |a¢I}ec2M

Beachte, daB fiir jedes Ideal I mit a € I auch a-b € I ist, wegen a - b < a. Fiir
jedes Primideal ist a ¢ I genau dann, wenn @ € [ ist. Daraus folgt, dafl h ein
Homomorphismus ist: sei I ein Primideal auf A.

(a) h(0) = 0: wegen 0 € I ist I ¢ h(0).

(b) h(1) = M: wegen 1 ¢ I ist I € h(1).

(c) fiir alle a,b € A gilt: h(a + b) = h(a) U h(b):
a+bel,
a-bel,
aecloderbel, dal Primideal ist
a¢Toderb¢l.

(a+b) ¢l

1ot
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(d) fur alle a,b € A gilt: h(a-b) = h(a) N h(b):

(a-b)¢l <= a-bel

> a+bel

<= aclTundbec I (wegena,b<a-+Db)
=

a¢Iundbé¢l.
(e) fiir alle a € A gilt h(a) = M \ h(a).
a¢l] <— acl

<~ I¢ h(a).

Es bleibt noch zu zeigen, dafl h injektiv ist: Sei a # b. Zum Nachweis von
h(a) # h(b) zeigen wir, dafl a und b ,,durch ein Primideal getrennt werden®, d.h.

aclTundb¢l oder belunda¢l  fiir ein Primideal I. (7)

Wegen a # b ist a £ b oder b £ a, also etwa a £ b. Dann ist a + b # 1, denn
sonst wire

a+b=(a+b)(@+b)=aa+ab+ba+bb=0+bla+a)+b=0b,
also doch @ < b. Wegen 1 £ @+ b ist
I(a,b) :={ceA|c<a+b}

ein echtes Ideal, und mit @ + B € I(a,b) sind @ € I(a,b) und b € I(a,b).
Auflerdem ist a ¢ I(a,b), da sonst 1 = a + @ € I(a,b) wiire. Nun betrachte

M(a,b):={J | I(a,b) C J,a ¢ J,J ist echtes Ideal }.

Ist K C M(a,b) eine nichtleere total geordnete Teilmenge, so ist | J K eine obere
Schranke von K, und |J K € M(a,b). Nach dem Zorn’schen Lemma hat M (a,b)
ein maximales Element, etwa J(a,b). Nach Korollar 2.15 gibt ein Primideal I
mit J(a,b) C I. Wir haben @,b € I(a,b) C J(a,b) C I. Aulerdem ist a ¢ I, da
sonst 1 = a+a € I wire. Damit ist (7) gezeigt. O

2.4 Anwendungen der Boole’schen Algebra

Wo lassen sich Boole’sche Algebren in der Computerlinguistik anwenden? Da
sich diese Theorie aus den Vorstellungen des Aristoteles iiber die Grundaussagen
der (griechischen) Sprache entwickelt hat, erinnern wir zunichst daran, dafl
die Operationen +, - und ~ die umgangssprachlichen Aussagejunktoren ,oder*,
,2und“ und ,nicht“ interpretieren konnen.
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Daneben koénnen zumindest ,,und“ und ,oder“ auch Ausdriicke anderer syn-
taktischer Art verbinden, etwa Verben, Nomina, Adjektive, Nominalphrasen,
Verbalphrasen usw., und die Komplementbildung ~ findet man etwa bei der
Bildung von Adjektiven und Nomina als Prifix, z.B. in ,,unschon®, | Untiefe®.

Interpretiert man Verben, Nomina und Adjektive durch Relationen und Mengen
von Objekten aus einer Menge M, so entsprechen den sprachlichen Koordinati-
onspartikeln die Operationen +, -, in gewissen Boole’schen Algebren der Form
2M oder 2M*M oder Unteralgebren hiervon.

Hierbei spielen allem Anschein nach auch die in den Axiomen ausgedriickten
Eigenschaften eine wichtige Rolle, insbesondere die Distributivgesetze. In vie-
len Fillen lassen sich Koordinierungen von Ausdriicken als ,, Abkiirzungen“ von
Satzkoordinierungen verstehen:

Beispiel 2.17 Anwendungen von (a + b)c = ac + be bzw. ¢(a + b) = ca + cb:

(a) Fritz will ((einen Aufsatz oder ein Buch) lesen)

—  Fritz will ((einen Aufsatz lesen) oder (ein Buch lesen))

—  (Fritz will einen Aufsatz lesen) oder (Fritz will ein Buch lesen)
(b) Intelligente (Ménner und Frauen)) wissen es

(
—  ((intelligente Ménner) und (intelligente Frauen)) wissen es
=

Bemerkung 2.18 Es gibt neben dem Boole’schen und auch ein ,,sequentielles®
und (dann), das z.B. nicht kommutativ ist:

Er ((6ffnete das Fenster) und (spuckte [dann] hinaus)
—  (Er offnete das Fenster) und ([dann] (spuckte er hinaus))
#  Er ((spuckte zum Fenster hinaus) und (6ffnete es))

Dieses sequentielle ,und“ wird normalerweise in Befehlen benutzt, wie im Neuen
Testament: Steh auf, nimm dein Bett, und geh!. In Programmen schreibt man
es als Semikolon, wie in z :=y +x; y := 0.

Man kann nun das Rechnen mit Gleichungen zwischen Boole’schen Termen be-
nutzen, um die Wahrheit von Aussagen einfacher Form nachzupriifen. Boole
hatte bemerkt, daBl man die ,kategorischen* Aussagen des Aristoteles durch
(Un-)Gleichungen zwischen Mengen ausdriicken kann:

Aussageform Aristotelisch | Boole’sch | quantorenlogisch
Alle A sind B AaB A-B=0| Vo(A(r) — B(z))
Einige A sind keine B AoB A-B#0 | 3z(A(x) A—-B(z))
Alle A sind keine B AeB A-B=0 | Vz(A(zx) - -B(z))

Einige A sind B AiB A-B#0 | 3Fz(A(z) A B(z))

(intelligente Ménner wissen es) und (intelligente Frauen wissen es))
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Aristotes hatte in seiner Logik untersucht, welche Aussagen der Form
alNf—ry

mit kategorischen Aussagen «, 3,y logisch allgemeingiiltig sind. Dies sind seine
Syllogismen. Der Syllogismus ,,Barbara® ist die Tautologie

AaB AN BaC — AaC
und nicht, wie man seit Boethius (ca 400 n.Chr.) meint, die Schlufregel

AaB
BaC .
AaC

Die Schlufiregel ist schwicher, da sie nur besagt: wenn die Obersétze beweisbar
(bzw. bewiesen) sind, ist auch der Untersatz beweisbar (bzw. bewiesen).
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3 Relationenalgebra und Peirce’sche Algebra

Wenn man Adjektive und intransitive Verben durch FEigenschaften, also ein-
stellige Relationen von Objekten interpretieren will, ist es natiirlich, transitive
Verben und gewisse pridikative Nomen (wie ,Bruder®) durch zwei- oder mehr-
stellige Relationen zu interpretieren.

Daher ist es auch interessant, ob sich mit Relationen in &hnlicher Weise wie
mit Mengen rechnen l48t, und was gegebenenfalls grundlegend neue Operatio-
nen sind, die man bei Mengen nicht hat. Das wurde im 19. Jahrhundert von
A. de Morgan, C.S.Peirce, E. Schroder untersucht und spielt heute eine Rolle
bei der Interpretation von Programmiersprachen, Wissensreprésentationsspra-
chen und auch natiirlichen Sprachen.

Wie in der Boole’schen Algebra geht es darum, die extensionale Betrachtungs-
weise der Mengenlehre durch eine algebraische Betrachtungsweise zu ersetzen,
bei der die Relationen nicht durch ihre Elemente gegeben sein miissen. Statt
mit den Elementen soll mit den Eigenschaften der Relationen und ihren Bezie-
hungen zu einander gerechnet werden. Bei der Interpretation z.B. von Verben
ist eine extensionale Reprisentation im Computer eher ungeeignet, es sei denn,
der Objektbereich ist ziemlich klein.

3.1 Relationenalgebra
Definition 3.1 (Tarski 1955) Eine Relationenalgebra R = (R, +,-,,0,1,;,7 1)

besteht aus einer Menge R von , Relationen* und Operationen ; : R X R — R,
“:R— Rund I € R, sodaf} gilt:

(a) (R,+,-,7,0,1) ist eine Boole’sche Algebra, und

(b) fiir alle 7, s,t € R gelten folgende Gleichungen:

)
(b) rsI=r=1I;r
(c) r“=r
(d) (r+s)st=(r;t)+(s;t)
(e) (r+s)"=r"+s
() (r;s)"=s"r"
(g) r75 (r;s) <5,

wobei die Ungleichungsrelation der letzten Bedingung die durch
r<s:<= r+s=s

definierte partielle Ordnung auf R meint.
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Hierbei heiflen r~ die Inverse von r, (r;s) das relative Produkt?® von r und s,
und I die Identitdt. Die relative Summe r+ s von r und s definiert man durch

rts = 7;s

dual aus dem relativen Produkt.

Beispiel 3.2 Die volle Relationenalgebra tiber der Menge V ist
R(V) = (2V><V’U’m,_7®7 17 ; 7u7[)
mit den Operationen

1 =

<

xV,

(a,b) € VXV | (a,by &1},

(a,¢) | eV ({a,b) €er A(bc)€s)},
(a,b)

(

T o=
r;s =
roo=
I =

a,by | (b,a) €r},
a,a) | a €V},

C
A e e

Beachte, daf} die relative Summe durch

rts = {{(a,¢) | "IV ({a,b) €T A(b,c) €3)},
= {{a,c) | Vb€V ({a,b) € rV (b,c) € s) },

interpretiert wird. Man rechne nach, dafl die Axiome bei dieser Interpretation
gelten. Die letzte Ungleichung erhélt man durch

a(r’;(r;s))b = Fe(ar’eAc(r;s)b)
= de(eraNc(F13)b)

= de(craAVd(cFdV dsh))
= de(eraNasShd)
= asb.

Wiihlt man r» = 0 = s, so erhiilt man 77;(r;s) = 0;(0;8) = 0# 1 = 0. Also
kann die Ungleichung nicht zu einer Gleichung verstiarkt werden.

Beispiel 3.3 Transitive Verben lassen sich durch zweistellige Relationen zwi-
schen Objekten, also durch Elemente von R(V') interpretieren, oder allgeme-
meiner durch Elemente einer Relationenalgebra R.

(a) Partikel zur Verbbildung und -Koordination werden durch die Boole’schen
Operationen von R interpretiert: fiir A = achtet, B = billigt ist

2Es wird oft das Relationenprodukt genannt und r o s geschrieben. Diese Schreibweise
kollidiert mit der Schreibweise f o g bei Funktionen f und g, wo man (f o g)(z) := f(g(z))
meint; aber (fog)(z) = z ist dann nicht dasselbe wie x(fog)z, d.h. Jy((z,y) € fA(y,2) € g).
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mifachtet = A, achtet oder billigt = A + B, achtet und billigt = A - B
Aussagen mit den so zusammengesetzten Verben koénnen auf Aussagen

mit einfachen Verben zuriickgefiihrt werden:

x mifachtet y — (x achtet y) nicht
x achtet oder billigt y +— (x achtet y) oder (x billigt y)
x achtet und billigt y +— (x achtet y) und (x billigt y).

Das entspricht einem Homomorphismus in die Boole’sche Algebra B:

cAy = T4y
r(A+RB)y = (zAy)+B(zBy)
x(AR By = (zAy)-®(zBy).

(b) Die Passivbildung von transitiven Verben wird durch die Inversenbildung
“von R interpretiert: fiir A = achtet ist A” = wird geachtet von:

x achtet y = zAy
y wird geachtet von x = yA'x
(c) Relativierte, existentiell quantifizierte Objekte werden durch das relative

Produkt ; von R interpretiert:

x achtet einen, dery billigt = x(A;B)y

x achtet einen, den y billigt = x(A;B)y
Relativierte, universell quantifizierte Objekte werden durch die relative
Summe % von R interpretiert:

x achtet jeden, der y billigt = x(A;B)y
x achtet jeden, den y billigt = x(A;B)y

| =

(d) Die Bildung von Verbalphrasen aus einem transitiven Verb und einem
Relationsnomen kann ebenso durch das relative Produkt und die relative
Summe interpretiert werden, z.B. fiir K = kennt, B = ist Bruder von:

kennt einen Bruder von = K;B={{a,¢) | I(aKbAbBc)},
kennt keinen Bruder von = K;B=K+B,

kennt alle Briider von = K+tB={{(a,c) | VWbBc—aKb)},
kennt nicht alle Briider von = K+ B=K;B,

kennt nur Brider von = K+B={{(a,c) | Vo(aKb—bBc)},
kennt nicht nur Brider von = K+ B=K;B,

(e) SchlieBlich kann man auch die Bildung zusammengesetzter Relationsno-
men durch das relative Produkt und die relative Summe interpretieren:
z.B. fir B = Bruder, T = Tochter und G = Grund, K = Klage tiber

Tochter eines Bruders von = 1T;B
Grund aller Klagen diber = G+K
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Bekannte Eigenschaften zweistelliger Relationen lassen sich verallgemeinern:
Definition 3.4 Sei r ein Element einer Relationenalgebra R.

(a
(b
(c

(d) r ist eine (partielle) Aquivalenz, falls 7 transitiv und symmetrisch ist.

r heiflt reflexiv, falls I < r.
r heiflt transitiv, falls r;r < r.
r heiflt symmetrisch, falls r~ < r.

)
)
)
)

Falls r symmetrisch ist, so ist nach (b) des folgenden Satzes auch r = r™* < r,
also 7”=r. Eine Aquivalenz r heifit total, wenn r auch reflexiv ist.

Satz 3.5 (Chin, Tarski [4]) In einer Relationenalgebra R gilt fiir alle r, s, ¢, u:

(a) 0°=0,1"=1und I"=I.

(b) r < s genau dann, wenn r” < s”.
(¢) (r-s)"=r"-s"und 7" =1".

(d) 7;0=0=0;rund 1;1 =1.
(e) ry(s+1t)=(r;s)+ (r;t).
(f
(g
(h
(i

(G) Ist s;1=s,dannist r-s=(s-I);rund r-s"=r;(s-I).

r;s)-t = 0 genau dann, wenn (r”;¢)-s = 0 genau dann,wenn (¢; s”)-r = 0.

(
(r5s) - (E5u) <ri((r750) - (s;u7) 5w
I

)

)

)

)

)

) Ist r <s,soistt;r <t;sund r;t<s;t.
)

)

) Ist 7 < I, dann ist 7 eine Aquivalenz.

)

Beweis: (Bis auf (h))

(a) Da 0 das kleinste Element der Boole’schen Algebra (R, +,-,,,0,1) ist,
gilt 0 < 07 also 0"= 0"+ 0. Daraus folgt nach den Axiomen iiber “und 0

0=0"=(0"+0)"=0"+0"=04+0"=0"
Entsprechend folgt 1= 1 aus 17 < 1. Mit (b) der Definition gilt
II=1"=1:T"
woraus mit (f) und (b) folgt:
[=I1"=(;I)'=I"1"=I;I"=1I"
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(b) Seir <s.Dannist r+s=s,also s"= (r+s)"= (r"+s), alsor” < s".
Ist umgekehrt 77 < 57 so ist auch r =™ < s = s, wie gerade gezeigt.

(e) Das folgt aus (d) und (f) der Definition.
(f) Das folgt aus (e) und dem Teil (d) der Definition.

(i) Sei r < I. Nach (b) und (a) ist dann auch r” < I = I. Nach (f) ist
rir <r;l=nr.

(c) Fiir 77 = r” ist zu zeigen, daB 7~ und r~ komplementir zueinander sind:
THr=T+r)"=1"=1

ist klar. Fiir 77+ r” = 0 beachte zunichst: aus (b) und r - s < r folgt
(r-s)”<r“und (r-s)” < s”, und daraus mit der Idempotenz und Monotonie

von - auch
(r-s)"<r”-s-

Damit erhalten wir:
rie T =" T)T < (P T = (r-T)"=0"=0.

Nun folgt auch der erste Teil von (c) mit Hilfe von (e):

(r-s)’=F+8) =FT+8) =F +5) = +5)=r"5"

(g) Wir zeigen zuerst (r;s)-t = 0 < (r”;¢)-s = 0: In der Boole’schen Algebra
folgt a < bausa-b=0. Sei (r;s)-t=0. Dann ist

(rv;t) - s (rv;(r;s))-s wegent < (r;s)

ININ

5-5=0 mit Axiom (g)

Ist umgekehrt (r”;t) - s = 0, so ist analog

I

(ris)-t<(ri(rst)-t<t-t=0.

Wir zeigen nun (r°;t) -5 = 0 « (t;57) -7 = 0: Sei zuerst (t;s7) -r = 0.
Dann ist r < (¢;s”) und daher

(rit)-s = ((r75t)-s)™
< ((r75t)7- 80"
= ((t5r)-s)”
< (755 (t58) -8
< (578

I
o

C
-
pm
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Ist umgekehrt (r7;t) - s =0, so ist s < r”;¢ und dann

(t;s)-r < (t:(r7st))-r
= (t;(r50)) - r mit (c)
= (t;(t7r)-r
< 7-r=0 mit Axiom (g).

(d) Da 1 maximal ist, gilt 1;1 <1 und I < 1. Daher ist auch
1=1+1;)=0;H+1;1)=1;I+1)=1;1.

Nach (g7) ist
r;0=(r;0)-1=0 < (r7;1)-0=0,

und die rechte Gleichung gilt in der Boole’schen Algebra. Durch Invertie-
rung folgt daraus auch

057 =(0;7)"=(r’07)"=(r;0)"=0"=0.
(h) Das folgende Bild veranschaulicht, daf§ die Behauptung
(ris) - (t5u) <rs((r75t) - (s;u7) 5w

in der vollen Peirce-Algebra iiber V' gilt, wobei v = (r”;t) - (s;u”) ist:

(Aber wie kann man die Aussage aus den Axiomen beweisen?)

(j) Wegen s-I <Tist (s-I);r <I;r=r,analog (s-I);r <s;r<s;l=s,
da s rechtsideal ist. Daraus folgt

(s-I);r<r-s.
Die umgekehrte Ungleichung erhalten wir durch

r-s = §-T

I;s)-(I;r)

VAN
— o o~ o~ O
—
~
C
~
N—
—
[
=
=
=
=
t+
—
=
Nad

IN
~

“(s;D)];r mit (f)

3T da s rechtsideal ist,

I
—
w T~
N »
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Die zweite Behauptung folgt daraus iiber

r.-s’ = (r-s”):v
= (r”-s) mit (¢
= ((s-1);r)”

<

(s 1)
= ri(s-I)  mit ().

Definition 3.6 Ein Element r einer Relationenalgebra R heifit rechtsideal, falls
r;1 =r, linksideal, falls 1;r = r, und r heifit ideal, falls 1;r;1 = r.

Wegen I <1 und (f) gelten r < 1;r, r <r;lund r <1;r;1 fiir jedes r € R.

Beispiel 3.7 In der vollen Relationenalgebra R(V) bedeutet R;1 < R, dafl
{{a,b) €V xV | 3c€ V R(a,c)} CR,
das heif}t, da die umgekehrte Inklusion trivialerweise gilt, dafl
{a€eV |3ceVR(ac)}xV=(R:1)xV=R.

Also ist R der Rechtszylinder X x V iiber der Projektion X = (R : 1) von R
auf die erste Komponente, den man so darstellen kann:

v R o
1
R1 R1 VY

Lemma 3.8 Sei R = (R,+,-, ,0,1,;,%I) eine Relationenalgebra. Dann ist
(J,+,-,7,0,1) eine Boole’sche Algebra, wobei J die Menge der rechtsidealen
(oder linksidealen oder idealen) Elemente von R ist.

Beweis: Wir zeigen es fiir die Menge J = {r € R | r;1 = r } der rechtsidealen
Elemente. Nach Satz 3.5 (d) sind 0 und 1 in J. Fiir r, s € J ist

(r4+s);1=(;1)+(s;1)=r+s,
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also ist auch (r 4+ s) € J. Da r € J ist, hat man mit Hilfe von Satz 3.5 (j)

(r-s);1 = ((s-1);7);1
= (s-1);(r;1)
= (s-I);r

und daher auch (7 - s) € J. Zum Nachweis von 7 € J zeigen wir, dal 7; 1 und r
komplementér zueinander sind. Mit Satz 3.5 (d) ist

FD+r=F;)+(r;)=F+r);1=1;1=1.

Wegen r € J erhalten wir aus (g) der Definition

rT=r"r;1<1=0,

und daher iiber (f) der Definition und Monotonie

Deshalb ist

T1)-r = (F;1)-(r;1)
< 7[(Fr) (151951 mit (h)
= 7;0-(1;19];1
= 7;0;1
= 0.

Damit sind 7;1 und r komplementére Elemente von R. Aus einem fritheren
Lemma iiber Boole’sche Algebren erhalten wir dann 7;1 =7, also 7 € J. O

Bemerkung 3.9 (Tarski [12]) Eine Relation R von R(V) ist

(a) eine surjektive Funktion, falls R"; R = I,
(b) total und injektiv, falls (R; R") = I.

Die Relationen mit beiden Eigenschaften erfiillen die Axiome der Gruppentheo-
rie. Da die Gruppentheorie unentscheidbar ist, ist es auch die (Horntheorie der)
Relationenalgebra.

3.2 Boole’sche Moduln

Boole’sche Algebra und Relationenalgebra behandeln Mengen und Relationen
unabhingig und vollig getrennt voneinander. Wir wollen nun eine Verbindung
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herstellen, die in der natiirlichen Sprache ja auch allgegenwértig ist: Eigenschaf-
ten werden als Nomina, Adjektive und intransitive Verben formuliert, Relatio-
nen als transitive Verben.

Eine grundlegende Operation erlaubt es, aus einer Relation und einer Menge
wieder eine Menge zu bilden, das Urbild R : B der Menge B unter der Relati-
on R. Die wichtigsten Eigenschaften dieser Operation fafit folgende Definition
zusamien:

Definition 3.10 (Brink 1988) Ein Boole’scher Modul M = (B,R,:) besteht
aus

(a) einer Boole’schen Algebra B = (B, +,-,—,0,1),
(b) einer Relationenalgebra R = (R, +,-,7,0,1,;,5 1),

(¢) und einer Abbildung : von R x B nach B, so da8 fiir alle a,b € B und
r,s € R gilt:

)
(b) (r+s):a=r:a+s:a,
(¢) r:(s:a)=(r;s):a,
(d) I:a=a,
(e) 0:a=0,

Beispiel 3.11 Der wvolle Boole’sche Modul iiber V., M(V) = (B(V),R(V),:),
besteht aus der vollen Boole’schen Algebra B(V) mit der vollen Relationen-
algebra R(V) iiber V und dem Urbild von B unter R,

R:B:={acV | 3be V(R(a,b) ANB(D))},

dem sogenannten Peirce’schen Produkt, das man wie folgt darstellen kann:
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Die zum Peirce’schen Produkt duale Operation ist die Peirce’schen Summe,
RTB:=R:B={acV | VYbeV(R(a,b)V B())}.

Man rechnet leicht nach, dafl die Axiome gelten. Fiir die letzte Ungleichung
sieht man das wie folgt:

a€R:R:A = 3b(R(a,b)AR:A®D))
= 3b(R(b,a) A—3c(c € AAR(D,c)))
= a¢ A
= acA.

Fiir R := () und A := ) erhiilt man wieder 0 = R": R: A # 1 = A, so daB die
Ungleichung nicht zu einer Gleichung verstéirkt werden kann.

Proposition 3.12 In einem Boole’schen Modul sind folgende Mengen und Re-
lationen definierbar:

(a) Das Bild der Menge A unter der Relation R:
R“A:={beV | JaeV(A(a) AR(a,b))} =R": A
(b) Die 1. und 2. Projektion der Relation R:
dom(R) = {a€eV | WeVR(@b}=R:1
ran(R) = {beV | JacV R(a,b)} =R“1
(c) Das Feld der Relation R,
F(R) = {veV | JweV(R(w,w)V R(w,v))}
= dom(R) + ran(R)

Beispiel 3.13 Aus transitiven Verben und Gemeinnamen erhélt man einstellige

Pridikate, z.B. fiir L = liest, B = Buch
(a) liest ein Buch={a | 3b(L(a,b) AB(b))}=L:B
(b) liest alle Biicher = {a | Vb(B(b) — L(a,b))} =L*B
(c) liest nur Biicher = {a | Vb(L(a,b) — B(b))} =L* B

Entsprechend erhilt man aus Relationsnomen und Gemeinnamen wieder Ge-
meinnamen, z.B. fiir A = x stellt y an, M = Museum bzw. B = betriigt

(d) Museumsangestellter = {a | Ib(A(b,a) NM (b))} = A": M

(e) Betriiger = B : 1, Betrogener = B”: 1,

wobei im letzten Beispiel das Universum V' aus Personen bestehen soll.
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3.3 Peirce’sche Algebren

Das Urbild r : a einer Menge a unter der Relation r erlaubt es, aus Mengen
und Relationen neue Mengen zu konstruieren. Man kann aber auch damit noch
nicht alle Relationen bilden, die man mit gewissen Grundmengen und Relationen
haben mochte. Zum Beispiel hidtte man mit zwei Mengen meistens auch gerne
ihr kartesisches Produkt, eine zweistellige Relation. Einen einfachen Spezialfall
davon fithren wir nun als weitere Grundoperation ein:

Definition 3.14 (Britz 1988) Eine Peirce’sche Algebra (B, R,:, ©) ist ein Boo-
le’scher Modul (B, R,:) mit einer Abbildung ¢ : B — R, so da8

(a) fir alle a € B gilt a®: 1 = a, und
(b) fir aller € R gilt (r:1)¢=r;1.

Man nennt a® die Rechtszylindrifizierung von a.

Beispiel 3.15 Die volle Peirce’sche Algebra tiber der Menge V,
P(V) = (B(V),R(V),:,°),
wobei (B(V),R(V),:) der volle Boole’sche Modul iiber V ist und

A=AV fiir jedes A C V.

Dies ergibt eine Peirce’schen Algebra, denn die Axiome sind erfiillt wegen:

A¢:1 = (AxV):V =4
(R:1)¢ = (R:V)°
= (R:V)xV
= {a€eV |3IeVR(@bD}xV
= R;(VxV)
= R;1.

Proposition 3.16 In einer Peirce’schen Algebra P hat man Elemente, die sich
wie bekannte Mengen und Relationen aus P(V') verhalten:

(a) das kartesische Produkt zweier Mengen:
AxB := {{a,b) |a€c Abe B}
= (AxV)n(V x B)
A°N (B°Y
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(b) die Vorbeschrinkung einer Relation auf eine Menge:

R1A = {{(a,b) | acAbeV, R(ab)}
= RN(AxV)
RN AC.

(c) Die Beschrinkung der Identitit auf eine Menge,

Iy = {l{a,a) | a€ A}
= IN(AxV)
= InA°

Umgekehrt kann man die Rechtszylindrifizierung mit diesen Operationen und
denen eines Boole’schen Moduls definieren, z.B:

A =AxV=Ax1, A =VxV)]|A=1]A

Es folgt die Definierbarkeit vieler weiterer Mengen und Relationen, und Zusam-
menhénge der Mengenoperationen mit x, z.B.

Ax(BUC)=(AxB)U(AxC(C)

Proposition 3.17 Sei R eine Relationenalgebra und B = (J,+,-,7,0,1) die
Boole’sche Algebra ihrer rechtsidealen Elemente. Dann ist (B, R,:, ¢) mit

ria = T;a und a® = a
fir a € J und r € R eine Peirce’sche Algebra.

Beweis: Durch Nachrechnen. O

Lemma 3.18 In jeder Peirce’schen Algebra (B, R,:, ) gilt fiir alle a,b € B:
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(h) r:a =0 genau dann, wenn r;a = b°,

(i) r:1 =0 genau dann, wenn r = 0.
Beweis:

(a) Nach den Axiomen aus Definition 3.14 ist a® = (a®: 1) = a°; 1.
(b) Mit der Moduleigenschaft 0 = 0 : 1 und der Eigenschaft 0;7 = 0 hat man
0°=(0:1)°=0;1=0.

Analog ist
1“=(1:1)°=1;1=1.

(c) Wegena+b=(a®:1)+ (b°:1) = (a®+b°) : 1 ist
(a4+0)°=((a®+0b%):1)°=(a®+°);1=(a%;1)+ (b°;1) = a® + b".
(g) Wir haben mit den Moduleigenschaften
rra=r:(a®:1)=(r;a:1,
und daher mit (a)
(r:a)=((r;a% :1)°=(r;a%;1l=r;(;1)=r;a"
(f) Ist a < b, so ist a + b = b, also nach (c) auch a® + b° = (a + b)¢ = b°, also
a® < b°. Gilt umgekehrt a® < b°, so ist a®+ b° = b° und daher a < b wegen
a+b=(a®:1)+ (b :1)=(a®+b):1=0b:1=0.
(h) Aus (f) folgt a = b <> a® = b°, und daher mit (g):
rra=b < (r:a)=0°
o ria =
(i) Nach (h) und (b) gilt 7 : 1 = 0 genau dann, wenn r;1 = 0. Nach (g) von
Satz 3.5 gilt
r;l=0<(r;1)-1=0<(1;1)-r=0<7r=0.

(d) Wir wollen zeigen, dafl a® und @ komplementér sind; dann folgt a° = a®
aus Eigenschaften der Boole’schen Algebra. Wir haben offenbar
a®+a‘=(a+a)=1°=1.

Fiir a®-a® = 0 geniigt es nach (i), (a®-a°) : 1 = 0 zu zeigen. Aus der
Monotonie von - und : folgen

(a®-a%):1<(a®:1) und (a®-@%):1< (@ :1).
Mit der Monotonie und Idempotenz von - und den Peirce-Axiomen folgt:

(ac-a’):1<(a®:1)-(@:1)=a-a=0.
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(e) Nach den de Morgan’schen Regeln ist mit Hilfe von (c¢) und (d):

—_C

(a-b)°=(@+b) =(@a+b)ec= @@ +0b)=ac b
O

In der vollen Peirce’schen Algebra P(V) iiber V sind die rechtsidealen Relatio-
nen R C V xV nach Beispiel 3.7 gerade die Rechtszylindrifizierungen A¢ = AxV
ihrer Projektionen A := R : 1 auf die erste Komponente. Die Abbildung

g:2V - {Rec2V*V | R;1CR} mit  g(A):=A°:=(AxV)

ist ein Isomorphismus zwischen Boole’schen Algebren. Das gilt allgemeiner fiir
jede Peirce’sche Algebra:

Satz 3.19 Sei (B, R,:,°) eine Peirce’sche Algebra und J ihre rechtsidealen Ele-
mente. Dann sind die Boole’schen Algebren B und (J,+,+, 7,0, 1) isomorph zu
einander.

Beweis: Definiere g : B — J und h : J — B durch

g(a) = a und h(r) = r: 1

Nach Lemma 3.18 ist a® rechtsideal, also a® € J, und g ein Homomorphismus.
Bleibt zu zeigen, dafl g bijektiv ist. Fiir jedes a € B ist

also ist h surjektiv und g injektiv. Fiir jedes r € J ist
g(h(r)) =g(r:1) =(r:1)*=r;l=r,

also ist ¢ surjektiv und h injektiv. Damit ist ¢ = h~! eine Bijektion. O

In der vollen Peirce’schen Algebra P (V) iiber V entsprechen die Teilrelationen
R C I der Identitdt den Teilmengen A C V: Die Abbildung

h:2V - {Rec2VV | RCTI} mit  h(A) =14 :=1N(Ax A)

ist ein Isomorphismus zwischen Boole’schen Algebren. Auch das gilt allgemeiner
fiir jede Peirce’sche Algebra, wie der néchste Satz zeigt. Zuerst zeigen wir ein
paar Eigenschaften der Elemente I - a°, die den Relationen 14 = I N (A x V)
entsprechen:

Lemma 3.20 Sie P = (B,R,:,°) eine Peirce’sche Algebra. Dann gilt fiir alle
a€ Bund r € R, mit I, :=1-a“:
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(a) I, ist eine Aquivalenz,
(b) a®-r=1Iy;rund a"-r =1;1,,

(¢c) I,:b=a-b.
Beweis:

(a) Das ist wegen I, < I klar nach (i) von Satz 3.5. Daher gilt auch I,” = I,.

(b) Da a° ein rechtsideales Element ist, folgt a7 = (a®-I);r = I, ;r aus (j)
von Satz 3.5. Die rechte Aussage erhdlt man daraus durch Invertierung:

a®-r=(a"r)"=(at ) =Ua;r) =1 () =15 1.

(c) Wir wissen

(I, : )¢ = I,;b° nach Lemma 3.18 (g)
= a®-b° nach (b)
= (a-b)° nach Lemma 3.18 (e).

Daraus folgt (a®-I) : b= a- b mit (f) von Lemma 3.18.

Satz 3.21 Sei (B, R,:,°) eine Peirce’sche Algebra und J:={re R | r <I}.
Dann sind die Boole’schen Algebren B und Z = (J,+,-,,0,I) isomorph zu
einander, wobei 72 := 7 - I, entsprechend fiir die anderen Operationen.

Beweis: Definiere g : B — J durch g(a) := a°- I. Offenbar ist g(a) € J. Daf} ¢
ein Homomorphismus ist, folgt aus Lemma 3.18, z.B.

gla+b)=(a+b)° - I=(a+4+b)I=(a®1I)+ - I)=gla)+ g(b).

Es bleibt zu zeigen, dafi ¢ bijektiv ist. Sei h : J — B durch h(r) := (r;1) : 1
definiert. Die Funktion g ist injektiv, da mit Lemma 3.20 (b)

hg(a)) = a;1):1=(a®-1):1=0a°:1=ua.
Um zu zeigen, daf g surjektiv ist, wéhle r € J. Dann ist

gh(r)) = ((r;1): 1) IT=((r;1);1)- I =(r;(1;1))- I =(r;1)-1
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nach den Eigenschaften einer Peirce’schen Algebra und des relativen Produkts.
Nach Satz 3.5 (h) ist weiter

(r)- I = (r;1)-(I:1)
< () - ()]
< ri(r-1)
= r;r’
< r;I” wegen r < [
= r;I=nr

)

Umgekehrt ist wegen r < I und den Monotonieeigenschaften auch
r=r-I=0u;0)-1<(r;1)-1,

also insgesamt g(h(r)) = (r;1) - I = r und daher g surjektiv. O

Bemerkung 3.22 Ein zum Satz von Stone analoges Resultat gibt es nicht:
nicht jede Relationenalgebra R kann in die volle Relationenalgebra R(V) iiber
einer passenden Menge V' eingebettet werden.

Wiéhrend man in den Relationenalgebren R nach Tarski nur zweistellige Rela-
tionen und in der Peirce’schen Algebra nur ein- und zweistellige Relationen iiber
einer Grundmenge M betrachtet, ist die Algebra der mehrstelligen Relationen
iiber M bisher nur ansatzweise untersucht.

Bemerkung 3.23 Jeden Term der Peirce’schen Algebra kann man in eine Aus-
sage der erststufigen Prédikatenlogik iibersetzen, die nur ein- und zweistellige
Relationssymbole verwendet. Aber nicht jeder solchen Aussage entspricht ein
Term der Peirce’schen Algebra: Tarski[12] gibt (fiir die Relationenalgebra) das
Beispiel

VavyVz3m (r(x, m) Ar(y,m) Ar(z,m))

an, dem wohl die geometrische Interpretation Je drei Punkte liegen auf einem
Kreis r um einen Punkt m zu Grunde liegt.

Die Terme der Peirce’schen Algebra erlauben nur eine eingeschriankte Form
der Quantifizierung {iber Individuen, die der Verwendung der Quantoren ei-
nige und alle in der natiirlichen Sprache besser zu entsprechen scheint als die
Ausdrucksmoglichkeiten der Pridikatenlogik.

Dieser Abschnitt stiitzt sich wesentlich auf die Arbeit von C.Brink, K.Britz
und R.A.Schmidt [3]. Ergénzt wurde der Beweis von Satz 3.5, die Beispiele zur
natiirlichen Sprache, und der Beweis von Lemma 3.18 (d) ist korrigiert.
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4 Pradikatenlogik erster Stufe

In der Pridikatenlogik (erster Stufe) erweitert man die Aussagenlogik in zwei-
erlei Weisen:

(a) statt der Aussagenvariablen (oder zusétzlich zu ihnen) werden atomare
Aussagen betrachtet, die aus einem Pridikat und einer Folge von Bezeich-
nungen fiir Objekte zusammengesetzt sind, und

(b) neben den Junktoren werden die Quantoren V (fiir alle Objekte) und 3 (es
gibt mindestens ein Objekt) behandelt.

Man kann die Aussagenlogik auch nur um (a) erweitern, aber (b) macht ohne (a)
keinen Sinn. Frither sprach man deshalb (etwas genauer) von der Quantorenlogik.

4.1 Syntax

Wir gehen von einer Menge Var von (Objekt- oder Individuen-)variablen, einer
Menge F'n von Funktionszeichen und einer Menge Pr von Pradikatszeichen aus.
Jedes f € F'n und jedes p € Pr hat eine Stelligkeit, ny € N bzw. np € N.

Definition 4.1 Die Menge der Terme ist die kleinste Menge T'm mit:

(a) jede Variable ist in T'm,

(b) ist f € Fnund sind t1,...,t,, in Tm, soist f(t1,...,tn,) in Tm.
Die Menge der pradikatenlogischen Formeln ist die kleinste Menge F'ml mit:

sind s und ¢ Terme, so ist s =t in Fml,
ist P € Pr und sind ¢1,...,t,, Terme, so ist P(t1,...,tn,) in Fml,

sind ¢ und ¥ in Fml, so auch =@, (¢ A1), (¢ V), (¢ — ), (¢ < ¥),

ist ¢ in F'mlund x eine Variable, so sind auch Jz¢p und Vzy in Fml

Bei zweistelligen Préidikaten schreibt man das Prédikatszeichen oft zwischen die
Argumente, also sRt statt R(s,t), insbesondere bei s = ¢t oder Vergleichsrela-
tionen: s <t, s <t,s>t,s>t.

Die Formel —s = t schreibt man meistens als s # ¢ oder zumindest als —(s = t),
damit sie besser lesbar ist; entsprechend: s £ t, s £ t, s #t, s 2 t.

Jeder Quantor in einer Formel hat einen Wirkungsbereich und bindet eine Va-
riable. Fiir Q € {3,V} ist in Qzyp, grob gesagt, ¢ der Wirkungsbereich von Qx
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und z die von @ € {V, 3} gebundene Variable. Genauer gesagt ist der Wirkungs-
bereich von Qx in Qzy die Teilformel ¢ aufer ihren Teilformeln der Form Jzvy
und V1, und nur diejenigen Vorkommen von x in ¢, die im Wirkungsbereich
von Qz liegen, werden durch Qx gebunden.

Fiir viele Zwecke geniigt es, zu wissen, welche Variablen irgendwo in einer Formel
gebunden oder ungebunden (frei) vorkommen:

Definition 4.2 Die Menge frei(p) der in ¢ frei vorkommenden Variablen ist
induktiv iiber den Aufbau der Formeln ¢ (und Terme t) definiert:

o frei(t) = Var(t),

o frei(s = t) = frei(s) U frei(t),

o frei(P(t,... tap)) = Ul frei(t;) | 1<i<n},

o frei(—yp) = frei(p),

o frei(p Np) = frei(o V) = frei(p — ¥) = frei(p) U frei(y),
(

o frei(Jxp) = frei(Vap) = frei(p) \ {z}.

Die Menge geb(p) der in ¢ gebunden vorkommenden Variablen ist ebenfalls
induktiv iiber den Aufbau der Formeln ¢ (und Terme t) definiert:

(t)=0,
eb(s =1) = b(S) U geb(t),
o geb(P(t,... ={geb(t;) | 1<i<n},
o geb(—p) = geb( )
o geb(p NP) = geb(p V1) = geb(p — ) = geb(p) U geb(¥),
o geb(Jxyp) = geb(Vap) = geb(p) U {x}.
Definition 4.3 Der (Quantoren-) Rang einer Formel ¢, die maximale Anzahl

der in ¢ in einander geschachtelt vorkommenden Quantoren, wird induktiv de-
finiert durch:

) =0, falls ¢ eine atomare Formel ist,
* Rang(—p) = Rang(y),

* Rang(p A1) = Rang(p V) = Rang(p — ¢) = max{Rang(p), Rang(¢)},
dxp) = Rang(Vxp) = 1+ Rang(p).
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Beispiel 4.4 Fiir o =Vz(Vy(z <yAy<z—oz=yAy=2z2)—>Vzr=2z)ist
frei(¢) = {z} und geb(p) = {z,y, z}; insbesondere ist hier frei(¢) N geb(p) # 0.

Der Quantorenrang von ¢ ist Rang(p) = 2.

Bemerkung 4.5 In den natiirlichen Sprachen hat man keine Variablen, aber
Personalpronomina und Relativpronomina (sowie Pronominaladverbien) fungie-
ren in gewisser Weise wie Variable. Zum Beispiel ist in

Die Leute, die sich nicht mdgen, mogen auch keine anderen.
Die Leute, die sich nicht grijffen, mdogen sich nicht.

der bestimmte Artikel ‘die’ implizit ein V-Quantor, und das Relativpronomen
‘die’ sowie das Reflexivpronomen ‘sich’ beziehen sich auf die durch diesen Quan-
tor gebundenen (nicht explizit erscheinenden) Variablen.

Gleichzeitig ist das Reflexivpronomen ‘sich’ mehrdeutig: im ersten Satz ist ‘sich’
betont und meint ‘sich selbst’, im zweiten Satz ist ‘sich’ unbetont und meint
‘einander’. Daher wird im ersten Satz implizit nur ein Quantor Vx bendtigt, im
zweiten dagegen zwei Quantoren, VaVy.

In anderen Féllen wird durch verschiedene Pronomina klar gemacht, wie die
Beziige gemeint sind:

Er wunderte sich, dafi niemand sich entschuldigt hatte.
Er wunderte sich, daf$ niemand thn entschuldigt hatte.

Beachte aber, daf} hier der zweite Satz noch mehrdeutig ist: das Personalprono-
men ‘ihn’ im eingebetteten Teilsatz bezieht sich entweder auf das Subjekt ‘er’
des Hauptsatzes oder auf eine vorher genannte andere Person.

Da sich die Personalpronomina der eingebetteten Sétze auf Nomina von iiber-
geordneten Sitzen beziehen, kann man auch diese als Operatoren ansehen, die
gewisse Vorkommen von Personalpronomina binden. Aber es ist nicht offen-
sichtlich und auch nicht eindeutig, was der Wirkungsbereich ist bzw. wie die
Bindungen gemeint sind:

Herr Huber fragt sich, ob Herr Meyer sich wundert, dafi niemand
thn entschuldigt hatte.

Man kann mit ‘ihn’ Herrn Huber oder Herrn Meyer (oder einen Dritten) meinen.

Ubersetzungen zwischen Aussagen der natiirlichen Sprache und For-
meln der Pradikatenlogik

Wir geben hier kein Ubersetzungsprogramm an, sondern zeigen an einem Bei-
spiel, wie Aussagen der natiirlichen Sprache durch logische Formeln ausgedriickt
werden.
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Beispiel 4.6 Die Axiome der Mengenlehre nach Zermelo und Fraenkel geben
wir zuerst in der Umgangssprache und dann durch logische Formeln wieder. Die
logische Sprache enthélt nur ein zweistelliges Pradikat, die Elementbeziehung
€. Die Mengen sind hier die Objekte, iiber die man spricht; daher stehen alle
Variable fiir Mengen (und deren Elemente sind wieder Mengen).

Die meisten Axiome verlangen, dafl bestimmte Mengen existieren; aber man hat
in der logsichen Sprache keine Namen dafiir. Im Vereinigungsaxiom z.B. wird
zu jeder Menge x die Existenz der Menge

Ux::{z | v(zevAvex)}

verlangt; da man in den Axiomen mit moglichst wenig Funktions- und Realti-
onszeichen auskommen will, hat man nur die Variable y zur Bezeichnung von
{z | Ju(z € vAv € ) }, denn auch { z | 4 } ist nur eine Abkiirzung. Daher sieht
das Vereinigungsaxiom zunéchst etwas unversténdlich aus. Fiir z = {vy, v} ist
|Jx die Menge, die man sonst meist v; U ve schreibt.

(a) (Extensionalitétsaxiom) Je zwei Mengen, die dieselben Elemente enthal-
ten, sind gleich:

VeVy Vz(z €z z€y) >z =1y).

(b) (Aussonderungsschema, fiir jede Formel ¢(#, z, z)) Sondert man aus einer
Menge x alle Elemente z aus, die die Eigenschaft ¢(@, x, z) haben, so erhélt
man wieder eine Menge, y:

Vi Ve Iy Vz(z €y « (z€x Aotz z))).

Man bezeichnet die Gesamtheit der ausgesonderten Elemente auch mit
{z|z€xnp(duxz)} oder kurz {z € z | p(4,x,2)}. Das Axiom besagt
also:

Vi Ve “{z € x| o(U,x,z)} ist eine Menge”.

(¢) (Vereinigungsaxiom) Hat man eine Menge von Mengen und fat man alle
Elemente dieser Mengen zusammen, so erhilt man wieder eine Menge:

Ve JyVz(z €y < Fu(v €xAzeE)).
Mit anderen Worten:

Vo “{z|Jv(v € Az € v)} ist eine Menge”.

(d) (Potenzmengenaxiom) Die Gesamtheit aller Teilmengen z einer Menge z
bildet eine Menge, y:

Ve JyVz(zey < zCux).
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3.2

Mit anderen Worten:
Vo “{z |z C z} ist eine Menge”.
Hierbei verwenden wir die Abkiirzung

zCx = Yw(veEz — vET).

(Ersetzungsaxiom) Ersetzt man die Elemente z einer Menge = durch an-
dere, ihnen durch eine Funktion f zugeordnete Objekte f(z), so erhilt
man wieder eine Menge:

Va Vf(“f ist eine Funktion” — “{f(z) | z € x} ist eine Menge”).

Auf die genaue Formulierung wollen wir hier verzichten, bis wir den Begriff
der Funktion in der Mengenlehre ausdriicken kénnen.

(Fundierungsaxiom) Jede nicht leere Menge x enthélt ein Element y, des-
sen Elemente z keine Elemente von x sind:

Ve(Fyly €x) — JyeaVzeyz¢x).
Hier haben wir von den Abkiirzungen
Jycxp:— JylyexAp) und Yy € x ¢ Vyly € x — 1)
Gebrauch gemacht.

(Unendlichkeitsaxiom) Es gibt eine Menge mit unendlich vielen Elemen-
ten, genauer gesagt, es gibt eine Menge x, die die leere Menge enthélt und
mit jedem Element y auch die Vereinigungsmenge von {y} mit y:

(JyecaVz(z¢y AN VycaxIzeaxVowez e (veyVo=y))).

Semantik der Pradikatenlogik erster Stufe

Zur Interpreation der der L-Terme und L-Formeln, d.h. der Terme und Formeln
der Préadikatenlogik mit dem Vokabular L = F'nU Pr von Funktions- und Rela-
tionszeichen, brauchen wir L-Stukturen (zur Festlegung des Objektbereichs und
der Interpretation der Funktions- und Relationszeichen) und Belegungen (zur
Interpetation der Variablen):

Definition 3.7 Sei L = F'nU Pr das Vokabular der Funktions- und Relations-
zeichen. Eine L-Struktur M = (M, fM, PM)fan,pepr besteht aus

(a)
(b)

einer Menge M # (),

einer Funktion f™ : M™ — M fiir jedes f € Fn, und
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(c) einer Relation PM C M™? fiir jedes P € Pr.

Eine Belegung (der Variablen) iber M ist eine Abbildung ¢ : Var — M.

Eine Relationalstruktur ist eine L-Struktur mit F'n = @ (ggf. erlaubt man noch
Individuenkonstanten, d.h. 0-stellige Funktionssymbole). Ein Graph ist eine Re-
lationalstruktur M = (M, K) mit einer 2-stelligen Relation K C M x M; jedes
(a,b) € K heifit Kante. Eine Algebra ist eine L-Struktur mit Pr = §.

Beispiel 3.8 A = (N,0,1,+,*) und R = (R, 0, 1, +,0) sind Algebren derselben
Sprache L = Fn = {0,1, +, *}, wobei 0,1 O-stellig und +, * 2-stellig sind.

Sei ¥* die Menge aller endlichen Folgen (oder Warter) iiber der Menge (oder
dem Alphabet) ¥, und <., die lexikographische Anordnung auf ¥*, relativ zu
einer Anordnung < auf ¥. Dann ist M = (X*, <j.,) eine Relationalstruktur.

Definition 3.9 Der Wert [[t}]/g\/l eines Terms ¢ in der Struktur M beziiglich der
Belegung g ist induktiv iiber den Aufbau der Terme definiert durch:

(a) [, = g(x) € M,

() [f(trs ot I = PRI T, 12,

g g

Der Wert [[go]];\/[ einer Formel ¢ in der Struktur M beziiglich der Belegung g ist
induktiv tiber den Aufbau der Formeln definiert durch:

(a) [s=11;" = {é zilrllzt[[s]]f = [,

1, falls ([t],,...,[t],,) € pM,
0, sonst,

0) [Plttanly = {
() [~ =1-[¢l)",

(@) [ AP =[] N el
(e) (e vl =Tl u vl
) Ie =) = Lol C 1",

M e .
(2) [[393@]];\4 _ {(1), iilrllsst[[ga]]g(l/a) =1 fiir mindestens ein a € M,

—_

, falls [o], ) =1 fiir alle a € M,
0, sonst.

) vy = {
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. .. . . _Ja, falls y = x,
Hierbei ist g(z/a) die Belegung h mit h(y) = {g(y) somst
Wie bei der Auswertung von Formeln der Aussagenlogik hiangen der Wert von
© nicht von allen Details einer Interpretation oder Belegung ab:

Lemma 3.10 (Koinzidenzlemma) Der Wert eines Terms ¢ bzw. einer Formel ¢
bei der Interpretation M und der Belegung g hiingt nicht von den Werten g(z)
fiir x ¢ frei(t) bzw. z ¢ frei(p) ab, und auch nicht von den Interpretationen f*
und PM der Funktions- und Priidikatszeichen f und P, die in ¢ bzw. ¢ nicht
vorkommen.

Beweis: Durch Induktion iiber den Term- und Formelaufbau. (Ubung!) O
Man schreibt [x1 /a1, . . ., 2, /ay] fiir eine Belegung g mit g(z1) = a1, ...,9(x,) =
an, wenn klar ist, dafl es auf die Werte von g auf anderen Variablen nicht
ankommt, also fiir frei(p) C {z1,...,2,} 2z.B.

M M
[¢] [w1/a1,....zn/an] statt [[‘P]]g

Man schreibt ¢(z1,...,z,), wenn frei(¢) C {x1,...,2,} und ¢ als Aussage
iiber n Objekte betrachtet wird. Fiir ¢(x1,...,x,) benutzt man auch

M
M ):(,D[xl/al,...,l'n/an] L= IISD]][Il/al ,,,,, Tn/an] =1 (8)
M plerfas, o zafon] = T s =0 ()

gelesen: In M gilt ¢ bei der Belegung [x1/a1,...,Tn/ay] fir (8).

Definition 3.11 Eine Relation R C M™ auf dem Objektbereich einer L-Struktur
M heifit (mit den Parametern an41,...,an+x) definierbar, wenn es eine L-
Formel ¢(aq,...,an+%) gibt, so dafl

R={(a1,...,an) | MEp[z1/a1,...,Cnir/an+k] }-

Ist hierin &k = 0, so heiit R ohne Parameter definierbar.

Die durch ¢(z1,...,z,) ohne Parameter definierte Relation bezeichnen wir mit
‘PM ={(a1,....an) | M E@lzi/a1,...,2n/an] }

Beispiel 3.12 In R = (R, +,-) ist die Menge P = {r | r € R, 0 < r} der
positiven rellen Zahlen ohne Parameter definierbar, ndmlich durch

(@) =Ty =y-y) A3z(w- = £ ).

Denn eine reelle Zahl ist genau dann positiv, wenn sie eine Quadratzahl, aber
nicht die 0 ist.
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Beispiel 3.13 Sei ¥ = {a,...,2,4,...,Z} das Alphabet der iiblichen Buch-
staben und
M= (2, M YyM . Ado™M)

die Struktur, bei der - die Verkettung von Wortern (= Buchstabenfolgen) ist
und VM, NM PM AgiM | Adv™ die Mengen der deutschen Verben, Nomina,
Priipositionen, Adjektive und Adverbien (bzw. die Menge ihrer Vollformen) sind.
Wahrscheinlich ist die Menge S C ¥* der deutschen Aussagesitze? in M nicht
definierbar, aber ein genauer Beweis dafiir ist (mir) nicht bekannt.

Definition 3.14 Zwei L-Strukturen M und M’ sind zueinander elementar k-
dquivalent, in Zeichen: M =, M’ wenn

MEyp = MEgp
fiir alle L-Aussagen ¢ mit Quantorenrang < k gilt. M und M’ sind elementar

dquivalent zu einander, kurz: M = M’, wenn M =, M’ fiir jedes k € N gilt.

M = M’ besagt, daB sich M und M’ nicht durch elementare, d.h. erststufige,
Aussagen unterscheiden lassen.

Beispiel 3.15 Sei N, = (Npn,, <M») mit N,, := {0,1,...,m — 1} und <N=
die Einschrinkung von <N C N x N auf N,,, x N,,. Wir werden spéter noch
sehen, daBl NV, =p Niuy1 ist, wenn m > 281 ist.

Daraus folgt: durch keine erststufige Aussage mit L = {<} kann man
,< ist eine lineare Anordnung einer geraden Anzahl von Objekten*

ausdriicken. Denn angenommen, man kann es durch ¢ ausdriicken. Sei k =
Rang(p) und m > 2%+1 eine gerade Zahl. Dann ist N,, eine lineare Anordnung
einer geraden Anzahl von Objekten, und folglich AV, = ¢. Da m + 1 ungerade
ist, erhalten wir N;p4+1 E —p. Aber wegen N, = Npp41 miiBte

NmEe <= NappEe

gelten, ein Widerspruch. Also gibt es ein solches ¢ nicht.

3mit beliebig tiefer Schachtelung (oder beliebig langen Konjunktionen) von Teilsétzen oder
Nominalausdriicken usw. — denn sonst ist S endlich und zumindest mit Parametern definierbar.
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3.3 Verallgemeinerte Quantifizierungen

Wie der Name andeutet, besagen die Quantoren ) in Qxp etwas iiber die Quan-
titéit aus, und zwar iiber die bei einer Interpretation M durch ¢(x) —hier ein-
fachheitshalber ohne Parameter— definierte Menge M

e Jz¢ soll bei M wahr sein, wenn @™ mindestens ein Objekt enthilt, also
Grofe # 0 hat,

e Yz soll bei M wahr sein, wenn @™ alle Objekte enthilt, also maximale

Grofe hat.

Die Quantoren machen also eine Aussage iiber die Anzahl || von ™. Wir
betrachten im Folgenden modifizierte und verallgemeinerte Quantoren.

Zahlquantoren

Oft m6chte man sagen, dafl die GréBe von @™ mindestens, hochstens oder genau
n ist, fiir eine bestimmte Zahl n € N. Dazu braucht man keine neuen Quantoren,
sondern kann folgende Abkiirzungen benutzen:

(a) F2"ap = Fo1 .. I Nioy janin, (i # 25 A (/7))

(b) F="p =V, .. -V$n+1(/\1§z‘§n+1 p(x/z;) — V1§i<j§n+1 T = ;)

(c) I="ap := Iz A IZ 200
Manchmal méchte man sagen, dal @™ endlich oder unendlich grof ist. Das

kann man nicht mehr in der Priddikatenlogik erster Stufe (in hoheren Stufen
geht es); dann fithrt man neue Quantoren ein:

(a) I<xp = es gibt nur endlich viele x mit ¢
(b) Iz = es gibt unendlich viele x mit .
Fiir solche, nicht durch Abkiirzung eingefiihrten Quantoren mufi man die erlaub-

ten Interpretationen so definieren, dafl die Quantoren die gewiinschte Bedeutung
haben.

Neben diesen einstelligen Zahlquantoren kann man auch wvergleichende Zahl-
quantoren betrachten:

(a) Q<z(p,1) = es gibt weniger x mit der Eigenschaft ¢ als solche mit 1
(b) Q> z(p,v) = es gibt mehr x mit der Eigenschaft ¢ als solche mit

() @=x(p, ) = es gibt genau so viele x mit ¢ wie solche mit ¢
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Z.B. kann man bei einer Interpretation in M = (N, +,1) (auch ohne 3°°) durch
Q=2(Gy(x =y +), 3z = 2+ 2+ 1))

ausdriicken, daf es genau so viele gerade wie ungerade Zahlen gibt.

Beschrinkte Quantoren

In der natiirliche Sprache quantifiziert man —im Unterschied zur Mathematik—
in derselben Aussage oft iiber Objekte verschiedener Arten wie Gegensténde,
Personen, Zeitpunkte, Orte usw., indem man z.B. sagt

alle Gegenstinde, jede Person, zu manchen Zeiten, an vielen Orten,
in den meisten Fdllen, alle drei Versuche, ...

Die Quantoren laufen nicht unbeschrdnkt iiber eine ‘Universum’ aller Objek-
te, sondern werden auf Teilbereiche G, P, Z, O, F usw. beschrinkt. Es wire al-
so natiirlich, wenn man auch in der Pridikatenlogik statt der unbeschriankten
Quantifizierung Vo und Jdz die auf einen Teilbereich P beschrinkte Quantifizie-
rung Vo € P und Jx € P hitte. Die einander syntaktisch #hnlichen Aussagen

Eine Person, die im Parkverbot parkte, bekam keinen Strafzettel.
Jede Person, die im Parkverbot parkte, bekam keinen Strafzettel.

konnte man dann durch syntaktisch einander ebenfalls &hnliche Formeln
JrePyp bzw. Ve e Py (10)

wiedergeben. Das macht man in der Pradikatenlogik nicht, da man die gewiinsch-
te Beschrinkung auch durch die Abkiirzungen

Jz € Py :=3Jz(P(x) A o) bzw. Vee Po:=Ve(P(z) —¢) (11)
erreichen kann, wenn man einstellige Priadikate P fiir die entsprechenden Teil-
bereiche hat. (Beachte, dafi die Formeln einander nicht mehr so stark gleichen!)
In mathematischen Texten findet man oft einen Spezialfall der beschriankten
Quantoren:

Jr <tp:=3Jx(z <tAp) und Ve <tp:=Va(zr <t— ) (12)

wobei vorausgesetzt wird, dal x ¢ frei(t) ist. Hier ist der Teilbereich P durch
die Formel P(x) := z < ¢ relativ zu einem Element ¢ definiert. Analog sind
die auch iiblichen Abkiirzungen 3z < ty,3x > ty,dx > t,dz # t ¢ und die
zugehorigen V-Versionen zu definieren.
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Verallgemeinerte Quantoren

Nun gibt es in den natiirlichen Sprachen viele Quantoren, die man nicht durch
3,V oder die bisher genannten Varianten davon ausdriicken kann, etwa die mei-
sten, viele, nur wenige, ein Drittel aller®. Daneben gibt es unter den Adverbien
viele ‘versteckte’ Quantoren:

a

(
(b

oft = zu vielen Zeitpunkten,

hiufig = in vielen Fillen,

o

(
(
(e

)
)
c) meistens = in den meisten aller Fille,
) immer wieder = jedesmal, wenn ..., dann spdter noch einmal,
)

immer dfter = in jedem Zeitraum. . ..zu mehr Zeitpunkten als in fritheren
Zeitraumen (gleicher Grife)

Ob und wie man solche Quantoren definieren kann, ist nicht mehr offensichtlich.
Man kann sich aber fragen, was denn iiberhaupt ein Quantor ist? Alle bishe-
rigen einstelligen Quantoren Q¢ driicken Eigenschaften der Menge ©™ aus,
bei einer Interpretation M, und die zweistelligen Quantoren Qx(¢p, 1) driickten
eine Beziehung zwischen o™ und 9™ aus. Daher definiert man:

Definition 3.16 Ein k-stelliger verallgemeinerter Quantor {iber einer Menge
M ist eine k-stellige Relation QM C 2M x ... x 2M zwischen Teilmengen von
M. Die Bedeutung von Qz(p1, . . ., ¢r) (21, - .., x,) bei einer Interpretation M =
(M,Q™M,...) ist gegeben durch

M= Qu(py, ... on)[x1/al, ... xn/an] : <= (A1,...,A,) € QM
fir Aj:={aeM | MEyz/a,x1/a1,...,2n/an]}

Mit M :={A| ACM,A#0}und VM :={A | AC M,A= M } kommt fiir
@ = 3,V die gewiinschte Bedeutung heraus.
Ein verallgemeinerter Quantor wird hier zunéchst semantisch definiert; schreibt

man Q(A, B) fiir (A, B) € QM| so hat man auch fiir Teilmengen von M, die
nicht durch Formeln definierbar sind:

J(4) = A#0, (13)
V(4) <= A=M, (14)
I=(4) = |4 <n, (15)
I°(A) <= |A|l = oo, (16)
Q=(A4,B) <= [A<|B], (17)
Q*(A,B) <= |A=3|B|, (18)

4was aber nicht gleichbedeutend ist mit jeder dritte, wenn man sich damit (implizit) auf

eine bestimmte Anordnung aller Objekte bezieht: Jede zehnte Zahl < 101 ist durch 2 teilbar
bedeutet nicht dasselbe wie ein Zehntel aller Zahlen < 101 ist durch 2 teilbar.
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usw. wobei Q%*(A, B) fiir es gibt dreimal soviele A wie B steht.

Es gibt sinnvolle Einschriankungen an den Begriff eines Quantors, die in der
Literatur behandelt werden.

3.4 Erfiillbarkeit und logische Folgerung

Definition 3.17 Eine L-Formel ¢(x1,...,2,) heilt erfillbar, wenn es eine L-
Struktur M gibt, so daf3
M3z .. Fz, 0.

Die Struktur M ist ein Modell von p(21,...,x,), oder ¢ ist giiltig in M, wenn
M EVz .. .V, ¢

Eine L-Formel ¢ heiflt allgemeingiiltig, wenn sie in jeder L-Struktur giiltig ist.
Zwei L-Formeln ¢(x1, ..., 2,) und ¥ (x1, . .., x,) heilen logisch dquivalent, wenn
Yy ...V, (p < ¢) allgemeingiiltig ist.

Logische Aquivalenz von ¢ und v bedeutet also wie in der Aussagenlogik, da8
die Formeln unter allen logisch maéglichen Umstinden denselben Wahrheitswert
haben: das heifit hier, dal bei allen Interpretationen M und allen Belegungen
g die Werte [[4,0]];\4 und [[w]];w gleich sind.

Beispiel 3.18 (a) Die Formel ¢(z) := Jy(x # y) ist erfiillbar (in jeder Struk-
tur mit mindestens zwei Elementen). Die Formel

¥ = TaVy(z # f(y)) AVaVy(f(z) = fly) — z=y)

ist erfiillbar, z.B. in N = (N, 0, fV) mit f(n) := n+1. Aber jede Struktur,
die ¢ erfiillt, ist unendlich. Die Aussage ¥ AJxVz(z = z) ist nicht erfiillbar.

(b) Va(eo A1) und (Ve A V) sind logisch dquivalent.
Definition 3.19 Eine Theorie (in der Sprache L) ist eine Menge von L-Aussagen.

Die Struktur M ist ein Modell von T, in Zeichen: M | T, wenn M = @ fiir
jede Aussage ¢ € T

Eine L-Formel o(x1, ..., 2, ) folgt aus der L-Theorie T, in Zeichen: T' |= ¢, wenn
jedes Modell von T auch ein Modell von ¢ ist. Zwei Formeln p(z1,...,x,) und
Y(x1,...,xy,) sind dquivalent iber T, wenn

TEVZ...xy (< ).
Die Theorie der L-Struktur M ist die Menge aller in M giiltigen L-Aussagen,

Th(M) :={¢ | frei(p) =0, M = ¢}.
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Beispiel 3.20 Sein N = (N,0V, SV, <N). In Th(N) gelten z.B.:
(a) die Anordnung ist rekursiv aus dem Nachfolger definierbar:
VaVy (z <y« (y=S(x) VIz(x < 2z Az < y))).

(b) die Induktionsprinzipien: trifft eine (erststufige!) Eigenschaft auf 0 zu und
enthélt sie mit einer Zahl auch ihren Nachfolger, so enthélt sie alle Zahlen:

Vij ([p(2/0) AV (e — 0(S(2)/2))] = V).
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5 Normalformen

In vielen Fillen ist es niitzlich, wenn man sich auf Ausdrucksweisen einer be-
stimmten Form beschrinken kann. Dazu méchte man jede beliebige Ausdrucks-
weise in eine logisch gleichwertige der gewiinschten Form umrechnen kénnen.

Im giinstigsten Fall gibt es zu jedem vorgegebenen Ausdruck genau einen &qui-
valenten Ausdruck ,in Normalform*; dann kann mén die Aquivalenz zweier
Ausdriicke testen, indem man ihre Normalformen berechnet und vergleicht. Die
im Folgenden betrachteten Normalformen von Formeln haben diese schéne Ei-
genschaft aber nicht. (Beispielsweise ist von zwei Formeln, die sich nur durch
die Reihenfolge von Argumenten einer kommutativen Operation wie A unter-
scheiden, keine ,normaler* als die andere.)

5.1 Normalformen in der Aussagenlogik
Definition 5.1 Eine Basisformel oder ein Literal ist eine atomare Formel oder
die Negation einer atomaren Formel.

Eine Formel ist in Negationsnormalform, wenn sie aufler —, A, V keine Junktoren
enthélt und wenn in ihr = nur vor atomaren Teilformeln auftritt.

Eine Formel ist in konjunktiver (bzw. disjunktiver) Normalform, wenn sie eine
Konjunktion (bzw. Disjunktion) von Disjunktionen (bzw. Konjunktionen) von
Literalen ist.

Lemma 5.2 Zu jeder Formel « gibt es eine Formel 3, so dafl

(b) jede Variable in § kommt auch in « vor,

(¢) B ist in Negations- (bzw. konjunktiver bzw. disjunktiver) Normalform.

Beweis: Die Junktoren < und — konnen wir mit Hilfe von

(@=p) = (a=p)A(B—a)),
(@—=p) = —aVvp

beseitigen. Dann definieren wir die Normalformen durch Induktion iiber den
Aufbau der verbleibenden® Formeln wie folgt:

NNF(A) = A,
NNF((a; Aag)) := (NNF(a1) A NNF(as)),
NNF((oq V ag)) = (NNF(a1)V NNF(a)),

5Man erginze die Definitionen um Fille fiir die Aussagenkonstanten T und L.
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NNF(-A
NNF(~—a
NNF(=(a1 A oo
NNF(—(a1 V az

) =
) —
) =
)

—A,
NNF ()

(NNF(=a1) V NNF (=az))
(NNF(=a1) A NNF(=az))

Man zeigt durch Induktion iiber den Formelaufbau, dafl (a) NNF(a) = « gilt;
die Bedingung (b) ist offensichtlich.

DNF(a)) und KNF(«) definieren wir simultan durch Induktion iiber «:

DNF(A)
DNF(=a)
DNF((a1 V a2))
DNF((a1 A a2))

KNF(ﬁa
KNF((O[l N o

)
)

)
KNF ((a1 V a2))

: A

.= NNF(-=KNF(a))

:= (DNF(a1)V DNF(a2))
distrib(DNF (a1) A DNF(a2))

= A

.= NNF(-~DNF(a))

.= (KNF(a1) A KNF(az))

= distrib(KNF (a1) V KNF (o)),

wobei man bei di;:tm'b(é) die Distributivregeln anwenden muf. Da alle Umfor-
mungen logische Aquivalenzen benutzen und keine neuen Variablen einfiihren,

gilt die Behauptung.

Beispielsweise ist

DNF(~((AAC)V =B))

O

NNF(-KNF((AAC)V =B))

NNF (~distrib(KNF(A A C) vV KNF(=B)))

NNF (~distrib((A A C) V =B))

NNF(=((AvV-B) A (CV-B)))

(NNF(—=(AV —B))V NNF(~(C VvV —B)))
((NNF(=A) A NNF(=—-B)) V NNF(=(C Vv =B))))
((mA A B)V NNF(-(C Vv —B))))

(FAAB)V (=C A B))
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5.2 Normalform von Aussagen der Relationenalgebra

Im folgenden schlieflen wir die triviale Relationenalgebra R mit |R| = 1 aus, so
dafl wir 0 # 1 annehmen konnen. Wir zeigen, dafl jede Aussage der Relationen-
algebra zu einer Gleichung dquivalent ist.

Definition 5.3 Die Formeln der Relationenalgebra sind die aus Gleichungen
als atomaren Formeln aufgebauten aussagenlogischen Formeln, d.h. die Formeln
¢, und Terme 7, s werden wie folgt aufgebaut:

o, = r=s|ap| (@A) [ (VY) ] (p— )| (p =),
O[L[I|ax|(r+s)|(r-s)|T](r;s)|r

r,s

Auf die relative Summe (74 s) von Termen haben wir verzichtet, da sie durch
(7;3) definiert werden kann und iiblicherweise % nicht unter die Grundopera-
tionen einer Relationenalgebra R aufgenommen wird.

Satz 5.4 (E.Schréder) Jede Formel ¢(#) der Relationenalgebra ist zu einer
Gleichung der Form r(#) = 1 logisch dquivalent, d.h. in jeder nicht-trivialen
Relationenalgebra R gilt Vi (¢ < (r = 1)).

Beweis: Sei ¢ eine Formel. Wir kénnen annehmen, dafl die Junktoren <,
—, V nicht in ¢ vorkommen, da wir <, — und V mit Hilfe von A und -
ausdriicken kénnen. Wir zeigen die Behauptung fiir die verbleibenden drei Fille
durch Induktion iiber den Aufbau von ¢.

(a) @ ist s = t: In jeder Boole’schen Algebra gilt
a=b <= a+b=1Aa-b=0,

wovon ,,=“ nach den Axiomen (d) der Boole’schen Algebra und ,,<* nach
Proposition 2.4 gilt. Auflerdem gilt

a+b=1ANa-b=0 <= (a-b)+(@a-b)=1.

Den Beweis iiberlassen wir den Lesern zur Ubung. Insgesamt haben wir
also in jeder Boole’schen Algebra

a=b < (a-b)+(@-b)=1

Zu den Termen s(%) und ¢(Z) wihle also r(Z) := (s-t) + (5- ). Da jede
Relationenalgebra eine Boole’sche Algebra ist, gilt VZ(p < (r = 1)) in
jeder Relationenalgebra.

(b) @ ist (p1 A @2): In jeder Boole’schen Algebra gilt

a=1ANb=1 << a-b=1.
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Davon folgt ,,=* aus 1-1 = 1, und ,,<=* sieht man indirekt ein: wére a # 1,
so wire auch a-b < a # 1, also a - b # 1. Das widerspricht der Annahme;
also ist e = 1 und damit auchb=1-b=a-b=1.

Nach Induktionsannahme gibt es Terme r;(Z) so dafl
VE(pr < (11 =1)) A Vi(pz < (r2 = 1))

in jeder nicht-trivialen Relationenalgebra R gilt. Da R eine Boole’sche
Algebra ist, gilt darin die obige Gleichung fiir die Werte a := [[7'1]]22 und

b = [[7“2]]2z unter einer Belegung h. Fiir r := ry - ro gilt dann wegen
[[r]]zlz =a - b auch
Vilp < (r = 1))

in R, und damit in jeder nicht-trivialen Relationenalgebra.
¢ ist —p: Nach Induktionsannahme gibt es einen Term 7(Z), so daf§
VE(Y < (r=1))

in jeder nicht-trivialen Relationenalgebra R gilt. Es geniigt daher zu zei-
gen, daf} fiir jedes Element r einer nicht-trivialen Relationenalgebra R

r#1 <= 1;7;1=1 (19)

gilt. Wir zeigen ,,<=“ indirekt: da R nicht trivial ist, ist 0 % 1 und folglich

Fiir ,=“ geniigt zu zeigen, daf fiir jedes Element s von R die Bedingung
s;1l=1 v 1;5=1 (20)
gilt. Denn mit s := (1;7) erhalten wir daraus
1;7;1=1 v 1:1;7=1,

und nach Satz 3.5 (a) und Axiom (g) der Relationenalgebra ist

17 = 1517 < T=r,
also zusammen
r#1 = 1;1;7#1 = 1;7;1=1.

Es bleibt die Bedingung (20) zu zeigen. Wir tun das nur fiir vollstindi-
ge Relationenalgebren R(V) = (2V*V,U,N, 0,V x V, ;, " 1)%. Fiir jede

6Der obige Beweis folgt Tarski [12], wo (20) ein Axiom ist; ich sehe momentan nicht, wie es
aus dem oben angebenen Axiomensystem zu bekommen ist. Die Bedingung gilt aber in allen
nicht-trivialen Relationenalgebren.
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Relation s CV x V =1 ist

s;1 = {{a,b) eV xV | IceVs(a,c)}
= {a€eV | 3JeeVs(ac)}xV,
1;5 = Vx{beV | IceV3(b)}

Ist 1 # 531, so gibt es (a,b) ¢ s;1, und dann ist {a} x V C 3. Folglich ist
{beV | FeeVis(eb)}=V
und daher 1;5 =V x V = 1. Also gilt (20) in R(V).

Damit ist die Behauptung des Satzes bewiesen. |

Der wesentliche Schritt des Beweises ist (19), wo die Negation einer Gleichung
in eine Gleichung umgewandelt wird (mit Hilfe des Komplements und des Re-
lationenprodukts). Eine Folgerung ist:

Korollar 5.5 Jeder Homomorphismus h : R — R’ zwischen nicht-trivialen
Relationenalgebren ist injektiv.

Beweis: Sei h : R — R’ ein Homomorphismus, und a # b € R. Zur Unglei-
chung —(x = y) gibt es einen Term r(z,y), so dafl

VaVy (x £y < (r(z,y) =1))

in R und R’ gilt. Wegen a # b ist R = (r = 1)[a,b], und da h ein Homomor-
phismus ist, wird diese atomare Aussage auf R’ iibertragen: das heif}t, es gilt
R’ = (r = 1)[h(a), h(b)] und daher auch die &quivalente Formel,

R' = =(x = y)[h(a), h(D)].

Aber das besagt, dal h(a) # h(b) ist. Also ist h injektiv. O

Eine andere Folgerung ist, dal man sich beim Beweisen von Aussagen der Re-
lationenalgebra auf Einsetzen in Gleichungen und die Schlufiregel

M (modus ponens)

beschranken kann.
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5.3 Normalformen in der Prédikatenlogik

Wie in der Aussagenlogik gibt es auch fiir die Formeln der Prédikatenlogik
bestimmte Normalformen. Zuerst brauchen wir einige Hilfsmittel:

Lemma 5.6 Folgende Formeln sind logisch dquivalent zu einander:

(a) Vertauschung von Negation und Quantoren:

(a) —Vayp und Jx—p,
(b) =3z und Vz—ep,

(b) Vertauschung von gleichartigen Quantoren:

(a) VaVyp und YyVap,
(b) 3x3ye und JyTzep,

(¢) Verschmelzung von gleichen Quantoren:

(a) VaVzp und Ve,
(b) FzIzep und Jzyp,

(d) Distribution von Quantoren iiber Junktoren:

(a) (Vzp AVay) und V(e A ),
(b) (3ze V Jzyp) und Jz(p V ),

(e) (Harmloses) Erweitern des Wirkungsbereichs: falls x ¢ frei(¢):

(a) (Vzp A1) und V(e A ),

(b) (Vozp V1) und Va(p V ),
(¢) (Fzp A) und Jz(p A ),

(d) (Bze V) und Jz(p V),
(e) (¢ — Vayp) und Vz(y — ¢),
(f) (¢ — 3zp) und Jz(¢ — @),
g) (Vozp — ¢) und 3z(p — ¥),

) ( )

)
Jzp — ) und V(e — ),

Beweis: Durch nachrechnen. Wir priifen z.B. den letzten Fall, daf3

(Frny1p = ¥) & Vania(p — ¢)
allgemeingiiltig ist, wenn x ¢ frei(¢):

=—: Sei M eine Interpretation und [z1/aq,...,z,/a,] eine Belegung mit

ME Bzpiro — O)[x1/ar, ..., xn/an)]. (21)
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Um M = Veupi(e — ¥)[z1/a1, ..., Tn/an] zu zeigen, wihlen wir ein belie-
biges an+1 € M. Falls M W p[z1/a1,...,Tnt1/an+1], S0 ist nichts zu zei-
gen; also gelte auch M | ¢[z1/a1,...,Tnt1/an+1]. Insbesondere gilt dann

M E Jxpp10[r1/ar, ..., xn/ay], und mit (21) folgt M = Ylxi/aq,. .., 20/as),
was wegen Z,y1 ¢ frei(¢) und dem Koinzidenzlemma zu

M |: 7/1[131/@17 e 7xn+1/an+1]
dquivalent ist. Damit ist M = Va,41(p — ¥)[z1/a1, ..., 2,/ ay] gezeigt.

<: Sei M eine Interpretation und [z1/aq, ..., zn/a,] eine Belegung mit
M EVYz,1(p = )[z1/ar, ..., zn/an)]. (22)
Um M = (Bzpi1p — ¥)[x1/a1, ..., 2n/ay] zu zeigen, kénnen wir
ME Jzppi0[zi/ar, ... xn/an)
annehmen. Also gibt es ein a,+1 € M mit M | ¢[z1/a1,...,Tp+1/ant1]- Nach

(22) gilt dafiir auch M = 9[x1/a1, ..., Zni1/ant1], was wegen dem Koinzidenz-
lemma wieder dasselbe bedeutet wie

M ': ’lﬂ[.’L‘l/al, . ,xn/an].
Damit ist M = (Jzpt19 — ¥)[x1/a1,. .., xn/an] gezeigt. O

Beispiel 5.7 Man {iberlege sich, dafl folgende Formeln allgemeingiiltig sind,
aber die Umkehrungen nicht:

(a) JaVyp — VyIz

(b) (Voo VVay) — Va(p V)

(¢) 3x(p AY) — (e A 3x)

Wir wollen Lemma 5.6 dazu benutzen, um alle Quantoren in einer Formel ,,nach
vorne zu ziehen®, d.h. die allgemeingiiltigen Formeln wie

(Vo AVx)) « V(o A )

dazu benutzen, um Quantoren in Teilformeln durch Quantoren in umfassenden
Formeln zu ersetzen. Dabei stort aber die Nebenbedingung x ¢ frei(¢) in den
Aquivalenzen wie

(B = ) = Va(p — o).
Falls € frei(v) ist, ersetzt man die gebundene Variable z von Jz¢ durch eine
Variable y ¢ frei(y) U frei(y), und benutzt dann

Fy(p(z/y)) — ) < Yy(p(z/y) — ).

Genauer gesagt:
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Definition 5.8 Sei ¢ eine Formel, = eine Variable und s ein Term. Definiere
t(z/s) bzw. o(x/s), die Ersetzung der freien Vorkommen von x in t bzw. ¢
durch s, induktiv durch

sofs) = {3 MRIPT
f(tlv 7tnf)(x/5) = f(tl(x/s)v"'vtnf(z/s))v
P(ty,....ty,)(x/s) = P(ti(x/s),...,tnp(x/5)),
—p(x/s) = —(e(x/s)),
(eAD)(x/s) = (plx/s) Ni(x/s)),
Jzp, falls x = z,
o Fz(p(x/s)), falls x # z ¢ frei(s),
Fep(@fs) = Fu(p(z/v)(x/s)), falls z # z € frei(s),

und ebenso fiir Vzp (z/y).

Im letzten Fall wird zuerst in Jz¢ die gebundenen Variable z durch eine neue
(im jeweiligen Kontext noch nicht benutzte) Variable v ersetzt; das nennt man
auch gebundene Umbenennung.

Beispiel 5.9 Die Variablen z,y, z, v seine paarweise verschieden. Dann ist

B2((z<yve<z) = Vyly <z — 3 R(z,y,2)))(x/y)
= F((z<yvae<)(@/y) - Vyly <o — JvR(z,y,2))
= F((z<yvy<z) = Vyly <z — Ry, 2))(x/y)
2((z<yVy<z)—Vo(ly <z — Iz R(x,y,2))
(2 <yVy<z)—Vo(lv<z— Iz R(x,v,2))(x/y)))
= 3z((z<yVy <2) = V(v <a)(z/y) — Gz R(z,0,2))(2/y)))
= F((z<yVy<z) =Yl <y— JzR(z,0,2)))

z/y))

(y/v)(x/y)))

(
)
)
)

Durch gebundene Umbenennung erhélt man stets dquivalente Formeln:

Lemma 5.10 Falls y ¢ frei(y), so sind Jzp und Jy(p(x/y)) logisch dquilvalent,
ebenso Yz und Yy(p(z/y)).

Beweis: Ubung. |

Fiir die Ersetzung einer Variable durch einen Term kann man durch Induktion
iiber den Formelaufbau leicht zeigen:

Lemma 5.11 Fiir jede Formel ¢ und jeden Term s gilt:

ICIET0) AR 2 o
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Auch das Ersetzungslemma der Aussagenlogik setzt sich auf die Pridikatenlo-
gik fort. Sei ¢(t)1/12) die Formel, die durch Ersetzen (aller Vorkommen) der
Teilformel 11 durch 15 entsteht.

Lemma 5.12 (Ersetzungslemma) Sind ¢; und 5 logisch dquivalent, so ist ¢
zu (11 /12) logisch dquivalent.

Den Beweis lassen wir aus: da (bei jeder Interpretation und Belegung) der Wert
einer Formel nur von den Werten, aber nicht von der Gestalt der Teilformeln
abhéngt, ist es einleuchtend, dal man eine Teilformel durch eine &quivalente
Formel austauschen kann, ohne den Wert der gesamten Formel zu dndern.

Prianexe Normalform

Die am h&ufigsten benutzte Normalform besteht darin, alle Quantoren aus dem
Wirkungsbeich von Junktoren zu beseitigen, indem man den Wirkungsbereich
der Quantoren (scheinbar) erweitert:

Definition 5.13 Eine Formel ¢ ist in prdinexer Form, wenn es ein k € N,
Quantoren Q1,...,Qx € {V,3} und eine quantorenfreie Formel ¢ gibt, so dafl

=171 ... QrTi.

Eine prinexe Normalform wvon ¢ ist eine zu ¢ logisch dquivalente Formel in
pranexer Form.

Satz 5.14 Zu jeder Formel ¢ kann man eine prinexe Normalform (mit densel-
ben freien Variablen) angeben.

Beweis: durch Induktion {iber den Formelaufbau. Sei V:= 3 und 3 := V.

(a) ¢ ist atomar: Dann ist ¢ quantorenfrei, also selbst schon in préinexer Form.

(b) —¢: Sei N 1= Qqx1 ... Qrar1 eine prinexe Normalform von . Nach
dem Ersetzungslemma sind dann = und —(o"V) dquivalent. Mit Lemma
5.6 konnen wir die Quantoren aus dem Wirkungsbereich der Negation her-
ausziehen: =Qq 1 ... Qrapt ist Aquivalent zu Q,x1-QaTs ... Qrart), .. .,

und zu Q1 ... QLT Y. Da ) quantorenfrei ist, ist dies eine prénexe
Normalform (—¢)?M von —.

(¢) (p1 A p2): Seien
Qrrr ... Qrrryy und  Qri1Trrt - QremThim2

induktiv schon prinexe Normalformen oV und ol der direkten Teil-
formeln. Dabei konnen wir —nach gebundener Umbenennung— annehmen,
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dal die Mengen der gebundenen Variablen der Teilformeln zu einander
(und zu den freien Variablen) disjunkt sind. Durch Anwenden von Lemma
5.6 erhalten wir eine dquivalente Formel

Q171 - QT Qr+1Tk+41 - - - QktmThym (Y1 A P2),
die als (o1 A @2)PNE geeignet ist. Man beachte, daf wir die Quantoren

auch in jeder anderen Reihenfolge hitten vorziehen kénnen.

(d) (p1 — w2): Das geht wie im vorigen Fall, allerdings mit

Q11 .. Qi Qi 1ZTk+1 - - - QkmThgm (Y1 — V2),

d.h. die Quantoren @Q; der prinexen Normalform von ; miissen zu Q;
gedndert werden.

(e) Jzp: Dann ist Jz(p"NF') eine prinexe Normalform von Jxep.
Die Fiille (¢1 V p2) und Vze gehen analog. O

In vielen Féllen kann man einfachere Quantorenprifixe erreichen als im Beweis
angegeben, wenn man die anderen Teile von Lemma 5.6 ausnutzt, um Quantoren
von Teilformeln zusammenzufassen.

Beispiel 5.15 Sei z ¢ frei(¢s) und (einfachheitshalber) o1, @2, 3 quantoren-
frei. Dann ist

(Va1 A (Szpz — ¢3))
logisch #iquivalent zu (Vxpr A Va (w2 — @3)) und folglich auch zu

Va(e1 A (p2 — ¢3)).

Das Vorgehen aus dem Beweis nimmt eine gebundene Umbennennung vor und
erzeugt dann

VaVy(pr A (p2(x/y) — ¢3)),

also eine Formel mit zwei Quantoren im Prifix, statt wie oben mit nur einem.

Skolem’sche Normalform

Eine andere hiufig niitzliche Normalform besteht darin, Quantoren auf Kosten
neuer Funktionszeichen zu beseitigen.

Lemma 5.16 Sei Va;...Vr,3yp eine L-Formel mit frei(p) C {z1,..., 2k, y},
M eine L-Struktur, und f ein in L nicht vorkommendes k-stelliges Funktions-
zeichen. Dann sind dquivalent:

(a) M E V1 ... Vo, Jye.
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(b) Es gibt eine Funktion fM : M* — M mit
(M, fM) [ Voo (p(y/ f (21, )

Beweis: Fiir alle aq,...,a; € M gilt

(Man) ): Qp(f(xla'"axk)/y)[xl/ala""xk/ak]

nach Lemma 5.11 genau dann, wenn
M E oler/far,.. . zi/ar, y/ M a, . ar)].

(b) = (a): Zu allen ay,...,a; € M gilt nach der Annahme (b) und der obi-
gen Bemerkung M = ¢[z1 /a1, ..., 2k /ak,y/f(a1,. .., ax)], also insbesondere
M E Jyplxi/ar, ..., x/ak)-

(a) = (b): Nach der Annahme (a) gibt es zu jedem a1, ..., ar € M mindestens
ein b € M mit M |= ¢[z1/a1,...,xr/ak,y/b]. Wihle ein solches b und definiere
fM(ay,...,ax) :=b. Daman das fiir alle (ay, . .., ax) € M* machen kann, erhilt
man eine Funktion f™ : M* — M, die die Behauptung erfiillt. o

Bemerkung 5.17 Das zu Vz; ... VzJyp eingefithrte Funktionszeichen f bzw.
seine Interpretation f™ heifit Skolemfunktion, nach dem norwegischen Logiker
Thoralf Skolem. Es ist eine Auswahlfunktion, die zu jedem aq,...,ax € M ein
»Beispiel“ b mit M |= p[z1/a1, ..., x5/ /ak, y/b] auswihlt.

Satz 5.18 (Skolem’sche Normalform) Zu jeder L-Formel ¢(z1,..., z,) gibt es
Erweiterung L' = L U {f1,..., fr} um neue Funktionszeichen fi,..., f, und
eine quantorenfreie L’-Formel ¥(y1,...,Ym,21,---,2n), S0 da} ¢ genau dann
erfiillbar ist, wenn Yy; ... Vym (21, ..., 2,) erfiillbar ist.

Beweis: Nach Satz 5.14 kénnen wir annehmen, dafl ¢ eine Formel in prénexer
Form ist, ¢ = Q121 ...Qpxp ¢’ mit quantorenfreiem ¢'(z1,...,2Zp, 21,. .., 2n)
Sei r die Anzahl der 3-Quantoren unter @1, ...,Q,. Falls r = 0 ist, hat ¢ schon
die gewiinschte Form. Ist r > 0, so ist

=V .. VerIrr1QrioTrt2 ... QpTp 4

fiir ein k£ < p. Wihle ein neues k-stelliges Funktionszeichen f;. Nach dem vorigen
Lemma ist ¢ genau dann erfiillbar (durch ein M und ¢y, ...,¢, € M), wenn

Var .. Vg (Qrio@r2 - - Qptp @) (@rr1 [ f1(21, .. - 2y)

erfiillbar ist (durch ein M und ¢1,...,¢, € M und eine passende Funktion
). Diese Formel ist wieder in prinexer Normalform. Falls 7 — 1 > 0 ist,
beseitigt man die tibrigen 3-Quantoren unter Qx42,..., P, ebenso durch neue,
mindestens k-stellige Funktionszeichen fo, ..., f;. O
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Beispiel 5.19 (a) In N = (N, +,-,0,1) gilt Y23y (y = z-x). Die Skolemfunk-
tion dazu ist f(n) = n?.

(b) Das Aussonderungsaxiom der Mengenlehre (vgl. Beispiel 4.6) besagte, fiir
jede Formel (i, x, z),

YiVe JyVz(z €y — (z €z, x,z2))).

In diesem Fall gibt es (nach dem Extensionalitétsaxiom) nur eine passende
Menge y. Mit einer Skolemfunktion f hiefle das

Vi Ve Vz(z € f(d,z) < (z €z, x,z2))).
Statt f(i,x) schreibt man iiblicherweise {z | y € x A (U, x, 2) }.
Aus Satz 5.18 bekommt man zu ¢ eine Formel ohne 3-Quantoren, die genau
dann erfillbar ist, wenn ¢ erfiillbar ist. Will man eine Formel, die genau dann

allgemeingiiltig ist, wenn ¢ allgemeingiiltig ist, so wendet man den Satz auf —¢
an:

Beispiel 5.20 Sei ¢ = Jz1 ... 3z, Vyy. Dann ist
- =Vry ... Ve dy—
genau dann erfiillbar, wenn (mit neuem f)
Vay .. Ve (= (y/ f(z, ... 2x)))

oder, umgeformt,

=3z . Feg(O(y/ f(21, - 2k)))
erfiilllbar ist. Und das bedeutet:

© ist allgemeingiiltig
<= -~ ist unerfiillbar
<= Bs gibt kein M, fM: M* — M mit

(M, M) | 3 Ba((y/ f (e, 2))
—  dry...3xp(W(y/f(x1,...,21))) ist allgemeingiiltig.

Beachte, daf jetzt die V-Quantoren durch die Skolemfunktionen ersetzt werden!

Bemerkung 5.21 Man kann die Skolemfunktionen in gewissem Sinn gleich in
den Aufbau der Terme einbauen, wenn man die Terme und Formeln simultan
definiert. Dann fiigt man zu den Termen eine der folgenden Bedingungen hinzu:

(a) Ist ¢ ein Term, = eine Variable, und ¢ eine Formel, so ist (x¢ ein Term.

(b) Ist ¢ ein Term, x eine Variable, und ¢ eine Formel, so ist exy ein Term.

Man liest tzp als dasjenige Objekt x mit der Figenschaft ¢ und exy als (irgend)
ein Objekt © mit der Eigenschaft ¢. Dazu mufl man Axiome fordern, z.B.

Vi3 wp — p(z/wwg)) bzw. Vi(p(z/exp)).
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6 Lindenbaumalgebra und Termmodelle

Es kommt oft vor, dafl wir uns durch Beobachtung davon iiberzeugt haben,
daf eine gewisse Menge R von Aussagen wahr ist, eine andere Menge U von
Aussagen aber nicht, ohne daf wir verstehen, warum die Aussagen ¢ € R wahr,
aber die Aussagen ¢ € U falsch sind.

Um uns diesen Unterschied zu erkléren, stellen wir eine Theorie T" auf, d.h. wir
machen gewisse Annahmen (die vielleicht gar nicht direkt durch Beobachtung
gepriift werden konnen). Diese Theorie T erklirt den Unterschied zwischen R
und U, wenn

TEpfirallep e R und T W fir allep € U.

Es kann natiirlich viele verschieden Theorien T' geben, die den Unterschied zwi-
schen R und U in diesem Sinn erkldren. Unter ihnen wéhlen wir dann nach
anderen Kriterien aus; z.B. ist T := RU{—¢ | ¢ € U } nicht gerade erhellend.

Die wichtigste Frage, die man nach der Aufstellung einer Theorie 16sen muf,
ist: gibt es eine Interpretation dieser Theorie, oder hat sie keine Interpretation,
d.h. ist sie ,,ohne Bedeutung*, weil sie in sich widerspriichlich ist? Wenn es keine
Interpretation von T gibt, folgt ja jede Aussage aus T', insbesondere T' = RUU.

6.1 Die Lindenbaumalgebra einer Theorie

Betrachten wir das Problem, ob T {iberhaupt eine Interpretation hat, fiir den
einfachsten Fall, wo T' eine Menge von Sitzen der Aussagenlogik ist.

Beispiel 6.1 Sei T = {A; —< A;13 | i € N}. Eine Interpretation ist eine
Belegung der Aussagenvariablen, bei der alle Aussagen von 7" wahr sind. Da T'
unendlich ist und unendlich viele Variablen hat, kénnen wir nicht einfach eine
Tabelle aller moglichen Belegungen aufstellen. Trotzdem ist klar, dafl es nicht
viele verschiedene Interpretationen A von T' geben kann, denn es muf} gelten:

h(Al) = h(A4) = h(A7) = S {0, 1}
h(Ag) = h(A5) = h(Ag) = S {0, 1}
h(As) = h(Ag) = h(Ag) = - - €{0,1}

Die Theorie erzwingt, dafl viele der Aussagenvariablen als ,,im Wesentlichen die-
selbe Aussage® behandelt werden. In diesem Sinne haben wir nur 3 verschieden
Grundaussagen A;, As, Az (und natiirlich aussagenlogische Kombinationen da-
von) und erhalten so doch einen Uberblick iiber alle méglichen Interpretationen:
es gibt hochstens 23 verschiedene Interpretationen h von 7.

Definition 6.2 Sei Fml die Menge der aussagenlogischen Formeln und 7" C
Fml eine aussagenlogische Theorie. Definiere fiir aussagenlogische Formeln ¢
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und v die Relation

QDETw = T):(QOH’(/}%
lr = {vle=rv}

Definition 6.3 Die Lindenbaum-Algebra von T ist die Algebra

Lr = (Fml/=7,+,-, ,0,1)

mit den Operationen

= [A1 A Ay, el + [lr = [pVY]r,
1 = [A V-4, (el - [Wlr = [ A¢lr,
[elr = [=g]r.

Die Operationen der Lindenbaum-Algebra sind wohldefiniert: sind etwa [¢]r =
[¢']7 und [¢]7 = [¢']7, so ist

TE(@VY) (¢ Vvy),

wie man sich leicht tiberlegt, und daher auch [¢ V ¢]p = [¢' V ¢/|p; also ist +
wohldefiniert. Ebenso fiir die anderen Operationen.

Proposition 6.4 Die Lindenbaumalgebra einer Theorie 7" ist eine Boole’sche
Algebra.

Beweis: Man zeigt, dal die Axiome erfiillt sind. Beispielsweise sind + und -
idempotent, da

TE@Ap) e, und TE(@@EVe) <p

gelten. Beachte, dafl [p]r = 1 fiir jedes ¢ € T gilt, denn fiir solche ¢ ist ja
T | ¢, also auch T = ¢ < (A1 V-A;). Fiir alle von T widerlegbaren Aussagen
@, d.h. fiir alle ¢ mit T = —p, ist andererseits [p]r = 0. a

Natiirlich gilt im allgemeinen nicht fiir jedes ¢ eine der beiden Behauptungen
T | ¢ oder T = —p. Daher hat L1 im allgemeinen mehr als 2 Elemente. Wir
haben frither gesehen, wie man eine Boole’schen Algebra homomorph auf die
Algebra B abbilden kann. Die Homomorphismen von A : Lr — B sind gerade
die Belegungen der Aussagenvariablen, die T erfiillen.

Im obigen Beispiel hat L7 neben [A;]r, [A2]r und [As]r noch Elemente wie
[A1 A Ay A As], [A1 A Ay A —A3) usw., und man erhiilt L = 28.
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6.2 Herbrand-Modelle

Aus der Skolem-Normalform kann man einige wichtige Folgerungen ziehen.”

In diesem Abschnitt sei L ein abzihlbares Vokabular von Funktions- und Rela-
tionszeichen, das mindestens ein O-stelliges Funktionszeichen c enthilt.

Definition 6.5 Ein L-Term t bzw. eine L-Formel ¢ heifit geschlossen, wenn
frei(t) = 0 bzw. frei(p) = (. Das Herbrand- Universum H (L) ist die Menge aller
geschlossenen L-Terme.

Eine Herbrand-Struktur ist eine Struktur H = (H, f™, PH)fan(L),PEPT(L) mit
H = H(L) und
it tay) = f(t,. o t,),  PTECH™ (23)

fiir jedes Funktionszeichen f € Fn(L) und jedes Prédikatszeichen P € Pr(L).
Ein Herbrand-Modell einer L-Theorie T ist eine Herbrandstruktur H mit H = T

Satz 6.6 Sei ¥ = Vzi...Vx,p eine L-Aussage in Skolem’scher Normalform
und ohne Gleichheitszeichen. Die Aussage P ist genau dann erfiillbar, wenn ¢
ein Herbrand-Modell hat.

Beweis: Wir kénnen annehmen, daf§ L aus ¢ und den in ¢ vorkommenden
Symbolen besteht.

=-: Sei A ein Modell von ¢. Falls die Konstante ¢ in A nicht interpretiert ist
(wenn ¢ nicht in ¢ vorkommt), wihle ein Element a € A und setze ¢ := a.

Dann gibt es zu jedem ¢ € H(L) ein Element [[1?]]“94 € A, das nicht von der

Belegung g abhéngt, da t keine freien Varablen hat; wir schreiben daher [[t]]A.

Die Funktionszeichen sind auf H (L) schon durch (23) festgelegt. Die Préadikats-
zeichen interpretieren wir wie folgt:

P = {(t1,...,tnp) | t1,.. s tnp € H(L), A= P(t1,...,tn.)} (24)

Durch Induktion {iber den Formelaufbau zeigen wir:

Beh.: Ist i eine L-Aussage in Skolem’scher Normalform, so gilt
Av = HEW.
Beweis: Fiir atomare Aussagen haben wir sogar
Al P(ty, ... thp) <= HEP({1,... twp).

Das iibertrigt sich durch Induktion auf alle quantorenfreien Aussagen.

"Dieser Abschnitt folgt eng dem Buch von U.Schoning [9]
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Sei nun ¢ eine Aussage der Form Vi)', mit A = ¢. Dann gilt A | ¢'[z/q]
fiir jedes a € A, insbesondere also fiir jedes a = [[t]]A mit t € H(L). Wegen
[« ]]A[x / [[t]]A] = [¢'[z/t]]"* haben wir nach der Induktionsvoraussetzung schon

AR/t = HEY [/,

zusammen also H = ¢'[z/t] und wegen [¢/[z/t]]" = ['] [=/[t]"] auch H |=
¢'[x/[t]™]. Da das fiir alle t € H(L) gilt, ist H |= Vay'.

<: Sei H ein Herbrand-Modell von ¢. Dann wird ¢ von H erfiillt. |

Bemerkung 6.7 Enthilt die Sprache das Gleichheitszeichen, so haben wir bei
den Gleichungen nur

AEs=t « HEs=t,

was fiir den obigen Beweis nicht ausreicht. Man kann aber auf H (L) eine Aqui-
valenzrelation

~ac={(s,t) | s,t€e HL),AEs=t},
einfithren und dann statt der Terme ¢ € H(L) die Aquivalenzklassen
t/~pa={s€H(L)| s~at}
als Objekte verwenden. Statt H benutzt man dann die Quotientenstruktur

H/~a = (H(L)/~ a4, fr/~a, PH/NA)fan(L),PEPr(L); mit

H(L)/~a:=A{t/~a | t € H(L)},
St fvn, oty [~a) = ft, o tng) [ ~a,
PRI~a = {(t1/~a, sty [~a) |t te, € H(L), AE Pty ... ta,) }-
Man zeigt leicht, dal H/~ 4 wohldefiniert ist (d.h. die Werte nicht von der Wahl
der Représentanten ¢; von t;/~ 4 abhéngen), und daf

AEs=t & H/~akEs=t.

Der Rest des Beweises geht dann wie oben, nur mit H/~ 4 statt H.

Man kann Satz 6.6 statt mit einer Aussage P auch mit einer abzéihlbaren Menge
solcher Aussagen (in Skolem-Normalform) fiihren.

Korollar 6.8 (Satz von Lowenheim und Skolem) Sei T eine (erststufige) Theo-
rie in einer Sprache mit hochstens abzidhlbarem Vokabular. Dann hat T' genau
dann ein Modell A, wenn T ein hochstens abzidhlbares Modell H hat.
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Beweis: Da das Vokabular von T" abzahlbar ist, gibt es von jeder Lénge n nur
abzéhlbar viele verschiedene Aussagen, so dafl auch T abzéhlbar ist. Betrachte
die Skolem-Normalform

TSNF 2:{@SNF | (PET}

von T. Beim Ubergang zu TV werden héchstens abzihlbar viele Skolemfunk-
tionen eingefiihrt, so dal auch die Sprache L von TN abzihlbar ist. Also ist
(nach einer Verallgemeinerung von Satz 5.18) TN genau dann erfiillbar, wenn
T erfiillbar ist. Ist A = TNF | so ist die oben konstruierte Herbrand-Struktur H
(bzw. H/~4) ein hochstens abzihlbares Modell von TV da es nur abzihlbar
viele L-Terme gibt.

Aus jedem abzihlbaren Modell von TSNF erhalten wir ein abzéhlbares Modell

von T (bzw. umgekehrt), indem wir die Interpretation der Skolemfunktionen
weglassen (bzw. einfithren). |

Die Erfiillbarkeit einer Theorie T' in der Pradikatenlogik erster Stufe kann man
nun auf die Erfiillbarkeit in der Aussagenlogik zuriickfithren. Wir machen es
wieder nur fiir eine einzelne Aussage.

Definition 6.9 Sei ¢(z1,...,z,) eine quantorenfreie L-Aussage. Die Herbrand-
FEzxpansion von @ ist

E(o) :={olz1/t1,...,xn/tn] | t1,...,tn € H(L) }.

Satz 6.10 (Godel,Herbrand,Skolem) Eine Aussage V1 . .. V2, ¢ in Skolem’scher
Normalform ist genau dann erfiillbar, wenn die Menge E(y) (aussagenlogisch)
erfiillbar ist.

Beweis: Es geniigt, Herbrand-Modelle von Vz; ...Vx,p zu suchen. Fiir jede
Herbrand-Struktur H gilt aber:

HEVz .. Ye,p
— firalle ty,....t, € H{L): HE oz /] 20/ [ta] ]
<« firallety,...,t, € H(L) : H = (plz1/t1,...2n/tn])
<~ HEE(p).

0O
Die atomaren Teilaussagen von Aussagen in E(p) haben die Form P(tq,...,tn,)
und stehen iiber die Terme in Beziehung zu einander, aber fiir die Erfiillbarkeit

kann man jedes P(t1,...,t,,) als eine Aussagenvariable verstehen.

Die Erfiillbarkeit einer unendlichen Menge kann auf die Erfiillbarkeit ihrer end-
lichen Teilmengen zuriickgefiithrt werden:
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Satz 6.11 (Endlichkeitssatz der Aussagenlogik) Eine Menge T' von aussagenlo-
gischen Formeln ist genau dann erfiillbar, wenn alle ihre endlichen Teilmengen
erfiillbar sind.

Beweis: =: Ist g eine Belegung, die T erfiillt, so erfiillt sie auch alle endlichen
Teilmengen von T'.

<: Sei p1,po, . .. eine Aufzdhlung aller Aussagevariablen und
T,:={weT| Var(p) C{p1,...,0n} }
Es gibt nur 2" viele Belegungen der p1, . . ., pp, also nur 22" viele Wahrheitstafeln

PPl @
91 V1 6{0,1}

gon Von € {0, 1}

bzw. nicht-dquivalente Formeln @1, . .., pq92n € T;,, obwohl es natiirlich unendlich
viele verschiedene Formeln in 7,, gibt. Daher ist jedes ¢ € T, zu einer Formel
aus E, :={¢1,...,p92n } C T, logisch dquivalent. Jede Belegung, die E,, erfiillt,
erfiillt daher auch T,,. Nach Voraussetzung gibt es eine Belegung h,,, die E,, und
daher T,, D T,,_1 D T} erfiillt.

Definiere nun Belegungen g,, und schliellich eine Belegung g wie folgt:

go(p;) = 0 fiir alle j,
gn(ps), falls j <mn,
gn1(p J ) = L, falls j = n und h;(p,) = 1 fiir unendlich viele 4,
0, sonst, fiir j > n,
9(pj) = gj+1(p;) fir alle j.

Beachte, dafl bei der Definition von g,41 hochstens an dem Argument p,, ein
Unterschied (von 0 zu 1) gegeniiber g,, entsteht, und daf

9n(0j) < gnt1(pj) <1

Beh.: Die Belegung ¢ erfiillt T'.

Bew.: Sei ¢ € T, etwa ¢ = ¢(p1,...,Pm) € Tm. Da h,, die Menge T}, D T),—1 D
... D Ty erfiillt, erfiillt jedes h,, mit n > m die Formel ¢. Nach Definition von
Gn ist

gn(Ps) = 9(pj) = hn(p;) fir 1 <j<m <n,

also erfiillt auch g die Formel ¢. m|

Als Folgerung aus den letzten beiden Sétzen ergibt sich:
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Satz 6.12 (Satz von Herbrand) Eine Aussage Vzi...Vz,p in Skolem’scher
Normalform ist genau dann unerfiillbar, wenn eine endliche Teilmenge von E(p)
unerfiillbar ist.

Korollar 6.13 Die Menge der allgemeingiiltigen priadikatenlogischen Aussagen
ist semi-entscheidbar, d.h. es gibt ein Verfahren, daf fiir jede allgemeingiiltige
Aussage ¢ nach endlich vielen Schritten erkennt, dafl ¢ allgemeingiiltig ist.

Beweis: Eine Aussage ¢ ist genau dann allgemeingiiltig, wenn —¢ unerfiillbar
ist. Bilde also die Skolem’sche Normalform (—p)NF =Vz; ...Vx,1) zu ¢ und
teste, ob sie unerfiillbar ist. Ist ¢ unerfiillbar, so ist auch E(¢) unerfiillbar, und
nach Satz 6.12 muf} es eine endliche Teilmenge E C E(1) geben, die unerfiillbar
ist. Fiir jedes F kann die (Un)Erfillbarkeit getestet werden, indem man alle
Belegungen der endlich vielen atomaren Aussagen aus E durchspielt. Man muf}
also nur systematisch alle endlichen Teilmengen E C FE(v) durchsuchen, bis
man eine unerfiillbare gefunden hat. a

Wenn man aber mit einer nicht allgemeingiiltigen Aussage ¢ beginnt, hat E(v)
keine unerfiillbare endliche Teilmenge, und die Suche danach kommt nicht zu
einem Ende. Falls man also nicht weif}, ob ¢ allgemeingiiltig ist, kann man es
mit dem Verfahren i.a. auch nicht entscheiden: es kann sein, dafl das Verfahren
nicht terminiert.

Man kann beweisen:

Satz 6.14 Die Menge der allgemeingiiltigen Aussagen der Pradikatenlogik ist
unentscheidbar, d.h. es gibt kein Verfahren, mit denen in endlich vielen Schritten
von jeder Aussage ¢ festgestellt werden kann, ob ¢ allgemeingiiltig ist.
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7 Pradikatenlogik hoherer Stufe und Typentheorie

Aristoteles hatte in seiner Schrift {iber die Kategorien die sprachlichen Aus-
driicke in zehn Ausdrucksklassen oder eben syntaktische Kategorien eingeteilt,
mit denen , Seiendes“ aus entsprechenden (disjunkten) Bereichen oder semanti-
schen Kategorien bezeichnet wird. Die Unterscheidung zwischen einem sprach-
lichem Ausdruck und seinem Wert oder seiner Bedeutung ist bei Aristotels zwar
nicht sehr klar, aber er unterscheidet sehr deutlich zwischen Ausdriicken bzw.
Objekten erster und zweiter Stufe: Objekte erster Stufe (gr.: protai ousiai) sind
die, die nicht als Pridikat, sondern nur als nur als Subjekt (oder eben: Objekt)
von Aussagen auftreten, wihrend Objekte zweiter Stufe (gr.: deuterai ousiai)
auch als Pradikate auftreten.

Diese Unterscheidung hat sich bis heute erhalten: in der Prédikatenlogik erster
Stufe wird nur dber Individuen gesprochen und quantifiziert, aber natiirlich mit
Relationen und Funktionen. In der Pradikatenlogik zweiter Stufe wird auch tiber
Relationen und Funktionen gesprochen und quantifiziert, z.B. in ,,Es gibt keine
transitiven Relationen, die auch injektive Funktionen sind“.

7.1 Erweiterungen der Pradikatenlogik erster Stufe

Die bisher behandelte Pridikatenlogik erster Stufe ist in mancher Hinsicht nicht
ausreichend, auch wenn schon dafiir die Allgemeingiiltigkeit von Formeln nicht
entscheidbar ist. Wir skizzieren kurz zwei Erweiterungen der Préadikatenlogik
erster Stufe (auch FO = first order logic genannt).

Priadikatenlogik mit verallgemeinerten Quantoren

Die meisten Erweiterungen sind Erweiterungen um zusétzliche Quantoren. Ein
neuer Quantor @) hat eine feste Stelligkeit und erlaubt die Bildung neuer Formeln
Qx(p1, ..., ¢n)(y) aus Formeln ¢;(z, 7). Eine L(Q)-Struktur A mufl neben dem
Individuenbereich A einen Bereich Q“* angeben, soda man die Bedeutung durch

e A A
A Qu(pr, ... on)l@/dl - = (lealiz/ap - lonliz/a) € Q*
definieren kann, wobei

[oidiz/m ={be A | AL @il#/d,z/b]}.

Beispiel 7.1 Ein Beispiel fiir einen zweistelligen Quantor, den man in der
Pradikatenlogik nicht ausdriicken kann, ist

Iz (p, ) := die durch ¢ und ¢ definierten Mengen sind gleich mdchtig.
Seine Bedeutung ist gegeben durch
I*:={(B,C) | B,C C AN es gibt eine bijektive Funktion f : B — C'}.
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Beispiel 7.2 Erweitert man die Sprache L um den Quantor 32" mit der Be-
deutung 32" 2 = Es gibt mindestens n Objekte mit der Eigenschaft o, so hat
eine L(3=")-Struktur die Form

A=(A,(3FZMA ) mit (3Z)A .= {B | BCA,|B|>n).

Da man die durch 32"z ¢ ausgedriickte Bedingung durch

Jzq ... Hxn(/\ x; # xj ANo(z/x;))
i#]
schon in der Pradikatenlogik erster Stufte ausdriicken kann, betrachtet man

3272 ¢ normalerweise als Abkiirzung fiir diese Formel. Selbst wenn man alle
Quantoren 32" hinzufiigt, kann man die Bedingung

3<%y := die durch ¢ definierte Menge ist endlich

nicht ausdriicken, da man dazu die unendliche Disjunktion

\/ Isng %)

neN

briuchte. (Unendlichen Disjunktionen und Konjunktionen erlaubt man in der
sogenannten infinitiren Logik.)

Pridikatenlogik mit Transitiver Hiille: FO(TC)

Ein Spezialfall der Endlichkeit wird oft gebraucht, wenn man es mit Graphen
(zweistelligen Relationen) zu tun hat. dann méchte man z.B. die Eigenschaft
formulieren kénnen, dafl zwei Punkte x,y durch einen endlich langen Weg mit-
einander verbunden sind. Ist E(xz,y) die Kantenrelation, so braucht man

Et(x,y) = \/ g .. Fzp(z =21 AE(z1,22) A oo oA E (X1, 20) ATy = y)
neN

Die durch E+ beschriebene Relation ist die transitive Hiille der durch E be-
schriebenen Relation, und wird auch mit TC(E) bezeichnet.

Allgemeiner ist FO(T'C) die Erweiterung der erststufigen Pridikatenlogik, in der
zu jeder Formel (%, 7, Z) mit || = |y] auch (TC(Z,§)p)(Z, 7, Z) eine Formel
ist, deren Bedeutung durch

A= (TC(Z,§)p)[F/a,5/b,2/8) : <=

-

(@, b) liegt in der transitiven Hiille der Relation
{(a,b) | Al elZ/a,y/b, 7/}

festgelegt ist.
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7.2 Pradikatenlogik zweiter Stufe

In der Préadikatenlogik zweiter Stufe erlaubt man neben den Individuenvariablen
auch Relationsvariable und beim Formelaufbau noch

(a) Ist X eine n-stellige Relationsvariable und sind ¢4, . . ., t,, Individuenterme,
so ist X (t1,...,t,) eine (atomare) Formel.

(b) Ist ¢ eine Formel und X eine Relationsvariable, so sind 3X ¢ und VX¢
Formeln.

Die Stelligkeit n einer Relatiosvariablen X wird oft durch die Schreibweise X (")
angedeutet. Neue Formeln P(X,Y, ..., z,y,...) mit Konstanten P fiir bestimm-
te Beziehungen zwischen Relationen und Individuen erlaubt man normalerweise
nicht, da die meisten interessanten Beziehungen zwischen Relationen sich durch
die erlaubten Formeln schon ausdriicken lassen.

Definition 7.3 Eine zweitstufige Belegung iiber A = (A, RA, ..., fA,...) ist ei-
ne Abbildung g, die jeder Individuenvariablen z ein Element g(x) € A und jeder
n-stelligen Relationsvariablen X eine n-stellige Relation g(X) C A™ zwischen
Individuen zuordnet. Der Wert der neuen Formeln ist gegeben durch:

[EX(n)Sﬁ]]A — { 1, falls [[@];L‘[X/R] =1 fiir eine Relation R C A™,
9 0, sonst

und entsprechend fiir VX . Eine (volle) zweitstufige L-Struktur ist eine erstufige
L-Struktur A, bei der die n-stelligen Relationsvariablen iiber den Bereich 24"
aller n-stelligen Relationen iiber dem Individuenbereich A laufen.

Beispiel 7.4 Die Bedingung ,, X ist eine einstellige Funktion“ kann durch die
folgende Formel fun(X) ausgedriickt werden:

Vady X (2, y) AVaVy Yy (X (2, y1) A X(2,92) — y1 = y2)

Durch fun(X) wird aber nur gesagt, daff X der Graph {{(z,y) | y = f(x)}
irgend einer Funktion f ist; wir haben fiir dieses f i.a. keinen Namen und kénnen
es nicht in Individuentermen verwenden.

Beispiel 7.5 In der Aussage ,Jede totale zweistellige Relation umfafit eine
Funktion® wird tiber Relationen quantifiziert; man kann sie in der Pradika-
tenlogik zweiter Stufe ausdriicken durch

VXD (VzIyX (z,y) — YD (Y C X A fun(Y))),

wobei fun(Y') wie im vorigen Beispiel und Y C X wie iiblich formuliert wird.
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Funktionsquantoren

Man betrachtet im allgemeinen keine Funktionsquantoren, da man n-stellige
Funktionen als n + 1-stellige Relationen auffassen und alle Formeln mit Funkti-
onsvariablen in Formeln mit Relationsvariablen iibersetzen kann.

Beispiel 7.6 (Endlichkeitsdefinitionen) Mit Hilfe von Quantoren iiber Funk-
tionen kann man die Endlichkeit einer Menge ausdriicken: X ist endlich, wenn
es keine injektive Funktion f : X — X gibt, die nicht surjektiv ist:

I+ X = X AVavy(f(z) = fly) = = =y) AIyVa(y # f(z)) (25)
Dabei ist f : X — X wie in der Mengenlehre definiert, d.h. durch
Vo e X 37y (x,y) € f.

Hier wird natiirlich vorausgesetzt, dafl die Quantoren iiber alle mengentheore-
tisch erlaubten Funktionen laufen.

¢

Beispiel 7.7 Die Aussage ,Es gibt beliebig stark wachsende Funktionen® auf

den natiirlichen Zahlen lafit sich durch
Vfdg f<g mit f < g:=3InVm >n f(m)-2 < g(m)

mit Quantoren iiber Funktionen formulieren.

Beispiel 7.8 (Selektionsaxiome) Es ist oft niitzlich, nicht nur zu fordern, dafl
zu gegebenen Individuen andere existieren, die zu ihnen in bestimmter Relation
stehen, sondern mehr zu verlangen: dafl man eines dieser Individuen durch in
Abhéngigkeit der gegebenen Individuen durch eine Funktion wihlen kann:

Yoy .. Ve, ye — IfVer . Ve, o(y/f(z1,...,20))

Zum Beispiel wird man in R statt Vady (x = y - y) oft ein solches y durch eine
Funktion auswiéihlen, némlich nicht die nicht-negative Wurzel von z, f(z) := /.
Meist fordert man nicht nur 3fVz(x = f(x) - f(z)), sondern will sogar einen
bestimmten Namen dieser Funktion haben, hier also Vz(z = /z-+/z). Dies sind
die frither betrachteten Skolemfunktionen.

Manche Eigenschaften der Pradikatenlogik erster Stufe gelten fiir die zweite
Stufe nicht mehr. Dazu gehort der Endlichkeitssatz:

Proposition 7.9 Nicht jede zweitstufige Aussagenmenge 7', deren endliche Teil-
mengen alle erfiillbar sind, ist erfiillbar durch eine volle zweitstufige Struktur.
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Beweis: Betrachte die Aussagenmenge T := {@enar} U{ ¥>n | n € N}, wobei

n
P>p = dzy - -3z, VY \/ Y =Tn

i=1
und @enq; die fir X = {z | « = 2z} formulierte zweitstufige Aussage (25)
ist, die genau dann gilt, wenn der Individuenbereich endlich ist. Jede endliche
Teilmenge von T ist erfiillbar, aber T selbst nicht: sonst gébe es ein Modell
A, dessen Individuenbereich einerseits endlich wire und andererseits fiir jedes
n € N mehr als n Elemente hitte. |

Auch der Vollstédndigkeitssatz gilt fiir die Pradikatenlogik zweiter Stufe nicht:

Satz 7.10 Es gibt kein endliches System von Axiomen und Beweisregeln, so
daB fiir jede zweitstufige Theorie T und Aussage ¢ dquivalent sind:

(a) T | ¢, d.h. jede zweitstufige Struktur A, die T erfiillt, erfiillt auch ¢,

(b) Tk ¢, d.h. es gibt einen mit den Beweisregeln und den Aussagen aus T
aufgebauten Beweis von .

Beweis: (Skizze) Sei T := { >, | n € N} mit den Aussagen >, und ¢ :=
Yendi aus dem vorigen Beweis. Jedes Modell A von T ist unendlich und erfiillt
daher die zweitstufige Aussage —; daher gilt T | —p. Mit (a) = (b) folgt
T F =y, d.h. es gibt einen Beweis von ¢ aus T'. Da Beweise endlich sind, werden
darin nur endlich viele Aussagen von T benutzt, und daher wire auch E + —¢
fiir ein endliches E C T'. Wegen (b) = (a) wire E = —p. Dies wiederspricht der
Erfiilllbarkeit von E U {¢} durch eine hinreichend grofie endliche Struktur. O

Priadikatenlogik der schwachen zweite Stufe

In dieser Version der zweitstufigen Logik bleibt die Syntax unveréindert, aber
die Relationsquantoren werden anders interpretiert, ndmlich nur durch endliche
Relationen der jeweiligen Stelligkeit.

Priadikatenlogik der monadischen zweiten Stufe

In dieser Version der zweitstufigen Logik wird die Syntax eingeschrinkt: alle
zweitstufigen Relationsvariablen sind einstellig, d.h. Variablen laufen nur iiber
die Teil-Mengen des Individuenbereichs.

Beispiel 7.11 (Charakterisierung der natiirlichen Zahlen) Die Menge der na-
tiirlichen Zahlen ist die kleinste Menge, die die 0 enthélt und mit jedem Element
n auch dessen Nachfolger, s(n). Durch die (monadisch) zweitstufige Formel

p(X,2) = VX([X(0) AVn(X(n) — X(s(n)))] — X(2))
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kann man ausdriicken, dafl ein Element x in allen Mengen liegt, die 0 enthalten
und unter s abgeschlossen sind. Die (zu Vap dquivalente) Formel

P(X) = [X(0) AVn(X (n) — X(s(n)))] = Vn X (n)

ist ein Induktionsaxiom fiir X: sie driickt aus, da} X schon alle Individuen
enthélt, wenn sie die 0 enthélt und unter s abgeschlossen ist. Wenn also A =
(A, s4,04) eine Struktur ist, in der die Aussage

V(0 # s(x)) AVaVy(s(x) = s(y) — x = y) AVap

gilt, dann ist A isomorph zu den natiirlchen Zahlen: die Abbildung f(n) :=
sA" (04) ist eine bijektive Abbildung von N auf A, die 0V in 04 und sV in sA
iiberfiihrt.

Beispiel 7.12 (Prinzip der kleinsten Zahl) Die Induktionsaxiome kann man
(mit Hilfe der Anordnung) auch anders formulieren: jede nicht leere Menge
enthélt ein kleinstes Element.

VX(X#A0—->FeXVy<zyd¢X).

Beispiel 7.13 (Gleichheitsdefinition) Zwei Individuen unterscheiden sich durch
ihre Eigenschaften. Daher kann man die Gleichheit von Individuen in der mo-
nadischen zweiten Stufe definieren:

VaVy(z =y < VX (X(2) < X(y)). (26)

Zwei Objekte sind demnach gleich, wenn sie dieselben Eigenschaften haben.

Eine der Eigenschaften X, durch die sich die Objekte a # b unterscheiden, ist
ja X = {a}. Allerdings wird durch (26) die Bedeutung von = wegen

X() <= {a}(b) <= be{a} < b=a

letztlich doch auf den (im Extensionalititsaxiom der Mengen schon vorausge-
setzen) Begriff der Gleichheit von Individuen zuriickgefithrt. Immerhin braucht
man aber das Gleichheitssymbol = in der monadischen zweiten Stufe eigentlich
nicht.

7.3 Die Hierarchie der einfachen Typen

Im Mengenuniversum V = (V, €, () haben wir nur eine Art von Objekten, die
Mengen. (Manchmal erlaubt man eine zweite Art von Objekten, die ,,Urelemen-
te*, die als Elemente in Mengen erlaubt sind, aber selbst keine Mengen sind.)

In einer Peirce’schen Algebra P = (R, B, :, ¢) hat man zwei Arten von Objekten,
die ,,Relationen“ r € R der Relationenalgebra R und die ,Mengen“ b € B der
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Boole’schen Algebra B. Im allgemeinen reicht es nicht, endlich viele Sorten von
Objekten und entsprechende Variablen zu unterscheiden.

Um etwa zwischen einfacheren und komplizierteren Mengen zu unterscheiden,
ziahlt man, wie viele Anwendungen der Potenzmengenbildung man braucht,
um die jeweiligen Mengen zu konstruieren. Mengen und Relationen iiber ei-
ner Grundmenge gelten als Objekte zweiter Stufe, Mengen und Relationen von
Objekten hochstens zweiter Stufe gelten als Objekte dritter Stufe. In der Pro-
grammierung beginnt man ebenfalls zuerst mit einfachen Objekten wie Zahlen
und Boole’schen Werten, definiert dann Listen und Felder solcher Objekte, oder
Funktionen, die auf solche Objekte anwendbar sind, und anschliefend wieder Li-
sten der neuartigen Objekte oder Funktionen, die auf die fritheren Funktionen
anwendbar sind. So werden stets neue Arten von Objekten aus schon vorhan-
denen aufgebaut.

Wir betrachten nun eine Theorie, in der man unendlich viele Arten oder Ty-
pen von Objekten (d.h. semantische Kategorien) unterscheidet und sytematisch
aus Grundtypen aufbaut. Fiir jede Art gibt es eine eigene Art von sprachlichen
Ausdriicken (d.h. syntaktischen Kategorien), mit denen Objekte dieser Art be-
zeichnet werden kénnen.

Definition 7.14 Grundtypen ¢ und einfache Typen o, T sind geméaf folgender
Grammatik aufgebaut:

L (Individuen)
(Wahrheitswerte)

(weitere Grundtypen)

Rl

(0 =) (Funktionen)
(o xT) (Paare)
(
(

O_*

weitere Typen)

Mit Typ bezeichnen wir im Folgenden die Menge der einfachen Typen.

Definition 7.15 Die Sprache L7y, besteht aus den Termen vom Typ T, fiir
jedes T € Typ, die wie folgt aufgebaut sind:

(a) Jede Konstante ¢ : 7 und jede Variable 27 ist ein Term vom Typ 7.

(b) Ist s ein Term vom Typ o und ¢ ein Term vom Typ (o0 — 7), so ist ¢(s)
ein Term vom Typ 7.

(c) Ist 27 eine Variable und ¢ ein Term vom Typ 7, so ist Az?¢ ein Term vom
Typ (0 — 7).

Terme vom Typ t heiflen Formeln und werden mit ¢, ¥ bezeichnet, Terme vom
Typ e heilen Individuenterme. Die freien Variablen eines Terms werden definiert
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iiber

frei(z” : 1) :={a"},  frei(Ax%¢) = frei(t) \ {z°},
frei(c:7m):=0  frei(t(s)) := frei(t) U frei(s)

Wir schreiben ¢ : 7 statt ¢ ist ein Term vom Typ 7“. Wir nehmen an, daf§ x
stéirker bindet als — und schreiben also o x 7 — p statt ((o x 7) — 0).

Wir nehmen weiter an, daf es (mindestens) folgende Konstanten ¢ : 7 gibt:

it —t

Vi(txt)—t I (r—t) >t
AN:(txt)—t VT i(t—t) =t
nil” : 7" cons” : T X TF = T*
TL:0XT—0 (yiog—=(T—0oxT),
Mo 10 XT—T

Fiir diese Konstanten wird die iibliche Schreibweise benutzt, z.B.

(p A1) statt  Ap, ),

YV statt V7 (AxT¢p),
(s,t) statt () (s)(t),
tl statt nil

[t1,t2,t3] statt cons(ti, cons(ta,cons(ts,nil))).

Definition 7.16 Eine Typenstruktur oder eine L gy,-Struktur
D= (DTa CD)TE Typ

besteht aus einer Menge D, # () fiir jedes 7 € Typ und einem Element c? € D,
fiir jede Konstante ¢ : 7, so dafl folgende Bedingungen gelten:

(@) Do—r C{f | f:Ds — D},
(b) Doxr =Dy x Dy ={{a,b) | a € Dy,b€ D, },
(¢) D« =Df={{a1,...,an) | n€N,a1 € D+,...,a, € D, },

(d) I7(f) := {1, falls f(a) = 1 fiir ein a € D,

0 sonst

1, falls f(a) =1 fiir alle a € D,,
0 somnst

&) v (f)={
und entsprechend fiir die iibrigen Konstanten, z.B.

(f) (cons™)P(ay, {az,...,a,)) = (a1, as,...,a,),
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(g) 77 ({a,b)) = b.

Eine Belegung iiber der Typenstruktur D ist eine Abbildung

g: Var — U D,

T€ Typ

die jeder Variable x : 7 ein Objekt g(x : 7) € D, des entsprechenden Bereichs
zuordnet. Der Wert [[t]]gD des Terms ¢ bei der Belegung g iiber D ist das wie
folgt definierte Element von D :

[[c]]gD = P
[+7], = g(aT).
[ts)]y = 15 ([s13),
[[)\Jc“t]]gD ;= das f € Dy,r mit f(a) = [[t]]gp[xa/a] fiir alle a € Dy,

wobei im letzten Fall angenommen wurde, dafl ¢ den Typ 7 hat.

Die Bedeutung der iibrigen Ausdriicke ergibt sich dadurch aus der Bedeutung
der Konstanten.

Bemerkung 7.17 Damit die obige Definition von [[t(s)]]gD sinnvoll ist, muf} die
durch f(a) = [[t]]gp[z:g Ja) definierte Funktion f : D, — D; in der Teilmenge
Dy~ C{g | g: D, — D;} auch vorkommen!

Damit dieses Problem nicht stort, betrachtet man oft nur volle Typenstrukturen:

Definition 7.18 Eine volle Typenstruktur ist eine Typenstruktur D, bei der
fiir alle Typen o und 7 der Bereich aus allen totalen Funktionen (im Sinne der
Mengenlehre) von D, nach D, besteht, dh. Dy ={g | g: Dy — D, } ist.

Duch Induktion iiber den Aufbau der Ausdriicke kann man leicht zeigen:

Proposition 7.19 Ist ¢ ein Term vom Typ 7 und g eine Belegung {iber der
. D
Typenstruktur D, so ist [t] " € D.

Relationen R C Dy, X --- x D, zwischen Objekten werden durch ihre charak-
teristischen Funktionen

1, falls (ay...,a,) € R,
0, sonst

xr({ai...,a,)) = {

erfafit und bilden keinen eigenen Bereich.
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Definition 7.20 Sei D eine Typstruktur und 7 ein Typ. Die Stufe eines Terms
t : 7 und eines Objekts a € D, ist die Stufe st(7) seines Typs, die induktiv
definiert ist durch

= 1, fiir Grundtypen T,
st(o),
= max{st(o),st(r)},
= max{st(o) + 1, st(r)}.
Demnach sind insbesondere Individuen und Wahrheitswerte erststufige Objekte.
Beispiel 7.21 (a) Eigenschaften von Individuen und Relationen zwischen In-
dividuen sind zweitstufige Objekte:
stle —t) =st((e x ... xe) —t) =max{st(e) + 1, st(t)} = 2,
(b) Funktionen, die Individuen auf Individuen abbilden, sind zweitstufig:
st((e x ... x e) — e) = max{max{st(e),...,st(e)} + 1, st(e)} =2,

Die Definition ist so gemacht, dal man dieselbe Stufe erhilt, egal ob man
die Argumente als Paar oder nacheinander iibergibt:

st(ex e —e) = max{max{st(e),st(e)} +1,1} =2
stle — (e —e)) = max{st(e) + 1, max{st(e) + 1, st(e)}} = 2.
Zum Beispiel tun die beiden Funktionen
Az (exe)(m(z) +m(z)) und Ax:ey:e(z+y)
im wesentlichen dasselbe und sind deshalb von derselben Stufe. (Wenn

man allerdings der zweiten Funktion nur das erste Argument x gibt, liefert
sie eine Funktion, kein Individuum, als Wert.)

(c¢) Funktionen, die Funktionen als Argument nehmen oder als Wert ausgeben,
heien Funktionale. Funktionale wie das durch

map(f)([alv tet an]) = [f(al)a AR f(an)]
definierte map : (6 — 7) — (¢* — 7*) haben mindestens dritte Stufe:
st((lc = 71) = (6" = 71%)) = max{st(c —7)+1,st(c" — 7)}
= max{st(c) + 2,st(r) + 1}
(d) Eigenschaften von Relationen und Funktionen haben mindestens Stufe 3,
insbesondere die Quantoren 37,V : (o0 — t) — t, da
st((c — t) — t) = max{max{st(c) + 1,1} + 1,1} = st(o) + 2.

Um Tupel zu vermeiden, benutzt man statt mehrstelliger Funktionen f oft Funk-

tionale f’ hoherer Stufe, die die Argumente von f ,nacheinander“ erhalten,
etwa zu f : 0 X 7 — o das durch f'(a)(b) := f({a,b)) definierte Funktional

flio— (1t — o).
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7.4 M-Terme und Reduktion

Die Interpretation von t(s) und Az : o.r ist so gewéhlt, daB fiir jede Belegung ¢
und Terme passender Typen gilt:

[0 o) (E =[5 ey = e/ s12,

wenn man die Substitution r[z/s] von Termen in Terme geeignet definiert.

Man méchte natiirlich die Anwendung der durch Az : o.r definierten Funktion
auf das mir s bezeichnete Argument auch mit den Termen direkt ausrechnen
konnen. Daher sollte die Gleichung

Az :or)(s) =r[z/s]

bei jeder Interpretation gelten.

Bemerkung 7.22 Das Aussonderungsaxiom der Mengenlehre,
VoVgdzVa(z € z = x € v A ), fiir Formeln ¢(x, ),

fordert die Existenz gewisser Mengen z, die man oft durch neue Terme, ndmlich

{z | z € v Ap(x,¥) }, benennt; das entspricht einer Skolemfunktion.

In dhnlicher Weise kann man die A-Terme Az t” als Skolemfunktionen fiir die
sogenannten Axiome der kombinatorischen Vollstindigkeit,

Viy3zVa z(x) =t, fiir Terme t(x, 7),

verstehen. Sie besagen, da8 fiir alle Parameter 7 jede , Kombination® ¢(z, %) von
Anwendungen der ¢ und z, die mit den Typen der Variablen vertriglich ist, in
Abhéngigkeit von x betrachtet eine Funktion z aus dem Bereich D, _,, darstellt.

Gleichungstheorie

Jede Interpretation der A-Terme soll gewisse Gleichungen erfiillen, und aus der
Giiltigkeit gewisser Gleichungen folgt die Giiltigkeit anderer Gleichungen. Um-
formungen von Termen, bei denen die Bedeutung sich nicht dndert, wollen wir
natiirlich rein syntaktisch von denen unterscheiden kénnen, die die Bedeutung
moglicherweise dndern.

Das fithrt zu folgendem Beweissystem von Axiomen und Schlufiregeln, worin
vorausgesetzt wird, dal die Typen der Terme stets , passen, d.h. bei Anwen-
dungstermen t(s) eigentlich 7 (s”) und bei Einsetzungen t[x/s] eigentlich
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t7[x7 /s°] gemeint ist, fiir beliebige Typen o, 7:

r=s, s=t r=2s
T3 (refl) — = (trans) = (sym)
r=t, s=u ( ) r=s ( )
r(s) = t(u) cong YD Vs

y ¢ frei(t) x & frei(t)
e rES v arym AN e S R A v e R

Die Einsetzung t[z/s] ist (analog zu ¢[z/s] in der Pridikatenlogik) so zu defi-
nieren, daf§ gegebenenfalls gebundene Variablen in ¢ umbenannt werden, damit
keine freie Variable % von s in den Wirkungsbereich eines Ax? von ¢ gerét.

Diese Regeln besagen, dafl = durch eine Kongruenzrelation auf den Termen in-
terpretiert werden mufl, wobei nach («) die Namen der gebundenen Variablen
keine Rolle spielen, die Anwendung von A-Termen so wie in (3) durch die de-
finierenden Terme beschrieben funktioniert, und nach (n) aus einer Funktion
durch Anwendung und Abstraktion keine andere Funktion entsteht.

Weitere Axiome sind ndtig, um das Verhalten von Konstanten ¢ : 7 zu erfassen.

Bemerkung 7.23 Die Existenz rekursiver Funktionen kann man durch Axio-
me der Form
Vy3zVa z(z) =t fir Terme t(z, 7, 2)

sichern, wobei z die gewiinschte rekursiven Funktion bezeichnet, etwa in z(x) =
x + z(x — 1). Aber der A-Term Az?¢" enthélt noch z frei und beschreibt daher
keine (von den Parametern ¢ abhéingende) Losung der Gleichung

Va7 z(x) =t7 (z, 9, 2)

in z. Eine solche Losung kann man aus dem Term Az° 7 Az?t bekommen, wenn
es ein Element Y : (0 — 7) — (0 — 7) gibt mit der Eigenschaft

Y(f) = f¥ (), (27)
denn dann ist z := Y (Az\xt) eine Losung;:

YAz xt)(x) =27 (AzAxt)(Y (AzAxt))(x)
=5 (Axt)[z/Y (AzAxt)](z)
=g tlz/Y(AzAzt)].

Wenn man auch rekursiv definierte Funktionen braucht, nimmt man daher statt
der obigen Existenzaxiome neue Konstante Y : (o0 — 7) — (¢ — 7) und dafiir
die Gleichungen (27) zu den angegebenen Regeln hinzu. Fiir die Interpretation
mufl man dann Typstrukturen D mit passenden Elementen Y P, sogenannten
Fizpunktoperatoren, nehmen. Losungen z von z = f(z) sind Fizpunkte von f,
und Y'(f) ist ja eine solche Losung.
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Reduktionstheorie

Die Gleichungstheorie legt fest, welche Terme bei allen Interpretationen und
Belegungen denselben Wert haben. Die Anwendung einer definierbaren Funk-
tion auf ein Argument wird durch die Gleichung (5) beschrieben. Wenn man
sie von links nach rechts liest, kann man sie als eine Termwvereinfachung oder
einen Schritt zur Berechnung des syntaktischen Funktionswerts verstehen — eines
Terms s, fiir den ¢t = s beweisbar ist und der seinerseits nicht weiter vereinfacht
werden kann.

Um einen Begriff von Termvereinfachung, kurz s — ¢, zu bekommen, bei der
die semantischen Werte erhalten bleiben, also [[5]]5 = [[t]]? gilt, mufl man die
Gleichungen orientieren, sodafl man sie nur ,in einer Richtung“ anwenden darf.
Andernfalls wiirde z.B. wegen der Regel (sym) und der Regel («) zur gebundenen
Umbennennung die Vereinfachung nicht enden.

Daher betrachtet man fiir die Zwecke der Vereinfachung oder Reduktion zwei
Terme, die durch gebundene Umbennungen in einander iibergehen, als identisch.

Definition 7.24 Fiir die folgenden Reduktionsregeln sei wieder vorausgesetzt,
dafl die Typen der Teilterme zu einander , passen‘:

r—t, s—u r— s

o iy (come) (cong)

Ae’r — Ax%s

x & frei(t)
Az? (t(xz)) — t

(3) (n)

(Axt)(s) — t[x/s]

Anwendungen der Reduktionsregeln () und (n) schreibt man oft als s —g ¢
beziehungsweise s —, t. Mit s —* t ist gemeint, dal man von s mit endlich
vielen Anwendungen der Reduktionsregeln (und gebundener Umbennennung)
zu t kommen kann.

Durch Induktion iiber die Anzahl der Schritte in s —* ¢ sieht man: (i) wenn s
den Typ o hat, so auch ¢, und (ii) wenn ¢ einen Teilterm r vom Typ ¢ hat, so
auch s.

Die Redexe eines Terms sind die Teilterme, auf die die jeweiligen Reduktionsre-
geln angewendet werden konnen: ein 3-Redex von r ist ein Teilterm von r der
Form (Az?t)(s), ein n-Redex ein Teilterm der Form Az? (¢t(x)) mit a ¢ frei(t).

Durch Anwenden der Reduktionsregeln kénnen neue Redexe entstehen, wie in

Az777 (277 (@ (y)) (2(y))]) (” )
—g 77T (@) (@ (y)] e/ Av.o]
= 277 (w) ) (o) (y))

= t

S

)
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wo der Ausgangsterm s einen (-Redex enthélt und der durch die Redukti-
on entstandene Term ¢ zwei B-Redexe. Daher ist das folgende Ergebnis nicht
selbstverstéindlich, nach dem man durch wiederholtes Anwenden der Redukti-
onsregeln stets einen Term ohne Redexe erreichen kann.

Definition 7.25 Der Term r ist in G-Normalform (bzw.: §,n-Normalform),
wenn er keinen $-Redex (bzw.: keinen (- und keinen n-Redex) enthilt.

Satz 7.26 (Starke Normalisierbarkeit) Im einfach getypten A-Kalkiil ist jede
Reduktionsfolge endlich.

Auf den Beweis miissen wir hier verzichten; man findet einen Beweis im Buch
von Hindley und Seldin [6]. Im Unterschied zur (schwachen) Normalisierbarkeit
wird hier behauptet, dal jede Reduktionsfolge terminiert, unabhéngig von der
Reihenfolge der Reduktionsanwendungen. (In die Auswertung bei Programmier-
sprachen ist stets eine bestimmte Reihenfolge eingebaut.)

Bemerkung 7.27 Wenn man A-Terme ohne Typen betrachtet, gilt der Satz

von der starken Normalisierbarkeit nicht: es gibt Terme, von denen eine unend-

liche Reduktionsfolge ausgeht. Deutlichkeitshalber schreiben wir hierzu (Az.t)

statt Azrt, sodal der Wirkunksbereich der A-Bindung klar wird. Fiir ¢ := (Az.z(z))
ist dann nach einem Reduktionsschritt

t(t) = Qwa()(t) —p x(@)z/t] =),

so daf} beliebig viele S-Reduktionsschritte machen kann, ohne zu einem anderen,
z.B. einem einfacheren Term zu kommen.

Beachte, dafl der Term ¢ = Ax(z(x)) durch keine Erweiterung um Typen zu
einem Term des getypten A\-Kalkiils wird: dazu miite die Variable x einen Typ
o haben, aber z7(27) ist kein erlaubter Term des getypten A-Kalkiils. (Der Term
x(z) ist analog zur Formel « € x in der Russell’schen Antinomie.)
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8 Montague-Semantik

Richard Montague hat in seiner Arbeit The Proper Treatment of Quantificati-
on in Ordinary English [7] eine Grammatik fiir ein Fragment des Englischen
mit einer Semantik in Typstrukturen angegeben. Dazu werden Ausdriicke der
natiirlichen Sprache in A-Terme iibersetzt und diese dann in Typstrukturen D
ausgewertet. Selbstverstédndlich geht es hierbei ,nur” um die Funktionsweise der
Interpretation natiirlichsprachlicher Ausdriicke, nicht um die konkrete Interpre-
tation im normalen Sprachgebrauch.

8.1 Ubersetzung natiirlicher Sprache in A-Terme

Bevor wir die Grundideen dieser Semantik darstellen, machen wir uns einige
Unterschiede zwischen natiirlichen und formalen Sprachen bewuflt, die einer
,Ubersetzung® natiirlicher in formale Sprachen im Wege stehen.

Probleme bei der Ubersetzung

(a) Lexikalische Mehrdeutigkeit: viele Worter der natiirlichen Sprache haben
verschiedene Bedeutungen, von denen wir die im jeweiligen Kontext ge-
eignete in einer Weise auswéhlen, die zum Teil unbewuf3t ist und heute
technisch noch nicht vollstdndig nachvollzogen werden kann. In einer logi-
schen Sprache sollten dafiir verschiedene Konstanten verwendet werden.

Beispiel: Soll man sein Geld auf der Bank liegen lassen?

(b) Elliptische Konstruktionen: um die Wiederholung von Wortern zu ver-
meiden, werden in der natiirlichen Sprache viele Abkiirzungsmechanismen
verwendet, so dafl die syntaktische Form der Ausdriicke stark von der
logisch erwarteten Form abweicht.

Beispiel: Emil spricht mit seinen Kollegen, aber Karl nicht. Sabine hat
mehr Probleme geldst als wir erwartet hatten.

(c¢) Pronomina und andere Pro-Formen der natiirlichen Sprache bedeuten bei
verschiedenen Vorkommen meist etwas anderes und miissen relativ zum
Kontext aufgelost werden; in einer logischen Sprache sollten verschieden zu
interpretierende Vorkommen z.B. durch verschiedene Variablen dargestellt
werden und die Auflésung durch eine A-Bindung der jeweiligen Variablen
und Anwendung des A-Terms auf den Bezugsausdruck dargestellt werden.

Beispiel: (Sein; Freund); hat ihm; (ein Buch)i geliehen, aber er; hat esy
thm; moch nicht zuriickgegeben.

(d) Koordinatiospartikel verbinden in der natiirlichen Sprache nicht nur Sétze,
sondern auch Ausdriicke ganz anderer Art: Nominal-, Verbal-, Adjektiv-,
Adverbialphrasen, aulerdem einzelne Worter wie Nomen, Verben, usw.
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Diese Koordinierungen miissen(?) stets auf Koordinierungen von Formeln
der logischen Sprache abgebildet werden.

Beispiel: Ich unterhalte mich (weder mit Fritz noch mit Erna) (oft oder
mit Begeisterung).

Quantoren treten in natiirlichen Sprachen in Nominalphrasen auf und las-
sen (ohne Intonation oder semantische Analyse) ihren Wirkungsbereich
nicht eindeutig erkennen; in logischen Sprachen steht ein Quantor vor der
Formel, die ihr Wirkungsbereich ist.

Beispiel: Gibt es in der Natur (einen Wirkstoff) gegen (jede Krankheit)?

Der Wirkungsbereich von Adverbien und anderen Partikeln héngt stark
von der Intonation und Pausenstruktur ab, die in der Schriftsprache nicht
wiedergegeben werden und nicht rekonstruiert werden koénnen:

Beipiel: Homer schrieb (nur zwei) Epen. — Homer schrieb nur (zwei Epen).
Sie versprach (nicht (zu singen)). — Sie (versprach nicht) (zu singen).

Viele weitere Phinomene der natiirlichen Sprache haben keine direkte Entspre-
chung in logischen Sprachen und bereiten ebenfalls fiir die Ubersetzung Pro-
bleme, z.B. Plural, Infinitive, Verben mit Satzkomplementen, metasprachliche
Ausdrucksweisen.

Pridikation als Funktionsanwendung

Nach der klassischen Auffassung wird in einer Aussage etwas dber/von etwas
ausgesagt. Aber was der Begriff der Prddikation, des ,,x von y aussagen®, be-
deutet, ist keineswegs offensichtlich.

Beispiel 8.1 Was wird in der Aussage

An Samstagen arbeitet Emil nicht.

woriiber ausgesagt?

(a)
(b)
(c)
(d)

iiber eine Person Emil, daf sie an Samstagen nicht arbeite,

iiber den Samstag, den letzten Tag der Woche, dafs Emil dann nie arbeite,

iiber die Tétigkeit des Arbeitens, dal Emil sie an Samstagen nicht austibe,

iiber die Aussage An Samstagen arbeitet Emil, das sie nicht wahr sei,

oder etwa gar iiber die Negation nicht, dal An Samstagen arbeitet Emil darauf
zutreffe?
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In der Prédikatenlogik versteht man eine atomare Aussage R(s,t) so, daf das
Pradikat R dber oder von den Objekten s und ¢ ausgesagt wird: Eigenschaften
und Beziehungen werden von (Tupeln von) Objekten ausgesagt.

Dieser Begriff der Pradikation kann durch folgende Funktionsanwendung inter-
pretiert werden: die Funktion R : e x e — ¢ wird auf das Paar (s,?) : e X e von
Objekten angewendet und liefert einen Wahrheitswert. Hierbei verstehen wir R
als die Funktion A\z¢*¢~* R(z) und R(s,t) als das Ergebnis der Funktionsan-
wendung

(Az.R(2))((s,t)) —p R((s,1))-

Wir kénnen aber R(s,t) auch als Aussage iiber R verstehen: dazu bilden wir
aus R((s,t)) durch Abstraktion von R die Funktion

)\Xexe*t.X((s,t))
und wenden diese auf R an:

AXETEX ((5,1)(R) —g R((s,1))-

Die Sprache L1y, der Typentheorie hat also gegeniiber der Sprache der Pradika-
tenlogik erster Stufe den Vorteil, dafl man die Formeln als Ergebnisse von Aus-
drucksvereinfachungen behandeln kann. Jeden zusammengesetzten Ausdruck
konnen wir auf unterschiedliche Weise in Funktion und Argument zerlegen und
so als verschiedene Pradikationen auffassen. Wir werden unten sehen, wie uns
das bei der Angabe von Ubersetzungsregeln hilft.

8.2 Die syntaktischen Kategorien der Grammatik

In der sogenannten Kategorialgrammatik von K. Ajdukiewicz [1], auf der die
Montague-Grammatik aufbaut, werden Ausdriicke als Zeichenreihen verstanden
und durch die zweistellige Verkettung aufgebaut. Die syntaktischen Kategorien
fiir zusammengesetzte Ausdriicke, die keine abgeschlossenen Satze sind, werden
durch die Angabe der Kategorie beschrieben, die man ergénzen kann: der Kate-
gorienname A/B steht fiir die Kategorie der Ausdriicke, die bei der Ergéinzung
um einen Ausdruck der Kategorie B einen Ausdruck der Kategorie A ergeben.

Ist ¥ ein Alphabet und setzt man die Wortverkettung - : 3* x ¥* — ¥* durch
V-W={vw|lveVweW}
auf Wortmengen V, W C ¥* fort, so ist
A/B:={veX" |VbeBuv-be A}.
Dann gilt bei dieser Bezeichnungskonvention der Kategorien die Kiirzungsregel

A/B-BC A
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wie man leicht nachrechnen kann. Wahrend in der Kategorialgrammatik auch
Kategorien B\A := {v € ¥* | Vb € B b-v € A} betrachtet werden, verzichtet
man in der Montague-Grammatik auf die Unterscheidung, ob die Ergédnzung
durch B-Ausdriicke rechts oder links erfolgt.

Definition 8.2 Die syntaktischen Kategorien werden durch folgende Gramma-
tik erzeugt:

A B e (Entitdtenbezeichner)
| ¢t (Aussagen)
| A/B (A-Ausdriicke, in denen ein B-Ausdruck fehlt)
| A/B (A-Ausdriicke, in denen ein B-Ausdruck fehlt)

Jeder syntaktischen Kategorien wird spéter ein Typ der Sprache L 7y, zugeord-
net, wobei A/B und A//B denselben Funktionstyp erhalten. Die Aufspaltung
in zwei syntaktische Kategorien dient dazu, Unterschiede im syntaktischen Ver-
halten, denen kein logischer Unterschied entspricht, wiederzugeben.

R. Montague [7] verwendet in seiner Grammatik folgende syntaktische Katego-
rien fiir ein Fragment des Englischen:®

Kategorie Informelle Bezeichnung Basisausdruck
e Eigennamen John, he,,
t Satz -
CN:= tJe Gemeinname man
IV : t/e Verbalphrase walks
T:= t/IV Nominalphrase (3.sg), Term -
TV := 1IV/T | Transitives Verb find, love
TAV : IV/IV | VP-Adverb slowly
t/t Satzadverb necessarily
TAV/T | Priposition in
IV/t Verb mit Satzkomplement believe
IV/IV | Verb mit Infinitivkomplement | try
DET := T/CN | Determinator every, a, the

Tabelle 1: Die syntaktischen Kategorien der PTQ-Grammatik

8.3 Ubersetzung der extensionalen Teilsprache

Um eine Ubersetzung von natiirlichsprachlichen Ausdriicken in die Sprache der
Typentheorie zu definieren, betrachten wir zuerst nur solche Aussagen, die wir
durch eine extensionale Interpreation der darin vorkommenden Verben und Be-
zeichnungen verstehen kénnen, d.h. es soll nur auf die bezeichneten Individuen

8Wir {ibernehmen gewisse Vereinfachungen aus dem Lehrbuch von Dowty u.a. [5].
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und die Tupel von Individuen ankommen, die im Umfang der verwendeten Ver-
ben und Nomen vorkommen.?

8.3.1 Ubersetzung der syntaktischen Kategorien

Den syntaktischen Kategorien A werden Typen A’ von L7y, zugeordnet; alle
Ausdriicke der Kategorie A werden spéter in A-Terme vom Typ A’ iibersetzt.

Definition 8.3 Jeder syntaktischen Kategorie A wird durch

¢ = e (A/B) = (B — A)
#o= t (A)B) = (B'— A).

ein Typ A’ von Ly, zugeordnet.

Ignorieren wir die (intensionalen) Verben mit Satzkomplement, so erhalten wir
folgende Typen und entsprechende Objekte:

Kategorie A Typ A’ von Ly, Objekt vom Typ A’
e e Individuum
t t Wahrheitswert
CN:= /e e—t Individueneigenschaft
IV:= t/e e—t Individueneigenschaft
T:= t/IV (e—t)—t Eigenschaft von
Individueneigenschaften
TV := IV/T
TIAV := 1IV/IV (e —=t)—(e—t) Modifikator von
Individueneigenschaften
t/t t—t Eigenschaft von
Wahrheitswerten
IAV/T

DET:= T/CN | (e—1t)— ((e—1t)—1)

8.3.2 Basisausdriicke und ihre Ubersetzung

Um Ausdriicke der Kategorie A in A-Terme des Typs A’ zu iibersetzen, werden
zuerst den Wortern (d.h. den unzusammengesetzten Ausdriicken) der Kategorie
A (evtl. zusammengesetzte) Terme des entsprechenden Typs zugeordnet. In den
meisten Fillen sind dies Konstante; aber nicht alle syntaktischen Kategorien der
PTQ-Grammatik enthalten Basisausdriicke. Wir legen uns fiir die extensionale
Teilsprache auf folgende Basisausdriicke fest:

9Dadurch werden z.B. intensionale Verben wie believe ausgeschlossen, bei denen die Wahr-
heit von Aussagen nicht vom Wahrheitswert des Komplementsatzes abhéngt, wie in Plato
believed that ideas exist in reality.
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Definition 8.4 (Basisausdriicke einer Kategorie) Die syntaktischen Kategorien
enthalten folgende Basisausdriicke:

a) man, woman, book sind von der Kategorie CN (Gemeinnamen),

(
(b) John, Mary, he, (n € N), sind von der Kategorie e (Individuennamen)!®

)
)

(c) walk, talk, sind von der Kategorie IV (intransitive Verben)
)

(d) find, see, read, sind von der Kategorie TV (transitive Verben),

Wir schreiben oft w : A oder w? statt ,w hat die Kategorie A“.

Definition 8.5 (Ubersetzung der Basisausdriicke) Jedem Wort w der Katego-
rien A wird (in injektiver Weise) eine Konstante w’ vom Typ A’ zugeordnet,
aufler den Pronomina he, : e, denen die Variablen x,, : e zugeordnet werden,
und den Quantoren, die wie folgt iibersetzt werden:

(everyPETY .= AP7IAQ°T'Va(P(z) — Q(x))
(aPETY = APTINQ°T'Ix(P(2) A Q(x))
(theETY = APCTIAQ T3z (VY (P(y) < x = y) A Q(x)).

Die Ubersezung von a”F7 hat den richtigen Typ DET' = (CN' — T') = (e —
t) — ((e — t) — t). Fiir Basisausdriicke anderer Kategorien erhalten wir z.B.
folgende Ubersetzungen:

(man®N) = man’ : CN' = man’ : (e — t),
(walk'VY = walk : IV' = walk : (e — t),
(John®) := John' : e.
(het) = z,:e.

(Es ist klar, daB die Ubersetzung des bestimmten Artikels nicht besonders gut
funktioniert, und dafl auch der unbestimmte Artikel genau genommen nicht wie
ein Existenzquantor behandelt werden sollte.)

8.3.3 Bildung und Ubersetzung zusammengesetzter Ausdriicke

Die Bildung komplexer Ausdriicke geben wir durch numerierte Regeln der fol-
genden Form an:
aq :Al, ...,O(k:Ak

(S Nr.) —A

10Tch weiche hier von Montague, bei dem diese Ausdriicke die Kategorie T haben, ab,
damit die Ubersetzung uniformer wird. Das wird durch die Syntaxregel (S 1) kompensiert,
mit der Ausdriicke der Kategorie e in solche der Kategorie T" umgewandelt werden kénnen
(entsprechend den traditionellen Regeln NP — EN und NP — Pron).
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Diese Regel besagt: ist a1 ein Ausdruck der Kategorie A; usw., so ist der (aus
a1, ..., ak gebildete) Ausdruck a von der Kategorie A.

Die Ubersetzung eines zusammengesetzten Ausdrucks wird durch entsprechende
Regeln
/Y /Y
(051 .Al, 7O[k Ak
CY/ . AI
angegeben, die angeben, wie die Ubersetzung der Zusammensetzung aus den
Ubersetzungen der Teilausdriicke gebildet wird.

(T Nr.)

Definition 8.6 Die Bildung und Ubersetzung zusammengesetzter Ausdriicke
erfolgt nach den Regeln aus Tabelle 2.

Qe o/:e
S1) —7F (T'1) APSTHP(a)] (e —t) — t
: : . / / " CN’
(82)5.1)1;;72:;.01\[ (T2)5.(CN67;;:),TIE.CN
£:CN, p:t E:CN', ¢t
(S 3n) € such thal (p[h@n/he] ON (T 3n) )\:CZ(g/(mn) /\(‘0’) : CN/
a:T, 0:1V o T, &IV
(S4) ——zmg (T 4) o ()it
0: TV, B:T O (T —1v'), BT
59 g1 9 =y
(S 11a) S and 1 (T 11a) CEXIR
ot it o ity Wt
(S 11b) m (T 11b) W
§:1V, ~:1IV die—t, 7 ie—t
(S 12a) m (T 12a) )\1'6(5/($) /\,Y/(Z.)) e — 1
§:1V, y:IV ie—t, A ie—t
(S 12b) ot IV (T 12b) Az (6" (x) VA (x) e —t
a:T, B:T o T, Jo N
(S 13) W (T 13) )\Peat(a/(P) \/ﬁ/(P)) : T/
a:T, p:t o (T, gt
(S 14,) “olhenjal t (T 142) /(M) it

Tabelle 2: Syntax- und Ubersetzungsregeln der extensionalen Teilsprache

Darin werden zwei Varianten der Ersetzung «[z/3] benutzt:
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(a) Die Ersetzung p[he,/a] in (S 14,) wie folgt definiert: falls o = hey, ist,
werden alle he,, in ¢ durch hey (im jeweils gleichen Kasus) ersetzt; andern-
falls wird das erste Vorkommen von he, durch « und die iibrigen durch
he (bzw. she, it) ersetzt, wobei der Kasus vom jeweiligen Vorkommen von
he, und das Genus vom ersten Basisausdruck der Kategorie CN oder T
in « iibernommen wird.

(b) Die Ersetzung ¢[he,/he] in (S 3) ist etwas anders: alle Vorkommen von
hey, in @ sollen durch he bzw. she,it ersetzt werden, wobei das Genus sich
nach dem Genus des ersten Basisausdrucks der Kategorie CN in £ richtet.

Beachte, dafl die Regel (S 1) die Basisausdriicke « : e zu ,,zusammengesetzten*
Ausdriicken o : T macht, deren Ubersetzung keine Konstante des Typs T zu
sein braucht. In den iibrigen Syntaxregeln werden keine Ausdriicke der Kategorie
e mehr benutzt.

Da die Ubersetzung eines Ausdrucks von seinem syntaktischen Aufbau abhéngt,
geben wir im Folgenden in den zu iibersetzenden Ausdriicken die Teilausdriicke
durch Hilfsklammern und ihre Kategorien durch obere Indizes bei der schlie-
Benden Klammer an. (Bei den Ubersetzungen wird =,, fiir Umformungen nach
der Ubersetzungsregel (T n) und —g fiir solche nach der S-Reduktionsregel
geschrieben.)

Ubersetzung von Personalpronomen und Eigennamen

Beispiel 8.7 Einfache Terme, d.h. als Terme aufgefafite Pronomen und Eigen-
namen, werden wie folgt iibersetzt: bei Pronomen he,, : T mit (T 1)

((hes)™) =1 APT'[P((hep))] : (e — 1) — ¢
= APTUP(28)]: (e —t) —t.

n

Analog werden als Terme aufgefafite Eigennamen wie John : T {ibersetzt:

((John)T)Y =1 AP“7U[P((John))] : (e — t) — t
= AP UP(John'®)]: (e = t) — t.

In einer Typstruktur D ist der Wert [AP [P(John’)]]]p € D(e—y)—y dieses Terms
kein Individuum, sondern die charakteristische Funktion der Menge aller Figen-

schaften des Individuums [[Johm/]]D € D..

Das sieht komplizierter aus als notig; der Grund, es so zu machen, besteht darin,
daf} die Ubersetzung dann nach demselben Schema verlduft wie bei koordinierten
Termen wie John or Mary und quantifizierten Termen wie every man (s.u.).
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Ubersetzung atomarer Aussagen mit intransitivem Verb

Beispiel 8.8 Einfache Aussagen werden wie folgt iibersetzt.

(((Johne)T walklvs)t)' =4 ((Johne)T)/((walkIV)/) -t
=1 APTHP(John' )|(walk' <) : t

Mit einer #-Reduktion kann der rechte Ausdruck vereinfacht werden zu
walk' ™" (John'©) : t,

ohne daf sich sein Wert bei einer Belegung g iiber einer Struktur D &ndert.

Obwohl die Kategorie der Terme nur Nominalphrasen der dritten Person im
Singular enthélt, enthalten die Ausdriicke der Kategorie IV nicht die Vollformen,
sondern die Infinitive (bzw. Stammformen) der darin vorkommenden Verben.
Deshalb hat die Morphologie der Vollform des Verbs keinen Einflu} auf das
Ubersetzungsergebnis. !

Beispiel 8.9 Aussagen mit koordinierten Eigennamen werden mit (T 4) und
(T 13) und den obigen Ubersetzungen von Termen iibersetzt wie bei

(((John or Mary)™ walk!Vs)tY

)")
=, ((John™ or Mary™)") ((walk™")")
=13 AP[(John" ) (P)V (Mary")'(P)]((walk'")') : t
= APPQ[Q(John )] (P) vV A\Q[Q(Mary ©)]|(P)](walk ") : ¢.

Da es auf die Namen der gebundenen Variablen nicht ankommt, wurden bei
der Ubersetzung der Eigennamen John” und Mary” der Lesbarkeit halber neue
Pridikatsvariable () statt P benutzt.

Durch Anwendungen von (3-Reduktionen wird kann dieser Ausdruck weiter ver-
einfacht werden zu

APAQ[Q(John' ©)](P) vV AQ[Q(Mary ©)]|(P)](walk! %) : ¢
—g5  AP[P(John') vV P(Mary)])(walk! “~") : t
—5  [walk ™ (John'©) V walk® ™ (Mary ©)] : t,
wieder ohne dafl sich der Wert bei einer Belegung iiber einer Typstruktur D

dndert. Die entstandene Formel ist die, die man als Ergebnis erwartet haben
sollte.

Die Syntaxanalyse des gesamten Ausdrucks sollte also eine morphologische Analyse umfas-
sen. Die Morphologie des Numerus und der Person miifite bei der Ubersetzung eines gréfieren
Sprachfragments aber stirker beriicksichtigt werden.
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Mit der Regel (S 12) koénnen in #hnlicher Weise Verbalphrasen koordiniert wer-
den und z.B. den Satz John walks and talks aufbauen. Die Ubersetzung dieses
Satzes und die von John walks and John talks sind dquivalente A-Terme. Die-
se Ubersetzungen machen sozusagen die in der natiirlichen Sprache erlaubten
” Abkiirzungen“ von Aussagen riickgéngig: die abkiirzende Koordination von
Termen bzw. Verbalphrasen wird ,wieder” zu einer boole’schen Kombination
von Formeln.

Beispiel 8.10 Eine Aussage mit quantifiziertem Subjektterm wird mit (T 4)
und (T 2) iibersetzt:

(((every woman)T talk'Vs )t)’
=;  ((everyPET woman®)TY ((talk"")")
= (everyPPTY ((woman®N)') (talk’eﬁt it
= (every?PT) (woman' <) (talk' “7") : t

= APTINQTHVal (P(x) — Q(x))](woman' ¢~ (talk! “7t) : t
Mit -Reduktionen kann man das vereinfachen zu der erwarteten Formel:

APINQT V2 (P(x) — Q(x))](woman' =) (talk' <77 : t
—5  AQ T Vat(woman' T () — Q(x))|(talk' <) 1 t

—g  Va(woman' “(x) — talk' <7 (2)) : t

Ubersetzung von Relativsitzen

Die Beispielgrammatik von Montague vermeidet zwar Relativpronomina, er-
laubt aber mit (S 3), eine unnatiirliche Form von Relativsétzen zu konstruieren:
statt Every man who walks talks kann nur Fvery man such that he walks talks
erzeugt werden. (Entsprechend fiir Relativpronomen in anderen Kasus, wenn
man ein transitives Verb im Relativsatz hat.)

Im Folgenden beriicksichtigen wir die Verbmorphologie nicht mehr und schreiben
2.B. statt talk!Vs einfach talks'"'. AuBerdem wird die syntaktische Analyse nur
soweit angegeben, wie sie fiir den jeweiligen Ubersetzungsschritt wichtig ist, d.h.
die Analyse der Teilausdriicke wird erst bei deren Ubersetzung dargestellt.

Beispiel 8.11 Relativsitze werden mit (T 3) tibersetzt:

((Every man such that he walks)T talks™)t)’

=, ((Bvery man such that he walks)”)' ((talks')') : t
man such that he walks)“™)T) (talks' ") : t
"(((man such that he walks)N))(talks *~") : t
((man®Y such that (heX walks' ) [he, /he])“N) ) (talks *~*) :
"Azn ((manCNY (2,) A ((hel walks™ )t))) (talks <) : ¢

—2

I
—~—
S
<
<
<
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PETY (g, (man’ ¢~ (z,) A ((hel) ((walks™)")))) (talks *~*) - t

= (Every mn(man’eat(xn) AAP[P(z,)|(walks' ©~"))) (talks' “~") : t

—g APAQVzy(P(xy Q(x1))Azp (man’ 7 (2,) A walks' 7 (,))) (talks’ <77 : t
—3 /\QVzk(/\zn(man'e_’t(zn) A walks' " (xn)) (zr) — Q(xx)) (talks 1) < t

—5  AQVay((man’ ™ (xy) A walks' * 7 (1)) — Q(ax))(talks “~) : t

—g  Vaop((man' 7 (z) A walks' 7 (xg)) — talks’ 7 (xg)) < t

=4 (Bvery
DET)/()\

Auflésung anaphorischer Personalpronomen

Anaphorische Beziige von Personalpronomina werden mit der Regel (S 14) be-
handelt. Dabei gibt es zwei Analysen: eine, bei der das Pronomen auf ein Be-
zugsnomen im gleichen Satz bezogen (und dadurch ,gebunden®) wird, und eine
andere, bei der es ,frei“ bleibt und auf Nomen in vorangegangenen Sétzen be-
zogen werden kann.

Beispiel 8.12 (a) Die Aussage A woman walks and she talks wird mit (S 14)
aufgebaut. Dann wird sie mit (T 14) iibersetzt und die Koordination der
Teilformeln mit (T 11a):

((A woman walks and she talks)")’
((he,, walks and he,, talks)'[he,/(a woman)T])t)

a woman)T) (\z,,.((he, walks and he, talks)!))
((hen, walks)t and (he, talks)")")")
(

(

a woman)T) (\z,.

(hen walks Y A ((hel talkslv)t) )

a woman)” )’()\:Un (he)TY ((walks™ ) A ((he€)TY ((talks™)")

PET yyoman® )T)'()\as .AP[P(z,)](walks") A /\P[ (z,,)](talks'

WPETY( (Nt (NP [P ()] (walks') A AP{P ()] (talks))
) (woman’)( Az, (AP[P(z,,)](walks") A AP[P(x,,)](talks')))

) (woman')( Ay, (walks' (x,) A talks' (x,,)))

A Az (walks' (z,,) A talks' (x,,))())

(walks'(z) A talks (z)))

(

((

(( (
=11 ((a woman)T)' (\z,.(

(( ( )

((a )

( woman®N )’ )

M)
=  APXQIz(P(z) A Q(x
—g  APAQ3z(P(z) A Q(z
—g  Jx(woman'(z)
)A

—g  Jx(woman'(x

(b) Wenn wir Personalpronomen ohne Indizes auch als Basisausdriicke der
Kategorie e erlauben, erhalten wir die zweite Lesart durch

((A woman walks and she talks)")’
= (((A woman walks)" and (she talks)")")’
=11 (A woman walks)t) A (((she®)T talks")t)'
=, ((A woman walks)t) A ((she)T) ((talks'")")
=p.4 APAQIz(P(z) A Q(z))(woman')(walk') A AP[P(she')](talk")
—g  Jz[woman’(z) A walk (x)] A talk'(she')
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Personalpronomen ohne Index werden hier wie spezielle Individuenkon-
stanten behandelt; fiir Personalpronomen im Plural mufl man dann aber
spezielle Mengen von Individuen als Werte dieser Konstanten vorsehen.

Wenn man das nicht will, sollte man Aussagen mit Personalpronomen
erst durch Indizierung der Personlapronomen in Ausdriicke des Sprach-
fragments umwandeln; dann wiirde die Ubersetzung eine Formel wie

Jx[woman’ (x) A walk' (z)] A talk (z,,)

ergeben.

Ubersetzung atomarer Aussagen mit transitivem Verb

Transitive Verben, auch extensionale, werden bei Montague erst in der intensio-
nalen Teilsprache behandelt. Montague behandelt das Subjekt transitiver Ver-
ben stets extensional, die Objekte grundsitzlich intensional (s.u.); der Fall ex-
tensional gemeinter Objekte wird dann auf den intensionalen Fall zuriickgefiihrt.

Wir vermeiden hier den Umweg iiber Verben mit intensionalem Objekt. Es
&8t sich aber ein Problem nicht umgehen: intuitiv sollte einem zweistelligen
(extensionalem) Verb wie love'’ T/ eine Konstante love’ =~ zugeordnet
werden und dann sollte die Aussage (John? (loves"’™/T Mary™)t/T)t in den
Term (John™)' (Az¢[love’ *~ =8 (Mary ¢)(2¢)]) iibersetzt werden. Die bisherigen
Ubersetzungsregeln wiirden dann mit S-Reduktionen zum gewiinschten Ergeb-
nis love’ ==Y (Mary ©)(John'©) : t fithren.

Das Problem hierbei ist, da§ Montagues Kategorie TV := (t/e)/T nicht zu
unserer Kategorisierung love/T)/T paBt, andererseits aber die Ubersetzung

((loves™ DT Mary™ )1/ Ty = Az [love' =8 (Mary ©) ()]

naheliegt, bei der der Ergebnisterm r den Typ (t/e)’ statt (¢/T")" hat. Wir ver-
packen 7 daher zu APT [P(r)] : T" — t und gleichen das durch eine zusétzliche
Funktionsanwendung bei der Ubersetzung der Satzregel (T 4) wieder aus.

Wir setzen IV := /T, nicht t/e, lassen aber TV := IV/T und kategori-
sieren bitransitive Verben durch BTV := TV/T. Extensionale Verben mit
Term-Komplementen werden mit Hilfe von Konstanten vom Typ e — ¢ bzw.
e — (e —t) oder e — (e — (e — t)) nun wie folgt iibersetzt:

(walk™Y = APT'[P(walk =] : IV,
(love™) = AQT APT' [P(Az°[Q(\y* (love' ™=V (y)(x)))])] : TV,
(giveBTVY = ART AQT APT

PO [QUAYF RN (give == == () (y) (@))))])] : BTV".

Zur Ubersetzung von Aussagen muB jetzt die Ubersetzung des Verbs auf die
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Ubersetzung der Terme angewendet werden, weshalb auch (T 4) gedindert wird:

a:T, 6:1V Lo T & IV’
(S 4) a 63.sg -t (T 4) 6/((1/) -

6:TV, pB:T (T —=1vh, g1
(S 5) S IV (T 5) 517 IV

In den Regeln (T 12a) und (T 12b) miissen die Typen an die geéinderte Definition
der Kategorie IV angepafit werden:

0:1 1 8T —t T —t
(S 12a) o1V, v:1V (T 122) — —b 7 —
6and y: IV AP (8 (PYANY(P)): T — t
1 o1 LT T
(s 12p) LV IV (T1op) 2L —h vt

dory:IV APT (8 (P)V~'(P): T —t

Beispiel 8.13 Die Ubersetzung einer Aussage mit intransitivem Verb ist

((John walks)t) = ((John™ walk'"s))’
=y (walk"™"Y ((John™)")
= APT'[P(walk *~1)]((JohnT)")
=5 (John™) (walk' ¢~")
=5 walk' “ 7" (John'),
was sich von der fritheren Ubersetzung nur durch die zusitzliche Funktionsan-

wendung unterscheidet. Fiir transitive Verben wird die zusétzliche Regel (T 5)
benutzt:

((John loves Mary)")’
= ((JohnT (loves Mary)'V)ty
((love™ s Mary™)™V') ((John™)")
=5 (love™)'((Mary")')((John™)')
5 (JohnTY (na* [(Mary (g (lové == () (2))))
(JohnT ) (A [xg (Tove! = =) (y)(z)) (Mary/ )]
(John)' (Azt[love’ <~ =) (Mary ©)(z)])
=5 Azfllove =™ (Mary ©) ()] (John' ©)
=5 love “~ =D (Mary ©)(John'©)

Beispiele mit zusammengesetzten Termen werden im Folgenden noch behandelt.
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Was ist der Wirkungsbereich von Quantoren?

Da in Aussagen der natiirlichen Sprache die Quantoren stets Teilausdriicke der
Terme sind, insbesondere also Teilausdriicke von Basisaussagen, ist der Wir-
kungsbereich eines Quantors nicht eindeutig bestimmt; daher ist die Aussage
im allgemeinen mehrdeutig, wie schon das Beispiel 8.12 zur Auflésung von Pro-
nomenbeziigen gezeigt hat.

Auch eine Aussage, die mehrere quantifizierte Terme enthélt, kann verschiedene
Lesarten haben, je nachdem, welcher Quantor im Wirkungsbereich eines anderen
liegt. Wir betrachten das an einer einfachen Aussage mit transitivem Verb,
dessen Komplemente quantifizierte Terme sind, etwa Fvery man loves a woman:

Beispiel 8.14 Einmal kann man wie oben zuerst aus dem Objektterm und dem
Verb einen Ausdruck der Kategorie IV bilden. Dann hat a women den engeren
Wirkungsbereich:

(((Every man)™ (loves a woman)™" )
=y (((loves (a woman)T)™V) (((every man)T)")
love™ Y (((a woman)T))(((every man)T)")

“[((a woman)™ (Ay* (love *~ =) (4) (@)))))
)Y NP3y (woman'(y) A P(y))] O (love’ ™= (y)())])
(every man)") (a* [y (woman'(y) A (y* (love’ ™= (y)(2))) (v))])
)Y (A [3y (woman'(y) A (love’ ™= (y)()))])
—5  APVa®(man'(z) — P(x))(\e® [By* (woman' (y) A (love' “~ =) (y)(x)))])
=5 Va* (man' () — Fy*(woman' (y) A (love' *~ =) (4)(@)))

(every man)T) (A

(
(
=3 ((every man
(
(

(every man

Andererseits kann man mit (S 14) die Terme fiir Variable eines Satzes einset-
zen. Wenn man dabei every woman zuletzt einsetzt, erhélt der entsprechende
Quantor den weitesten Wirkungsbereich:

(((Every man)T (loves™ (a woman)™)IV)t)’

((hen (loves™ hep)'V)[he,/(Every man)T|[hey /(a woman)T])’
=11 ((a woman)T)' Az ((hen (loves™ hep )V )[he, /(Every man)T])")
=11 ((a woman)T) Az (((Bvery man)T) Az, (((hel (loves™ hel)V)H))))

( '\ (((Bvery man)") (e, (loves' =71 (1) ()

((a woman)T) (Azy (Vi (man' (z,) — (loves' *~ =8 (z3.)(x)))))

= Jazp(woman' (xr) A (Y, (man! (z,) — (loves' 7Y (21)(x0))))).

/

(a woman)™)

Dieses Herauslosen der Terme aus den Argumentstellen der Verben und das
Binden der jeweiligen Stelle kann man kurz durch die Indizierung, die in der
Linguistik iblich ist, wiedergeben:

TV

((Bvery man)” (loves™" (a woman)T)™V)
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—  (a woman)g (every man), (x, loves xy)
Man beachte, daf das Ergebnis der Ubersetzung dasselbe ist, wenn man den
Term an der Subjektstelle nicht extrahiert, d.h. bei

((Every man)™ (loves™ " (a woman)T)TV)

— (a woman)y ((every man) loves xy)

Setzt man every man zuletzt in (hel (loves™" he})) ein, so erhiilt man die oben
angegebene Ubersetzung, bei der a woman den engeren Wirkungsbereich hat.

Beachte, dafl auch bei zusammengesetzten Aussagen durch die Anwendung von
(S 14) jeder quantifizierte Term so behandelt werden kann, dafl sein Wirkungs-
bereich maximal ist. Das ist aber nicht zuléssig, da durch
(If (every man talks), then (John talks))
—  (every man),, (if (hen, walks), then (John talks))

sicher keine zum Ausgangssatz gleichbedeutende Aussage entsteht. Man mufl
also die Verwendung von (S 14) geeignet einschrinken.

Koordinierung von Nominal- und Verbalphrasen

Wie verhélt sich die gesinderte Ubersetzung zur urspriinglichen, wenn man eine
koordinierte Verbalphrase mit einer koordinierten Nominalphrase kombiniert?

Sei dazu CV(61V,...,6LV)!V eine mit den Regeln (S 12a) und (S 12b) aufge-

baute und /oder-Koordinierung von Verbalphrasen und CT(af, ... aT)T eine

mit (S 13) und einer zusétzlichen und-Regel (S 13b) aufgebaute und/oder-
Kombination Von Nominalphrasen; die notige Pluralmorphologie werde igno-
riert. Falls die af Eigennamen oder Pronomina und die (5I V" intransitive Ver-

ben sind, so ist bei der geiinderten Ubersetzung (af) = )\Re*t[R(a’ie)] und

(1) = APT'[P (65¢7*)] fiir passende Konstanten a;e, 85¢~*, und der entspre-

chende Satz hat die Ubersetzung:

(CcTl,....al)T cv(siV, ... siV)IV)ty
=¢  (CV(EY,.. )Y (CT (et an)T))
— APTICVGLPY, . SPOICT (T o))
=1z APT[CVE(P) . 5, (P)NOQTHOT (o) (@),
=5 APT[CV(U(P),. .., 8 (P))OQTH(CT(Q(a)* )7---762(0416))))
—y APIOVP, o P IOQ T, .., Q)
=5 CV(CT(d1(1%), -, 01(7)), - -, CT (0 ("), - -, 61 ()

Wir erhalten also z.B.

((John or Mary)T (walks and talks)"")'
= (walk (John') V walk' (Mary')) A (talk' (John') \V talk' (Mary'))
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Die Ubersetzung ist aber keine korrekte Lesart des Eingangssatzes. Bei der
urspriinglichen Version mit IV := t/e wiire die Ubersetzung dagegen

(cTd,....aYT cv(siV, . .. stV)IVyty
=4 (CT(O(?,...,az)T)/((CV((S{V,...,5,?/)]‘/)/)
=12 (CT(al,...,a")TY (N2 [CV (8 (2)", ..., 6 (x)")
=13 AQMCT((a])(Q)',- .-, () (Q)") (A= [CV .
= AQTCT(Q(X),- .., Q)] [CV (81 ()", ..., 6y, (2)")])
=5 CT(CV(61(af®)y ..., 0,(a)9), ..., CV(61(arS), .., 05 (atf))).

— =
> —
=2
—
S
N
<
>,
=2
—
S
N
<
=
~—

Fiir das Beispiel ergibt sich also die korrekte Lesart

((John or Mary)™ (walks and talks)'"")
= (walk'(John') A talk' (John')) V (walk' (Mary') A talk (Mary')).

Ob allerdings auch bei anderen Kombinationen, insbesondere bei solchen wie
neither John nor Mary, in denen eine Negation steckt, stets die Ubersetzungs-
regel (T 4) besser ist als (T 4’), ist nicht klar; auBerdem werden koordinierte
Terme in Objektposition bei Montague wieder anders behandelt.

Fiir den Fall von koordinierten Nominalphrasen im Plural braucht man m.E.
sowieso Ubersetzungsregeln, die sowohl die Struktur der Terme wie der koordi-
nierten Verbalphrase beriicksichtigen; (T 12) ist dafiir zu grob.

Dieselbe Ubersetzung, die man bei den Regeln von Montague direkt bekommt,
erhalten wir bei der geidinderten Ubersetzung mit Hilfe von (S 14):

(CT(af,...,ap)T CV(81",...,5") ")

= (((hef CV (1Y, .. 5IV)IV)[hen/OT(a1T,...,ag)T])t !

=1 (CT(af,.. aaf)T)( n((hey, CV(5{Y,. 5”)”))

=y (CT(of,. -,af)T)’(Mn((CV@W )Y ((hen)"))

=1z (CT(af,...,a)") Axa APT'[C (5’(P) 3, (P)))((hen))))

s (OT(af,....a0)") Aza(APT'[C ((5’6”) L PEET)](hey)"))
=5 (CT alT,---aaf)T)’()\w [CV(61 7 (@), - 07 (wn))])

=13 AQT[CT(Q(aY), ..., Q) 1Az [CV (5 (), -, 57 (zn))])

1)), CV (0 (ay), -, 0k (0))

Wie bei Sdtzen mit mehreren quantifizierten Termen ist auch bei Sétzen mit
mehreren koordinierten Termen nicht eindeutig, welcher Term im Wirkungs-
bereich des anderen liegt. Mit Hilfe von (S 14) kann man jedem gewiinschten
koordinierten Term den weitesten Wirkungsbereich geben. Auch hier ist aber
die Verwendung von (S 14) einzuschréinken, um falsche Ubersetzungen, wie z.B.
die durch

(May believes that John or Paul lies)’
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—  ((Mary believes that (he, lies))[hen/(John or Paul)T])’
= ((John or Paul)™)' (\z¢ (Mary believes that (he, lies))")

entstehende, auszuschlieflen.

Zumindest fiir das extensionale Fragment scheint es sinnvoller, mit IV := t/T
die Subjekt- und Objektterme gleich zu behandeln. Man muf} sonst bei zusam-
mengesetzten Ausdriicken systematisch nach der Anzahl der Termargumente
unterscheiden, nicht nur bei den Verben.

Bemerkung 8.15 Esist sicher nicht so, dafl alle Verben ihr Subjekt extensional
behandeln: mindestens bei Verben mit Subjektsdtzen mufl man das Subjekt
intensional auffassen, etwa bei Daf§ dies komplizierter ist, erstaunt niemanden.
Aber auch im Passiv, wo das Subjekt des aktivischen Verbs fehlt, wird die
formale Subjektstelle das im Aktiv intensional behandelte Objekt — es sollte
also auch als Passiv-Subjekt intensional behandelt werden. Schlief8lich gibt es
Félle wie Ein FEinhorn existiert gar micht, bei denen die Subjektstelle auch im
Aktiv nicht so wie bei Montague behandelt werden kann.

8.4 Ubersetzung der intensionalen Teilsprache

G. Frege hat zwischen der Bedeutung und dem Sinn eines Ausdrucks unterschie-
den und festgestellt, daf} fiir die Bedeutung von Aussagen, d.h. fiir ihren Wahr-
heitswert, in manchen Féllen nicht die Bedeutung, sondern der Sinn gewisser
Teilausdriicke wesentlich ist. Der Sinn einer Aussage ist der in ihr ausgedriickte
,Gedanke“. R. Carnap hat diesen Unterschied formal durch die Unterscheidung
zwischen Extension und Intension prézisiert.

Unter der Eztension eines Begriffs wird die Gesamtheit der Objekte verstanden,
die ,unter diesen Begriff fallen“. In der Mengenlehre wird x fallt unter den
Begriff y durch = € y interpretiert; das , Extensionalitéitsaxiom* fordert dann,
daB kein Unterschied zwischen einem Begriff und seinem Umfang besteht.

So kann man vorgehen, wenn die Objekte zeitlos und daher unverénderlich sind.
Die Begriffe der natiirlichen Sprache betreffen aber eine Wirklichkeit, die sich
in vielen Einzelheiten stdndig dndert. Die Objekte &ndern ,sich® mit der Zeit
und den &ufleren Umstédnden wie Ort, Temperatur, Druck. Ebenso variieren
die Begriffsumfinge stark mit der Zeit oder der Situation, in der die Begriffe
verwendet werden. Unter ,intensionalen“ Phdnomenen der Sprache wird meist
alles verstanden, was keine extensionale Behandlung erlaubt.

Definition 8.16 Ein Kontext ist ein Ausdruck «(z) mit einer genau einmal frei
vorkommenden Variablen z. Der Kontext v(x) ist beziiglich der Auswertung [-].
intensional, wenn das Substitutionslemma fiir diesen Kontext «(z) nicht gilt,
d.h. wenn

(/)17 # Dl e,

fiir mindestens einen Ausdruck a und eine Belegung g iiber einer Struktur D.
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Beispiel 8.17 Intensionale Kontexte sind der Wirkungsbereich von Modalope-
ratoren wie notwendigerweise oder der Komplementsatz von Verben wie glauben,

dafs:

Notwendigerweise ist 2+ 2 =4  Notwendigerweise kocht Wasser bei 100°C
Emil glaubt, daff 242 = 4 ist Emil glaubt, dafi Maria ihn liebt

Auch wenn jeweils beide Komplementsitze wahr sind, kann es sein, dafl nur
einer notwendigerweise wahr ist bzw. dal Emil nur einen von ihnen glaubt.

Wenn also [-] fiir Aussagen ¢ ein Wahrheitswert [[(p]]gD € Dy = {0,1} ist, sind
notwendigerweise x und Emil glaubt, daf x fiir [-]. intensionale Kontexte. Ins-
besondere kann man zwei gleichwertige Aussagen ¢ und ¢’ in intensionalen
Kontexten y(x) nicht ohne weiteres durch einander ersetzen: die Wahrheitswer-
te der Gesamtaussagen v(z/¢) und v(z/¢’) kénnten verschieden sein; das gilt
sogar dann, wenn ¢ und 1 logisch dquivalent sind, also bei allen Interpretationen
und Belegungen denselben Wert haben.

8.4.1 Intensionale Logik

Um intensionale Phdnomene der natiirlichen Sprache behandeln zu kénnen,
miissen wir zuerst die Auswertung der A-Terme #ndern, damit z.B. die Werte
der Terme vom Typ t nicht einfach Wahrheitswerte, sondern situationsabhdingige
Wahrheitswerte, also kompliziertere Objekte, werden.

Dazu fiithren einen neuen Basistyp s fiir Situationen ein und dndern den Term-
aufbau wie folgt:

Definition 8.18 Grundtypen ¢« und Typen o, T der intensionalen Logik sind

L (Individuen)
(Wahrheitswerte)
(Situationen)

o,T (Grundtypen)

(Intensionen vom Typ )

(

Funktionen)

= e
| ¢t
| s
T =L
| (s—7)
I G

7)

Termet : T vom Typ 7 sind, wenn die Teilterme von den durch Indizes angegeben
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Typen sind, die folgenden:

t:r = a7 (Variable)
| 7 (Konstante)
| At":(0c—7) (Funktionsterme)
| t977(s%) .7 (Anwendungsterme)
| MT:(s—T)
| Vts—m' CT
| —t:t (Formeln)
| (At t
| Va7l it
|  Opt:t

Weitere Formeln werden stillschweigend als Abkiirzung entsprechender definie-
render Formeln eingefiihrt, z.B. (¢ V ¢) := =(p A ), (¢ — ©) = (—p V ),
Jz7p 1= V7, Op = 0=,

Definition 8.19 Eine (volle) Typstruktur der intensionalen Logik ist eine (vol-
le) Typstruktur D = (D,,cP) ¢ Typ aus Bereichen D, mit D, C D, — D,
(bzw. = D, — D), Intensionen(!) ¢? € D,_., fiir jede nicht-logische Konstante
c vom Typ 7. Die logischen Konstanten —, A, 3 werden wie bisher interpretiert.

Jedes i € Dy heifit Situation oder mdgliche Welt, oder schlicht ein Indez. Ei-
ne Proposition ist ein Element von Dg_,;, d.h. ein situationsabhdngiger Wahr-
heitswert. Ein Individuenkonzept ist ein Element von D,_.., d.h. ein situations-
abhdingiges Individuum.

Definition 8.20 Eine Belegung g iiber der Typstruktur D ordnet jeder Varia-
blen x : 7 ein Element g(27) € D, zu. Der Wert des Termst : T in der Situation
1 € Dy wird rekursiv definiert durch:

[[cT]]zi .= (¢")P(i) € D,, fiir nicht-logische Konstante,
TP, = g e D,
[ (N gi = [T ([s°150),
[[)\x“tT]]zi .= das f € Dy; mit f(a) = [[tT]]gD[I/a]’i fiir alle a € Dy,
[[AtT]]zi = das f € Dy, mit f(j) = [[tT]]zj fir alle j € Dy,
MeIE, = TR0 € D,
[[Dwt]]zi " {(1) izllllssy]]zj =1 fiir alle j € Dy,

Die logischen Konstanten == At=(=1) ynd 37 : (7 — t) — t werden wie
bisher interpretiert, ebenso die Identitit =": 7 — 7 — t.

Die Intension {|t" |}£i (bzw. die Eztension) von t : 7 bei der Belegung ¢ in der
Situation i € Dy ist [[At]]ii € Dy_.; (bzw. der Wert [[t]];i € D).
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Da die Intension {t \}gi gar nicht von i abhéingt, schreiben wir oft nur {¢[}7.
In jeder Situtation erhélt man die Bedeutung eines Ausdrucks aus seinem Sinn:

15, = [V ()71, = 1t b Ei0).

Umgekehrt erhdlt man den Sinn des Ausdrucks aus dem Wertverlauf seiner
Bedeutungen in allen Situationen:

- ) 71D
{t"hgi =X € Ds. [t']

9,37

wenn man einmal A fiir die metasprachliche Abstraktion benutzt. Fiir ¢ : 7 kann
man "t als der Sinn von t lesen, da

1D
10, = {t}P € Dy

Fiir t : s — 7 kann man Vt als die Bedeutung von t in der gegenwdrtigen
Situation lesen, da

s—77D D,
[Vt l,. = [,.@) € D;.

8.4.2 Aufbau und Ubersetzung der intensionalen Teilsprache

Das intensionale Fragment der natiirlichen Sprache, das die Grammatik von
Montague erfaft, erweitert das extensionale Fragment hauptséchlich um (i) Mo-
daloperatoren, (ii) Verben mit Komplementsétzen, (iii) Verben mit intensional
zu interpretierenden Objekten, (iv) Adverbien, (v) Tempusformen.'?

Die Grundidee ist einfach: falls ein Teilausdruck 52 eines Ausdrucks in einem
intensionalem Kontext o (2?) steht, wird bei der Ubersetzung von o (7 /55)
der Teilausdruck 4% nicht in (372)" iibersetzt, sondern in "(3%)’. Dadurch wird
sichergestellt, daf8 bei der Auswertung von ad(z” /%) in einer Situation i nicht
die Bedeutung [[(BB)']]W-, sondern der Sinn { (8%)' [}, von 3 benutzt wird, der
von der Situation ¢ unabhingig ist.

In der natiirlichen Sprache kommen intensionale Kontexte manchmal in einander
geschachtelt vor, etwa in
Maria glaubt, daff Emil zwar glaubt, sie zu lieben,
es aber in Wirklichkeit nicht tut.
~ Maria glaubt, Emil liebe Maria nicht, und
Maria glaubt, Emil glaube, Emil liebe Maria.

Um solche Fille behandeln zu kénnen, ist es niitzlich, daf§ wir in der logischen
Sprache den Ubergang zur Intension durch "t iterieren kénnen.

12Manche Phinomene, die man im extensionalen Teil erwarten konnte, z.B. die (exten-
sionalen) mehrstelligen Verben, freie Prépositionalphrasen, und das Tempus von Aussagen,
behandelt Montague erst in der intensionalen Teilsprache, da dies mit denselben technischen
Mitteln geht, die er zur Behandlung intensionaler Phénomene braucht.
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Bemerkung 8.21 Die syntaktische Form der natiirlichsprachlichen Ausdriicke
macht keineswegs deutlich, welche Kontexte intensional und welche extensional
zu lesen sind. Ein Problem, das auch die Montague-Grammatik nicht 16st, be-
steht darin, dafl dasselbe Vorkommen eines Teilausdruck sowohl in einer exten-
sionalen wie intensionalen Position stehen kann, etwa das priadikativ gebrauchte
Narr in Wer glaubt, er sei kein Narr, irrt sich. Hier behauptet der Sprecher ja,
dafl diejenigen, die glauben, keine Narren zu sein, das Pradikat ein Narr sein
falsch interpretieren, insbesondere anders als der Sprecher. Man mufl das Wort
Narr also in zwei verschiedenen ,,Situationen“ auswerten, je nachdem, wem es
in den Mund gelegt wird.

8.4.3 Ubersetzung der syntaktischen Kategorien
Wir kehren zur Version von Montague zuriick und behandeln die Subjektstelle
anders als die Objektstellen von Verben, d.h. benutzen wieder die Kategorie

IV :=t/e.

Definition 8.22 Jeder syntaktischen Kategorie A wird durch

e’ = e (A/B)Y = ((s—=B)—A4)
t =t (A)B)Y = ((s—B)—A).
CN' = (e—1t) n = (e—1t)

ein Typ A’ von Ly, zugeordnet.

Im Unterschied zum extensionalen Fragment werden hier aber die Argumentka-
tegorien B von Kategorien der Form A/B und A// B in intensionale Argument-
typen (s — B’) iibersetzt, auler bei den Kategorien CN und IV.

Nach den Abkiirzungen der Kategorien erhalten wir zum Beispiel:

T = (t/IV) = (s—IV')—t
= (s—(e—t) =t
TV = (IV/T) = (s—T)—1IV'
= (s=((s—(e=t)—1) = (e—1)
DET' = (T/CN)Y = (s—CN')—T
= (s—=(—=t)=((s—(e—1t)—1)

8.4.4 Basisausdriicke und ihre Ubersetzung

Definition 8.23 Die syntaktischen Kategorien enthalten folgende Basisaus-
driicke (neben denen aus Definition 8.4):

(a) believe, claim sind von der Kategorie I'V/t (transitive Verben mit Kom-
plementsatz),
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(b) try, want sind von der Kategorie IV//IV (transitive Verben mit Infinitiv-
komplement)

(c) possibly, necessarily sind von der Kategorie ¢/t (Satzadverbien),

(d) slowly, rapidly, voluntarily sind von der Kategorie IAV (Adverbien)

Da die Argumente von Kategorien der Form A/B oder A/ B in Terme vom Typ
s — B’ iibersetzt werden, wird bei der Anwendung von Funktionen das Argu-
ment stets eine Intension sein. Deshalb muf die Ubersetzung der Konstanten
etwas modifiziert werden:

Definition 8.24 (Ubersetzung der Basisausdriicke) Variable und nicht-logische
Konstante einer Kategorie A werden in Variable bzw. Konstante des Typs A’
iibersetzt, z.B.:

(he),) == x,:e
(John®) = John' :e,
(man®N) = man’¢7t: CN'
(walk') = walk <7 IV
(seek!V/TY = seek : (s —T') — IV’
(believe /Y)Y = believe' : (s — t) — IV’

Logische Konstante erhalten eine besondere Ubersetzung, z.B.:
(aDET)/ — )\PSH(EHt) )\Qsa(e%?ﬁ) Jx¢ [VP(I) A VQ(C)] - DET’
(everyPETY = AP =N NQ*!V'va¢[VP(x) — YQ(z)] : DET'.

8.4.5 Bildung und Ubersetzung zusammengesetzer Ausdriicke

Definition 8.25 Die Bildung und Ubersetzung zusammengesetzter Ausdriicke
erfolgt mit den Regeln aus Tabelle 3. (Die Regeln (S 15) und (T 15) zur Be-
handlung des Tempus haben wir weggelassen.)

. € o/:e

T1
a:T ( ) )\PSH(GHt)[VP(O/)] -7’

(81) <

0:DET, £:CN :(s—>CN)Y-=T,6 ¢&:CN

(S 2) 5 5 -T (T 2) 5/(/\51) . T/

E:CN, p:t & :CN', ¢ :t
(5 3n) & such that @[hey/he] : CN (T 3n) Azt (& () N@') : CN'
(84)a:T, §:1V (T4)O/:(s—>IV’)—>t, § IV’

a 859 ot o' (M) it
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6:TV, pB:T
0 g IV
§:TAV/T, «a:T
0 o TAV
a:IV/t, ¢t
a that ¢ : IV
0:IVJIV, p:1V
o to: IV
d:t/t, p:t
dp:t
6:1V/IV, B:IV
B6:1V
p:t, Pt
pand ¥ :t
p:t, Pt
porvy:t
0:1V, ~:1IV
0and y: IV
0:1V, ~:1IV
dory: IV
a:T, p:T
aor 3 :T

(S5)

(S 6)

(57)

(S 8)

(S 9)

(S 10)

(S 11a)
(S 11b)
(S 12a)
(S 12b)

(S 13)

a:T, p:t
olhen/al : t
a:T, 6:1V
d[hen/a) : IV

(S 14,)

(S 16,,)
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8 :i(s—>T)—=1V', p:T
§(hp 1V’
8 :(s—>T)—TAV', o :T
5Ny TAV!
o i(s—t)—=IV', ot
o (M) IV
8 :(s—=1V") =1V,
§hp 1V’
di(s—t)—t, ¢t
§ (o)t
§:(s—=1VYy—=1V', g
§Shp1v!
/ /
ot Yt
(1) £
ot Yt
(" Vi)t
yie—t, 7 ie—t
AzC(8' () Ay () e — t
die—t, 74 :ie—t
A28 (z) VA (z) e —t
o 2T’ o
AP~/ (P) v B(P)) - T/
o T, Ot
o (MAwp.p)) i t
o T, &IV
\ye.o (M w0 (y) : TV

(T 5)

(T 6)

(T7)

(T 8) g1V

(T 9)

I !
(T 10) 4

(T 11b)

(T 12a)

(T 12b)

(T 13)

(T 14,)

(T 16,,)

Tabelle 3: Syntax- und Ubersetzungsregeln (intensionale Teilsprache)

Objekte [ eines Verbs o werden als Intensionen "(3') an die Funktion o’ iiber-
geben; analog bei anderen Konstruktionen. Bei der Anwendung des Subjekts
(@T)" auf eine Verbalphrase (5V)" oder ein (3“Y)" wird zuerst von (') zur
Extension Y/ (8') = ' iibergegangen. Auf diese Weise wird das Subjekt exten-
sional, alle anderen Argumente intensional behandelt.
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Beispiel 8.26 Da Eigennamen und Pronomen nach (S 1) komplexe Ausdriicken
der Kategorie T sind, ergibt deren Ubersetzung jetzt (im Unterschied zum ex-
tensionalen Fragment):

((John®)"Y =1 AP*=(=D]Y ((Jofm )]
= AP EOP(John/ )] s (s — TV') — ¢
(helY = APTIV[VP(z8)]: T

Dadurch erhalten wir fiir einfache Sétze mit intransitiven Verben das gleiche
Ubersetzungsergebnis wie im extensionalen Fall:
((John™ talks'™ )Y =4  (John™) (" (talks"")")
= APV [YP(John'®)](" (talk 1))
=5 V("(talk V") (John' ©)
=yn  (talk ") (John'©).

Transitive Verben mit Satzkomplement

Verben wie believe driicken offenbar keine Relationen zwischen Individuen und
Wahrheitswerten aus: da dasselbe Individuum von zwei Aussagen mit gleichem
Wahrheitswert die eine glauben kann, ohne die andere zu glauben, ist

~v(p) = John believes that ¢

ein intensionaler Kontext. Bei der Auswertung von () sollte also nicht die
Bedeutung [[4,0]];- € {0,1}, sondern —wie Frege sagte— der durch ¢ ausgedriickte
Gedanke eine Rolle spielen, d.h. die Intension oder Proposition { ¢} € Dy_.;.*3

Das Verb believe sollte durch eine situationsabhéngige Relation zwischen In-
dividuen und Propositionen interpretiert werden, also durch ein Element von
Dy, ((ex(s—t))—t)- Da keine Tupel verwendet werden und der Komplementsatz
enger ans Verb gebunden wird als das Subjekt, wird stattdessen ein Element

believe” S Ds—»((s—»t)—»(e—>t))
verwendet, ndmlich die Interpretation der Konstanten

(believe(lv/t))’ = beh’eye/ (s—t)—(e—t) .

Beispiel 8.27 Komplementsitze von Verben, die eine ,,Einstellung zu Proposi-
tionen* ausdriicken, stehen in einem intensionalen Kontext; bei der Ubersetzung

13Djese ,,Propositionen® fassen logisch dquivalente Aussagen zusammen; ob dadurch noch
hinreichend feine Unterschiede zwischen ,,Gedanken® wiedergegeben werden, ist fraglich!
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ist also ein Ubergang zur Intension des Komplementsatzes nétig:
((John™ (believes that Mary talks)™ )t
=4 (Johnm)'("((believes that Mary talks)'")")

—  \ps—lv [VP(John' ©)]("((belicves that Mary talks)™"")")
=5 (Y"((believes that Mary talks)'")")(John'©)

=un  ((believes' /" that (Mary talks)")'V)' (John' )
=, (believes'V/*)' (" (Mary talks)")")(John'®)
=15 (believes™ /Y (M (talk (Mary)))(John'©)

= believes’(Sﬁt)ﬂjvl(A(talk’(Mary')))(John’e)

Man sieht, daB hier —anders als beim Subjekt— kein Ubergang von der Intension
zur Extension des Objektsatzes vorgenommen wird.

Auf entsprechende Weise werden komplexere Komplementséitze behandelt. Ent-
hélt der Komplementsatz eingebettete quantifizierte Terme, so entsteht eine
Mehrdeutigkeit:

(a) de-dicto-Lesart: die Quantoren sind als Teil des eingebetteten Satzes zu
verstehen, wie in

((John™ (believes that a woman talks)™")t)’
= believes' 57OV (" 3z (woman' ¢ (x) A talk' (x)))(John'©)
In diesem Fall versteht man die Aussage so, dafi John nur glaube, irgend

eine Frau spreche, z.B. der Stimme nach zu urteilen, ohne dafl er eine
bestimmte Frau meint; vielleicht gibt es in der Situation gar keine Frau.

(b) de-re-Lesart: die Quantoren sind als Teil des iibergeordneten Satzes zu
verstehen, wie in

((John™ (believes that a woman talks)™ )t
= Jaz°[woman’ 7! (x) A believes’ (s*t)_’lv/(A(talk/(z)))(John/e)]

In diesem Fall gibt es eine Frau, von der dieser John glaubt, sie spreche.

Um die de-re-Lesart zu erhalten, muff man mit (S 14) den quantifizierten Term
aus dem eingebetteten Satz extrahieren, so dafl bei der Ubersetzung ein Quantor
mit weitem Wirkungsbereich entsteht.

Transitive Verben mit Infinitivkomplement

Verben mit Infinitivkomplement lassen sich dhnlich wie solche mit Satzkomple-
ment behandeln: der eingebettete Infinitiv ist im wesentlichen ein Satz, dessen
(implizites) Subjekt das Subjekt des iibergeordneten Verbs ist.
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Beispiel 8.28

((Mary"™ (wants to marry a millionaire)’" )’
=1 (Mary")' (" ((wants to marry a millionaire)"")")
=5 Y ("((wants to marry a millionaire)’"")")(Mary®)

=un  (wants™71V to (marry a millionaire)™ )V (Mary®)

=5 (wants™V/TVY (N(marry a millionaire)™ ) )(Mary®)

1 (s—=IV')—=IV' (/\((

= wants marry”" (a millionaire) ™)'V ) )(Mary®)

=5 wants —TV)=IV! (" ((marry™ ) (" ((a millionaire)T)")))(Mary®)

=5 wants SV (N marry =TIV (N (0 millionaire) ™)) (Mary®)
Hier ist (to marry 7)1V ein intensionaler Kontext fiir z7, der selbst im inten-
sionalen Kontext (want y'V )V steht.

Der quantifizierte Objektterm a millionaire erlaubt —wie die quantifizierten Ter-
me in Objektsétzen— eine de-dicto und eine de-re-Lesart des Infinitivs: je nach-
dem, ob es um einen beliebigen oder um einen bestimmten Millionér geht.

Um nun sicherzustellen, dafl das implizite Subjekt von marry gerade das Sub-
jekt des Matrixverbs want ist, braucht man Einschrdnkungen an die Interpreta-
tionen der Konstanten, sogenannte Bedeutungspostulate. Es werden nur solche
Typstrukturen D betrachtet, in denen diese Bedeutungspostulate (bei jeder Be-
legung und fiir jede Situation) gelten.

Im vorliegenden Fall miissen wir fordern, daf jedes Individuum, das eine Hand-
lung ausfiihren will, sie in einer zukiinftigen Situation selbst ausfiihrt:

(MP 10)  Va*vP* IV Olwant C=1VI=1V'(P)(z) — F(YP(z))],

wobei F' fiir den Temporaloperator irgendwann in der Zukunft steht, der natiir-
lich in den Typstrukturen geeignet zu interpretieren wiire. (Dazu sollte man die
Situationen strukturieren, also D aus anderen Bereichen wie einer Zeitordnung
aufbauen.)

Ein anderes Bedeutungspostulat besagt, dafl die Interpretation der Individu-
enkonstanten c : e eine konstante Funktion ist, d.h. ¢P(i) € D, soll fiir alle
i € Dy dasselbe Element sein:

(MP 2) Jz°0O(x = ¢), fiir jede Konstante ¢ : e.

Diese Konstanten ¢€ sind die in den Ubersetzungen der Eigennamen wie John' ©.

Mit einem Eigennamen mufl man sich demnach in allen Situationen auf dasselbe
Individuum beziehen. Die Individuen verlieren beim Ubergang zu einer anderen
Situation nicht ihre Identitéit, sondern ,nur® ihre Eigenschaften, Beziehungen
zu anderen Individuen, Einstellungen zu Propositionen usw.



Mathem.Grundlagen der Computerlinguistik II, SS 2003, H. Lei3 107

Transitive Verben mit intensionalem Nominalobjekt

Waéhrend die Objektsétze stets in einem intensionalen Kontext stehen, ist das
bei den Objekt-Nominalphrasen seltener der Fall. Ein transitives Verb mit in-
tensionalem Nominalobjekt ist nach Montague das Verb seek?V:

Beispiel 8.29

((John seeks a unicorn)')’.
=, (John™)' ("((seek™ (a unicorn)T)'V)")
=5 V(“(seek™ (a unicorn)T)IV'))(John'©)
=vA ((seekTV (a umcorn)T)IV)’(John’e)

=5 seek! C=T=IV (N ((a unicorn)T)(John' ).

Die dargestellte Analyse entspricht der de-dicto-Lesart der Verbalphrase, nach
der nach einem beliebigen Einhorn suchen, auch wenn es vielleicht gar keine
Einhorner gibt. Eine de-re-Lesart bekommt man wieder, indem man zuerst das
Objekt mit (S 14) extrahiert.

Transitive Verben mit extensionalem Nominalobjekt

Montague fiithrt transitive Verben mit extensionaler Objekt-Nominalphrase auf
den Fall mit intensionalem Objekt zuriick. Dazu fordert er fiir die betreffen-
den Konstanten ¢7V" der logischen Sprache, etwa ﬁnd’TV, = (ﬁndTV)' , beson-
dere Bedeutungspostulate, nach denen es zur (situationsabhingigen) Relation
(cTV)P ¢ D, ((t/e)/T) €ine geeignete (situationsabhingige) extensionale Rela-
tion C' € D, (c—(e—t)) gibt, so dafl das Verb TV genau dann auf sein (extensio-
nales) Subjekt ¢ und das intensionale Objekt P zutrifft, wenn die Intension der
durch C und z°¢ bestimmten extensionalen Eigenschaft Ay¢[YC(y)(x¢)] von Indi-
viduen die von der jeweiligen Extension VP : T = (t/IV) = (s — (e > t)) — t
des Objekts getestete Eigenschaft hat:

(MP 1) 30~y P =0 (Y (P)(2) < YP(" Ay [1C(y)()]))-

Fiir VC wird auch ¢, geschrieben.

Satzadverbien

Die Satzadverbien necessarilyt/ " und possiblyt/ * werden als logische Konstanten
betrachtet und erhalten eine besondere Ubersetzung:

(necessarily’t)’ = Xp*~HOYp): (s — 1) — t
(possiblyt’t) = Ap*~H(OVp) i (s —t) — t
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Dadurch wird die Notwendigkeit durch die Wahrheit der eingebetteten Aus-
sage in allen Situationen interpretiert, die Moglichkeit durch ihre Wahrheit in
mindestens einer Situation:

((Possibly Mary talks)")’
= (possibly’?)' (" ((Mary talks)')")
=1 A TOPI(M (talks " (Mary©)))
=5 OY(Mtalks® ™" (Mary®)))
=un  O(talks " (Mary®©)).

Temporaladverbien wie jetzt, niemals, irgendwann oder Adverbien wie oft, sel-
ten, immer wieder oder wahrscheinlich lieen sich bei geigneter Struktur der
Situtationen D, ebenfalls in bestimmte A-Terme iibersetzen.

Andere Satzadverbien wie vermutlich oder dummerweise werden in Konstante
iibersetzt, deren Interpretation in der Typstruktur D festgelegt wird.

Adverbien

Verbmodifizierende Adverbien werden als Ausdriicke der Kategorie TAV : IV/IV
klassifiziert. Ausdriicke, die solche Adverbien enthalten, werden mit (S 10) ge-
bildet und mit (T 10) iibersetzt.

Beispiel 8.30

((John walks slowly)")’
=, (John™)' ("((walks slowly)™)")
=5 V(" (walks™" slowly™ " )™V'))(John'©)
=un  (walks™ slowly™ V' )IV'Y (John'©)
=10 (slowly™Y (" ((walks™)"))(John' ©)

= slowly/(S_JV/)_’IV/(A(walksle_’t))(John/e)

Adverbien wie slowly oder fast fiigen der Bedeutung eines Handlungsverb eine
Aussage iiber die Ausfithrungsgeschwindigkeit der Handlung hinzu. Adverbien
wie gern fiigen der Bedeutung des Handlungsverb etwas iiber die Einstellung
des Handelnden zur Ausfithrung hinzu. In solchen Fillen wird die Bedeutung
des Verbs eingeschrénkt, so dafl ein Schlufl wie

John walks slowly
John walks

(28)

giiltig ist. Damit die Korrektheit solcher Schliisse durch die Giiltigkeit in den
Typstrukturen D modelliert werden kann, miissen Zusammenhénge zwischen
unmodifizierten und modifizierten Verben durch Bedeutungspostulate an die
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jeweiligen nicht-logischen Konstanten garantiert werden. Fiir Konstante fiir be-
deutungseinschrinkende Adverbien braucht man ein Postulat der Form

(MP 10)  Va°vP*~ =00 (A (P)(z) — YP(x)) fiir Konstante ¢ : TAV”.

Hiermit erhélt man im obigen Beispiel eine Abschwéchung zu
slowly'(S_JV,)_'IV,(A(walksl ) (John' )

—wmp 10V (M(walks' ©71))(John'©)

=vn  (walks' “~")(John'©)

Durch die Beschrankung auf solche Typstrukturen, die die Bedeutungspostulate
erfiillen, wiirde also der Schluf (28) korrekt.
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